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Die HeraoBgabe einer Uebenetzung in ftanzteisclier und englischer Sprache, 
Bowie in anderen modernen Sprachen wird vorbehalten. 



V E E E D E. 



Das hier erscheinende Werk über theoretische Astronomie giebt 
den Gang und [Inhalt von Vorlesungen wieder, welche der Ver- 
fasser über Bahnbestimmungen ein um das andere Semester an 
hiesiger Universität zu halten pflegt. Diesem Ursprünge entspricht 
sowohl die gewählte' Eintheilung, als auch die übrige Behand- 
lungsweise des Stoffes. Es ist dabei nicht so sehr darauf abge- 
sehen, die Rechnungsfornxeln specieller Methoden der Art zu ent- 
wickeln, dass auch der Anfänger vollkommene Ueberzeugung von 
der Richtigkeit derselben erlangt, und für sich die bestimmte 
gewählte Entwicklung zu reproduciren vermag, als vielmehr eine 
recht vielseitige Einsicht in das Wesen dieser Rechnungen und einen 
iiöheren Grad von Selbständigkeit zu geben, als der Anfanger durch 
das Studium einer speciellen Methode erlangen wird. Zu dem 
Zwecke schien es unerlässlich, häufig ein und dasselbe Thema mit 
verschiedenen Variationen zu behandeln, wobei denn freilich die 
Einheit der Darstellung nicht in gleichem Grade zu bewahren ist, 
als wenn man sich die Entwicklung einer bestimmten Methode zum 
Ziele setzt. Dass dabei häufig, ja meistens, die einfachste Behand- 
lungsweise eines Problems nicht vorangestellt ist, sondern ziemlich 
zuletzt kommt, entspricht der bekannten Erfahrung, dass in der 
Regel das Einfachste nicht zuerst gefunden wird, weil die Augen 
erst im Erspähen der zugänglichsten Seiten eines Problems geübt 
sein müssen. Beispielsweise wird in der Abtheilung IV , welche die' 
Berechnung einer elliptischen Bahn zum Gegenstand hat, eine sehr 
einfache Art gezeigt, aus den Grundgleichungen der Aufgabe je 



^i Vorrede. 

zwei beliebige Distanzen von der Erde zu eliminiren, ein Verfahren, 
welches seine grosse Ein&chheit und Uebersichtlichkeit dem Um- 
stände verdankt, dass es unmittelbar aus den Grundbegriffen der 
geometrischen und der heliocentrischen Coordinaten sich ableitet, 
im Gegensatz zu anderen Verfahren, wobei die Elimination . das 
Resultat einer mehi-gliediigen Entwicklung ist Dennoch erschien 
es dem Verfasser nicht zweckmässig, in einem fiir Anfanger be- 
stimmten Buche jenes Verfahren an die Spitze der Abtheüung zu 
stellen. 

Die vor nicht langer Zeit erschienenen vortrefBichen Werke 
von Watson (Theoretical astronomy) und von Oppolzer (Lehr- 
buch der Bahnbestimmung der Kometen und Planeten), das erstere 
die vornehmsten bekannten Methoden, mit Voranstellung des Gra- 
vitationsgesetzes, entwickelnd, das andere auch mit neuen Methoden 
des Verfassers bekannt machend, haben bei diesem Werke sehr 
wenig benutzt werden können , da das Manuscript , f als jene 
Werke dem Verfasser zur Hand kamen, schon zu weit vorge- 
rückt war. 

Nach dem Beispiele des Oppolzer 'sehen Werkes hat Ver- 
fasser auch den Meteoriteubahnen einen kleinen Abschnitt widmen 
zu müssen geglaubt, noch mehr aber den so wichtigen Untersuchun- 
gen über Doppels ternbahnen, welche bis jetzt in keinem Lehrbuche 
hinreichende Berücksichtigung gefunden zu haben scheinen. 

Wegen einer sonst nicht zu vermeidenden und allzu beträcht- 
lichen üeberschreitung des ursprünglich für dieses Werk bestimm- 
ten Umfanges musste auf den Druck sechsstelliger Barker'scher 
Tafeln, sowie einiger anderer im Texte erwähnter Tafeln, Vorzieht 
geleistet werden; diese ünvollständigkeit dürfte sich £ indessen 
schwerlich sehr fühlbar machen« 



Göttingen, im August 1870. 



W. Klinkerfaes. 
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Erste Abtheilung.\ ^ '.. 

Berechnung der Oerter der Himmelskörper aus 

Ihren Bahnelementen. 



Erste Vorlesung. 



Einleitende Bemerkungen. 



Die theoretische Astronomie hat die Aufgabe zu lösen, den Lauf der 
Himmelskörper zu bestimmen und ihren Ort für jede Zeit anzugeben. 
Für diesen Zweck sind vorzugsweise zwei Systeme von Goordinaten im 
Gebrauch; das der Rectascension und Declination , und das der Länge 
und Breite. 

Das erstere System findet die häufigste Anwendung in Ephemeriden 
und Himmelskarten, die zum Aufsuchen eines Objects oder zur Yerglei- 
chung zwischen Rechnung und Beobachtung dienen sollen, da die Hülfs- 
mittel der neueren Astronomie die beobachteten Oerter fast unmittelbar 
in dieser Form zu liefern pflegen. Unter der Rectascension versteht 
man, wie den meisten Lesern bekannt sein dürfte, den Winkel, welchen 
der ;duroh dasselbe gelegte Meiidian der Himmelskugel mit dem Meridian 
der Frählings - Tag- und Nachtgleiche macht; zur Bestimmung der Rec- 
tascension genügt es also , zu beobachten , um welche Sternzeit das Ge- 
stirn den Meridian des Beobachtungsortes passirt, oder wieviel diese seine 
Culminationszeit von deijenigen eines gut bestimmten anderen Sternes 
verschieden ist. Auf fast eben so einfache Weise wird die Declination 
des Gestirns oder sein Abstand vom Aequator gefunden. In Fig. 1 (a. f. S.) 
stellt , zu besserer Yersinnlichung , AOQ den Aequator der Himmels- 
kugel, den darin gelegenen Punkt des Frühlingsäquinoctiums , P den 
Nordpol des Aequators, die durch und P gelegte Linie den Meridian 
des Aequinoctiums vor. Die Sterne 8 und 8\ welche auf diesem Meridian 
liegen, haben also nach der Definition die Rectascension 0^; die Decli- 

Kliiikerfues, theoretische Astronomie. \ 
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nationen derselben Sterne werden durch die Bögen des Meridians OS 
und 8' vorgestellt , und zwar ist die des ersteren Sternes als nördlich, 

Fig. 1. 
P 




die des letzteren als südlich zu bezeichnen, was am kürzesten dnrch die 
Zeichen -|~ imd — geschieht. Die Rectascension und die Declination des 
Sternes S" darzustellen, hat man durch denselben den Meridian P S' 0" zu 
legen, welcher den Aequator in 0" schneidet. Es ist dann der Winkel 
am Pol P S" oder OP 0'\ welchen der Meridian des Sternes mit dem 
Meridian des Aequinoctiums bildet, oder auch der Bogen des Aequators 
(y\ welcher diesem Winkel entspricht, die Rectascension, der Bogen 
Of' S' aber der Abstand vom Aequator, d.h. die Declination des 
Sternes S". 

Bei vielen anderen Gelegenheiten dagegen giebt man noch dem 
System der Längen und Breiten, mit Rücksicht auf die grössere Einfach- 
heit, welche die Entwickelungen dabei anzunehmen pflegen, vor jenem 
den Vorzug. Diese Einfachheit in analytischer Beziehung ist die Folge 
des Umstandes, dass für dieses System die Erdbahn selbst, oder die Eklip- 
tik, die Fundamentalebene des Goordinatensystems vorstellt. Unter der 
Länge eines Gestirnes versteht man den Winkel, welchen ein durch die 
Pole der Ekliptik und durch das Gestirn gelegter Kreis mit dem diesel- 
ben Pole und den Frühlings - Tag- und Nachtgleichepunkt verbinden- 
den grössten Kreis bildet, unter der Breite den Abstand des Gestirn! 
von der Ekliptik. Beide Systeme gehen also durch die Yertauschon^ der 
Pole der Weltaxe mit denen der Ekliptik in einander über. Um auch 
diese Coordinaten zu veranschaulichen, legen wir in Fig. 1 nocli die 
Ekliptik EOK durch das Frühlingsäquinoctinm hindurch. Der Nord- 
pol der Ekliptik sei in p und mit dem Stern S* durch den grössten Kreis 
p S'\ welcher die Ekliptik im Punkte g schneidet, mit dem Aequinoctium 
durch p verbunden, so ist dann die Länge von S' der Winkel OpS 
oder Opq^ oder der Bogen Oq der Ekliptik, die Breite von 8^^ al>er der 
Bogen S^'g. 

Man unterscheidet noch den heliocentrischen und den geocentx-ischeii 
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Ort eines Gestirns, je nachdem man das Centram der Sphäre oder den 
Standpunkt des Beobachters und den Nullpunkt des Systems in den 
Mittelpunkt, der Sonne oder der Erde verlegt denkt. Verbindet man den 
Ort eines Gestirns im Raum (d. h. hier immer den Ort seines Schwer- 
punktes) mit dem Mittelpunkte der Sonne, und projicirt diese Yerbin- 
dungslinie, den sogenannten Radiusvector des Gestirns, durch Fällung 
eines Perpendikels rechtwinklig auf die Ekliptik, so ist der Winkel, wel- 
chen der projicirte Radiusvector mit der durch die Sonne gelegten Linie 
des Frühlingsäquinoctiums macht, ebenfalls die heliocentrische Länge, der 
Winkel zwischen dem Radiusvector und seiner Projection die heliocen- 
trische Breite. Werden dieselben Operationen mit der Verbindungslinie 
zwischen Gestirn und Erde vorgenommen, so erhält man die sogenannte 
curtirte Distanz, die geocentrische Länge »und die geocentrische Breite. 
Um diese Projection dem Leser deutlicher zu machen, sei in Fig. 2 durch 

Fig. 2. 




das Gestirn s eine Kugel gelegt, deren Mittelpunkt die Sonne ist, und 
welche von der Ekliptik in dem grössten Kreise ^ £" geschnitten wird. 
Von s fälle man zur Ebene der Ekliptik das Perpendikel sp und verlängere 
die Linie Op, bis sie den grössten Kreis ^C^ im Punkte q schneidet. 
Es ist dann sq ein Bogen eines gegen die Ekliptik senkrechten und dem- 
nach durch den Pol P gehenden grössten Kreises und stellt die heliocen- 
trische Breite des Gestirns vor. Ist G die Linie oder Richtung des 
Frühlingsäquinoctiums , so stellt der Winkel C OP oder C Oq die helio- 
centrische Länge von s vor. 

Es wird ni^ht nöthig sein, dieselbe Gonstruction noch einmal für 
den Fall durchzunehmen, dass anstatt der Sonne die Erde in den Mittel- 
punkt gesetzt und die Entfernung des Gestirns Von der Erde zum 
Halbmesser gewählt wird; es liefert dann die 'Gonstruction die geocen- 
trische Breite und Länge. 

In Beziehung auf die Richtung, in welcher die Längen gezählt wer- 
den, verdient noch Erwähnung, dass sie mit der Richtung der Bewegung 
der Erde dm die Sonne zusammenfallt. Desgleichen nehmen die Rec- 

1* 
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tascensionen in demselben Sinne sa, in welchem die Botation der Erde 
geschieht. 

Will man anstatt der Polarcoordinaten rechtwinklige einfahren , so 
ist es üblich, eine der beiden Fundamentalebenen, den Aequator oder die 
Ekliptik, als Ebene der x, y, und darin die Linie des FrÜhlings&quinoc- 
tinms als Axe der x zu wählen. Leicht ist dann unter Wiederholung 
der eben angegebenen Operationen su sehen , dass sowohl o; als y, welche 
iu gegebenen Polarcoordinaten gehören, durch eine doppelte Projeotion 
l^es Radius erhalten werden, die Coordinate x nämlich dadurch, dass die 
Projection des Radius in der Fundamentalebene durch Fällung eines 
Perpendikels auf die Axe der x projioirt wird, y aber durch Projection 
zur y-Axe. Da nun ausserdem die Coordinate offenbar gleich dem vom 
Orte des Gestirns auf die Fundamentalebene gefällten Projectionsperpen- 
dikel ist, so ergeben sich die folgenden häufig angewandten Formeln 
zwischen den geocenirischen rechtwinkligen Coordinaten |, 1}, S ui^d den 
drei Polarcoordinaten: 

^ = Qcosß cos k 

71 z=: Qcosß sin X 

t = Qsinß, 
wobei Q die Distanz von der Erde, A und ß beziehungsweise die geocen- 
trische Länge und Breite, oder auch, falls die Fuudamentalebene der 
Aequator ist, die Rectascension und Declination vorstellen. 

Um aus der geocentrischeu Coordinate die heliocentrische desselben 
Systems herzuleiten, hat man nur nöthig, zu der ersteren die heliocen- 
trische Coordinate der Erde zu addiren. Sind Xy y, z die heliocentrischen 
Coordinaten des Gestirns, X, Y, Z die der Erde, so bestehen also die 
Gleichungen: 

X — X = QCOsßcosX 

y — Y = qcosß sinX 

z — Z = Qsinß. 

Die astronomischen Jahrbücher liefern die sogenannten Sonnencoor- 
dinaten, d. h. die heliocentrischen Erdcoordinaten mit entgegengesetzten 
Vorzeichen , auf den Aequator bezogen , für jeden Tag des Jahres. Man 
sieht hiermit die Berechnung des geocentrischeu Ortes, wie ihn eine 
Ephemeride geben soll , in der einfachsten Weise auf die Berechnung der 
heliocentrischen Coordinaten zurückgeführt. 

Zur Berechnung der heliocentrischen Coordinaten eines Gestirns be- 
dienen sich die Astronomen der in Vorlesung Zwei näher zu bezeichnen- 
den Bestimmungsstücke der Bewegung nach Kopp 1er 'sehen Gesetzen, 
der sogenannten Bahnelemente. 

Die drei Eepp 1er 'sehen Gesetze werden in der theoretischen Astro- 
nomie in der folgenden Fassung angewendet: Die Bahnen der Planeten 
und Kometen sind Kegelschnitte, in deren einem Brennpunkte sich die 
Sonne befindet; die in einer und derselben Bahn vom Radiusvector be- 
schriebenen Flächen verhalten sich wie die Zeiten, in denen sie beschrie- 
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ben wurden; bei zwei verschiedenen Bahnen verhalten sich die in gleichen 
Zeiten beschriebenen Flächen wie die Quadratwurzeln aus den Para- 
metern, oder die Quadrate der Umlaufszeiten wie die Kuben der grossen 
Axeu. 



Zweite Vorlesung. 
Erklärung der Bahnelemente. 

Alle Bahnebenen, in denen sich (abgesehen von den hier überhaupt 
nicht zu behandelnden Störungen) die Planeten oder Kometen bewegen, 
gehen durch den Mittelpunkt der Sonne , wie die £bene der Erdbahn, sie 
können aber zu dieser letzteren sehr verschiedene Lagen haben. Jeder 
Planet oder Komet wird ofiFenbar bei jedem seiner Umläufe um die Sonne 
die Ebene der Erdbahn zweimal passiren müssen, einmal, wenn er von 
südlichen zu nördlichen heliocentrischen Breiten gelangt, das andere mal 
von nördlichen zu südlichen übergehend. Den ersteren Punkt der Bahn 
nennt man den aufsteigQiiden Knoten (<^), den anderen den niedersteigen- 
den (y>); die Winkel, welche die Eadienvectoren beider Punkte mit der 
Frühlings - Tag- und Nachtgleiche-Linie bilden, also die heliocentrischen 
Längen des Planeten bei seinem Durchgange durch den Knoten, werden 
Länge des aufsteigenden und des niedersteigenden Knotens genannt, und 
gewöhnlich ebenfalls mit Si und ^ bezeichnet. Der Neigungswinkel zwi- 
schen der Planeten- oder Kometenbahn und der Erdbahn wird nach all- 
gemein eingeführtem Gebrauche mit i bezeichnet. Sobald Q) und i ge- 
geben sind, ist die Lage der Bahnebene voUständig bestimmt. 

Damit ferner auch die Lage des in der Bahnebene beschriebenen 
Kegelschnittes festgelegt sei, muss die Länge des Perihels (tt), d. h. der Win- 
kel zwischen Perihel und Knoten (tc — ß), vermehrt um die Länge des 
Knotens gegeben sein*). 

Gestalt und Dimension der Bahn werden entweder durch die halbe 
grosse und die halbe kleine Axe, a und &, oder auch durch die halbe 
grosse Axe und die Excentricität e (in der Astronomie das Verhältniss des 
gegenseitigen Abstandes der Brennpunkte zur grossen Axe), bei Ko- 
meten aber durch den kleinsten Badiusvector , den Perihelabstand (g[) 
bestimmt. 



*) Der Winkel n — ß wird häufig, obgleich iu der Ebene der Planeten- oder 
Kometenbahn gelegen , zu dem in der Ebene der Ekliptik gelegenen Winkel Ou addirt 
und die Summe mit n oder Länge des Perihels bezeichnet. 



Cr.^. 
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Es fehlt jetzt, damit nicht bloes die Lage der beschriebenen Bahn, 
sondern die Lage des Gestirnes im Räume bekannt werde, nur noch eine 
Angabe über den Punkt der Bahn, an welchem der Körper zu einer ge- 
gebenen Epoche sich befunden hat, bei Kometen die Angabe der Zeit des 
Periheldurchganges (T). Bei Planeten ist es sehr gebräuchlich , die einer 
gewählten Epoche zukommende sogenannte mittlere Anomalie {M) anzu- 
geben; es ist dies derjenige Winkel, welchen der Badiusvector unter der 
Voraussetzung einer vom nächstvorhergehenden bis zum nächstfolgenden 
Periheldurchgange gleichmässigen Winkelbewegung mit dem Perihel ein- 
schliessen würde. Auf welche Art sich daraus der zwischen Badiusvector 
und Perihel wirklich eingeschlossene Winkel, die sogenannte wahre Ano- 
malie ergiebt, wird im Folgenden gezeigt werden. 

Bei einer sehr zahlreichen Classe von Körpern, den Kometen, tritt 
auch die Nothwendigkeit ein, bei Angabe der Bahnelemente den Sinn der 
Bewegung anzugeben. Dieser ist entweder so wie bei der Erde und den 
bis jetzt bekannten Planeten, bei welchen die heliocentrischen Längen 
mit der Zeit wachsen, und dann nennt man die Bewegung direct; oder 
die heliocentrischen Längen nehmen fortwährend ab, und der Komet ist 
retrograd. Im ersteren Falle pflegt den Elementen des Kometen wohl 
ein blosses 2), im letzteren ein B hinzugefügt zu werden. 

Ausserdem ist es in neuerer Zeit auch gebräuchlich geworden , die 
Bahnen retrograder Kometen als Bahnen mit stumpfem Neigungswinkel 
gegen die Ekliptik zu bezeichnen. Wäre z. B. bei einem Kometen 
i = 30^, Beweg. Retrograd anzugeben, so kann man beide Umstände in 
der Angabe i = 150*^ vereinigen; nur muss dann gleichzeitig 7C — ß in 
360^ — (tc — S2) verwandelt werden , da bei der älteren Zählungsweise 
der Winkel 7C — ß im Sinne der Längen gezählt wird, also für eine 
Bahn, deren i gerade durch 90^ hindurchgeht, plötzlich das Vorzeichen 
ändert, während dagegen bei der neueren Zählungsweise 7C — ß stets 
in dem Sinne der Bewegung des Radiusvectors in der Bahn gerechnet, 
jene Discontinuität bei i = 90^ also nicht mehr vorhanden ist. 

Dieser Gebrauch verdiente, weil er den Rechner mancher lästiger 
Unterscheidungen überhebt, empfohlen zu werden. 



Dritte Vorlesung. 

Formeln für die Bereclmuiig der Coordinaten. 

Während die Bestimmung der wahren Anomalie v für jede der drei 
Gattungen von Kegelschnitten, für die Ellipse, die Parabel, die Hyperbel 
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nach hesonderen Formeln ausgeführt zu werden pflegt, sind dagegen die 
gehräuchlichsten Vorschriften für die Berechnung der heliocentrischen 
Coordinaten x, p, z aus v und dem zugehörigen Radiusvector r in Ver- 
bindung mit den drei Elementen der Bahnlage fö, «', tc allen gemeinschaft- 
lich, deshalb wollen wir sie hier voranstellen. 

Es sei (Fig. 3) Ojp die gegen die Ebene des Papiers senkrecht ge- 
dachte Ebene der Erdbahn, NP die dieselbe in ß unter dem Winkel i 
schneidende Bahnebene eines in der Richtung des Pfeiles bewegten Ge- 
stirnes, dessen Perihel in tc liegt. Ist ferner Pp ein Stück eines durch 
den Radiusvector des Planeten gelegten und zur Ekliptik senkrechten 

Fig. 3. 



A 







N 




^/ 



grössten Kreises, so gelten für das rechtwinklige sphärische Dreieck 
SiPp, welches seine Ecke im Mittelpunkte der Sonne hat, die folgenden 
Gleichungen : 

sin Pp = sini sin ßP = sini sin (ßjr -j- ^-^) 
tang ßp = cos i tang SiP = cos i fang (<ß 7t -{- 7t P), 

Offenbar ist aber der Bogen Pp nichts anderes, als die heliocentrische 

Breite, 7C P die wahre Anomalie des Planeten. Ist ferner noch der 

Ort des Frühlingsäquinoctiums , so wird Sip -^ ß die heliocentrische 
Länge des Planeten. Bezeichnen wir diese letztere mit Z, die Breite mit 
5, so haben wir unter Anwendung der schon bekannten gewöhnlichen 
Bezeichnung 

sinb = sini sin (7t — Si -^ v) 

tang (l — Si) = cos i tang (n — ß + v). 

Die Grösse 7t — ß -}" ^ nennt man auch das Argument der Breite. 
Für die richtige Wahl der Quadranten bei numerischen Rechnungen nach 
diesen Formeln ist es nöthig, sich zu merken, dass l — Q> und das 
Argument der Breite stets in demselben Quadranten liegen, da beide 
Grössen gleichzeitig die Grenzen der Quadi*anten 0^, 90^ 180^ u. s. w. 
erreichen. 2, b und der Radiusvector r ergeben dann die rechtwinkligen 
heliocentrischen Coordi&aten nach den Formeln: 
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X = roosh casl 
y =: rcosb sml 
z = rstnb. 

Bedeuten h und 22 beziehungsweise Länge und Radiusveotor der Crde, 
A, /3, ^ die geocentri8chen Goordinaten des Gestirns, so hat man nach der 
ersten Vorlesung, da hier X = RcosL^ Y = BsinL^ Z=0 zu 

setzen ist: 

QCosßcosX = rcoshcosl — BcosL 

1) Qcosßsmk ^=i rcoshsinl — RsinL 

Qsinß = rsinh. 

Der Berechnung der geocentrischen Länge und Breite kann man noch 
eine andere Gestalt geben. Wenn man alle Längen nicht auf das Früh- 
lingsäquinoctium , sondern auf den aufsteigenden Knoten bezieht, nv'ae 
selbstverständlich dann auch mit der Länge der Erde geschehen muser, 
so erhält man schliesslich die geocentrische Länge selbst um den Betrag 
von ß verringert. 

So findet man: 

IQ cosß co${k — ß) = rcosbcos(l — ß) — R cos (L — 53) 
Qcosßsin{k — Si)=zrcoshsin{l — Q>) — Rsin(L — Si) 
Qsinß = r sin h. 

Ein kleiner Vortheil dieser Form besteht darin, dass sich die Goor- 
dinaten Xi Pi JS einfacher ausdrücken lassen, wenn die Linie des aufstei- 
genden Knotens der Bahn in der Ekliptik als Axe der X gewählt wird. 
Man braucht dann^ um x zu erhalten, nur durch das' Gestirn ein Perpen- 
dikel zu fällen, durch welches der Radiusvector auf jene Axe projicirt 
wird; da der Winkel der Projection hier dem Argumente der Breite 
7t — <ß -f- V gleich wird, so hat man 

X = rcos (7t — Si -\- v). 

Da ausserdem schon nach dem Vorhergehenden z = r sin i sin {it — Q> -\- v) 
gefunden wird, auch nothwendig x'^ -^ y"^ -^ z^ =^ r'^ ^ und y für die 
beiden ersten Quadranten von 7t — Q) -\- v positiv werden muss, so gel- 
ten für x^ y, z die einfacheren Ausdrücke: 

X =^ rcos (7t — (ß + v) 

3) y = rcosisin (7t — Si -{- i^) 

z = rsinisin (7t — ß -f- '^^)« 

Ueberhaupt aber sind die Formelsysteme 1) und 2) nur für die Be- 
rechnung vereinzelter geoceutrischer Oerter zu empfehlen. 

FCjr die Berechnung einer ganzen Reihe von Oertern lohnt es sich, 
die unter den Namen der Gauss 'sehen Gonstanten für den Aequator be- 
kannten Hülfsgrössen zu berechnen, durch deren Einführung nicht nur 
die Arbeit sehr abgekürzt, sondern auch die Oerter in der für solche 
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Zwecke passenderen Form der Rectascension und Declination erhalten wer- 
den. Bequeme Ausdrücke für die Gauss 'sehen Constanten erhält man 
leicht durch folgende Operationen : . Wir denken uns zuerst die Goordi- 
naten auf die Ekliptik und die Knotenlinie als X-Axe bezogen, und 
suchen, unter Anwendung bekannter Transformationsformeln , aus diesen 
Coordinaten, d. h. den Coordinaten x^ y, z der Formel 3) die auf die 
£kliptik und das Frühlingsäquinoctium als X-Axe bezogenen, im Folgen- 
den mit ä' , y , / bezeichneten , herzuleiten. Das zweite Coordinaten- 
system entsteht aus dem ersteren darch eine Drehung um die gemein- 
schaftliche Z-Axe, den Pol der Ekliptik. Nach dem bekannten Satze der 
Coordinateniransformation , dass jede der drei neuen Coordinaten gleich 
der Summe der Proportionen der alten Coordinaten auf die neue Axe ist, 
hat man sofort 

X* = xco8Q> — y sin Q> 

y^ z= xsinSi -\- y cos Q> 

z' = z. 

Durch eine zweite ähnliche Drehung des neuen Systems um seine X-Axe, 
d. h. um das Frühlingsäquinoctium, wird man das System des Aequators 
mit derselben X-Axe erhalten. 

Nennen wir die darauf bezüglichen Coordinaten x*\ y[\ z*\ so er- 
giebt sich: 

a/' = ä' = xcosSi — ysinSi 

y = y' cos 6 — z* sine = x sin SicosB + y cos Si cose — z sin e 

z'' = y' sin a + z' cose = x sin Si sin e + y cos Si sine 4* ^ cos £, 

worin e die Schiefe der Ekliptik vorstellt. 

Setzt man hier auf der rechten Seite für iC, y, z die Ausdrücke aus 
3) und führt durch folgende sechs Gleichungen : 

^asinÄ = cosQ> . I 

acosQ> = - sinQ>cosi .^ -^ ^"^ " ^ 

& sin B = sin ß cos e 
bcosB = cos Si cos i cose — sin e sin i 
c sin G = sin Q> sin e 
,c cos C = cosQ> cos i sin ^ + cose sin i 

die sechs Gauss' sehen Constanten für den Aequator a, &, r, A^ B, G ein, 
so werden die heliocentri sehen Coordinaten für den Aequator, x'\ y*\ d\ 
durch die einfachen Formeln erhalten: 

Ix" =^ arsin (7t — Si -{- Ä -{- v) 
f = Irsin (;r — fö + J5 + v) 
ä" = crsin {% — ß + G ■\- v\ 

in denen selbstverständlich a nicht mit der halbAi grossen Axe -verwech- 
selt werden darf. 
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Zur Prüfung der Richtigkeit der numerischen Rechnungen empfiehlt 
es sich, zu versuchen, oh auch diejenigen Gleichungen erfüllt sind, welche 
aus der Bedingung folgen, dass für jeden Werth von v «^ + y' + ^' = '"^ 
werden muss, z. B. die Gleichungen : 

a« + 6« + c« = 2 

a^'Cos2Ä + b'^cos2B + c^co82C=0. 

Die letztere ist wichtig, wenn man sich gegen Fehler in der Wahl der 
Quadranten von A^ B^ C sichern will. 

Werden die obigen Formeln auf retrograde Kometen angewendet, 
so genügt es, um Alles zu berücksichtigen, für die Neigung f ihre Ergän- 
zung zu 180S f ür ^ — ^ die Ergänzung zu 360^ zu nehmen. 



Vierte Vorlesung. 

Gleidumgen, welche für die drei Kegelschnitte gemein- 
sam gelten. 

Zu den Gleichungen, welche in keinem der drei Kegelschnitte, 
Ellipse, Parabel oder Hyperbel eine Ausnahme erleiden, gehört vor allen 
die Polargleichung aus dem einen, von der Sonne eingenommenen Brenn- 
punkt, also die Gleichung zwischen dem Radiusvector n und der wahren 
Anomalie v\ 

P 



1 + ecosv'' I ^ , - '" 

in welcher p bekanntlich den sogenannten halben Parameter oder die 

Grösse — vorstellt, e die astronomische Excentricität bedeutet. : 

Dieselbe Grösse p, auch wohl als die Ordinate im Brennpunkte defi- 
uirt, spielt auch noch in einer anderen, allen Kegelschnitten gemeinsamen 
Gleichung eine Rolle, in dem Ausdrucke für die in der Zeit t von dem 
Radiusvector beschriebene Fläche, wie sie sich, für die Ellipse wenigstens, 
unmittelbar aus den Keppler 'sehen Gesetzen ergiebt. Ist T die soge- 
nannte siderische Umlaufszeit eines Gestirnes, wie sie hier in Betracht 
kommt, Tt das Verhältniss der Kreisperipherie zum Durchmesser, so wird 

die während der Zeit t beschriebene Fläche gleich *t. Wird nun 

für die Einheit der Zeit ein Tag mittlerer Sonnenzeit, für die Längen- 
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einheit die halbe grosse Axe der Erdbahn gesetzt, so hat man nach dem 
dritten Kopp 1er 'sehen Gesetze: 

1 :a^ = (365,256)2 : T^, 
also T = 365,256 . a^/^ , demnach wird die in der Zeit t beschriebene 

^^*'''^*'=365,25"6Vä ' ' ^ ä^iie *• ^''^''''" ^"^ der Gravitation zeigt, 

dass man, um die Masse des Gestirns zu berücksichtigen, diesen Ausdruck 

noch mit Vi -\- m multipliciren müsse, wenn m jene Masse, in Einheiten 
der Sonnenmasse gegeben, vorstellt. Die doppelte in der Zeit t be- 
schriebene Fläche (deren Einführung statt der einfachen, einige kleine 
Vortheile bietet) wird daher gleich : 

ht.Vl + m. Vp 
werden, wenn man unter h die constante Grösse 

2ä 



365,256 Vi + Erdmasse 

versteht, eine Grösse, welche man vorzugsweise die Gauss 'sehe Constante 
zu nennen pflegt. In den numerischen Rechnungen spielt fast nur der 
log. br. k eine Rolle; der von Gauss in der theoria motus corporum 
coelestium abgeleitete, in allen derartigen Rechnungen adoptirte Werth ist 

loglc = 8,2355814. 

Durch das Newton'sche Princip der allgemeinen Gravitation wird 
man in den Stand gesetzt, zu beweisen, dass der oben gegebene Ausdruck 
für die doppelte in der Zeit t beschriebene Fläche 

.kt.Vp.Vl + m 

nicht bloss für die Ellipse, sondern auch für die Parabel und die Hyper- 
bel Gültigkeit hat. Von der Führung des Beweises für das, was wir 
eben aus der Gravitationslehre entlehnt haben, können wir uns übrigens 
um so mehr dispensiren, als die kleinen Correctionen und Vervollständi- 
gungen des aus den Eepp 1er' sehen Gesetzen Folgenden in den prakti- 
schen Anwendungen meistens zu vernachlässigen sind« Die Gültigkeit 
der Flächenformel für die Parabel kann ausserdem auch dadurch nachge- 
wiesen werden, dass man die Parabel als einen Grenzfall der Ellipse, d. h. 
als eine Ellipse behandelt, in welcher die halbe grosse Axe unendlich gross 
wird. Da nun die Flächenformel nicht a, sondern den halben Parameter 
p enthält, und dieser auch in der Parabel endlich bleibt, so ist die Gül- 
tigkeit des Ausdruckes auch für die Parabel einleuchtend genug. ^ 

Wir werden im Laufe unserer Entwickelungen noch andere gemein- 
schaftliche Formen für die drei Kegelschnitte, ausser den oben angeführ- 
ten, welche die Grundlage vieler späterer Entwickelungen bilden, kennen 
lermen. 



12 Berechnung der Oerter der Himmelskörper 



Fünfte Vorlesung. 
Die Ellipse. 

Die durchschnittliche oder mittlere Winkelbewegung giebt durch 
Multiplication mit der seit dem Perihel -verflossenen Zeit die mittlere 
Anomalie. Die erstere zu finden braucht man offenbar nur den in einer 
Kreisbahn vom Radius a in der Zeiteinheit beschriebenen doppelten 

Sector (nach Vorlesung Vier also hier die Grösse k ya . Vf 1 + *») durch 
a^ zu dividiren. Auf diese Weise ergiebt sich die mittlere Winkelbewe- 
gung, in Theilen des Radius gleich: 

kVl + m 

Indem in dem Elementensystem die mittlere Anomalie für eine be- 
stimmte Epoche, z. B. Mq für die Zeit ^o» gegeben wird, wird sie damit 
zugleich für jede andere Zeit bekannt; für die Zeit ^z. B. ergiebt sie sich: 

kVl + w .s 

Mo H ^^ (t — to). 

Es ist in Beziehung auf die Angaben des Elementensystems hier 

noch der Ort, zu bemerken, dass man bei den kleinen Planeten oder den 

periodischen Kometen, weil bei denselben die Masse m keinen merklichen 

Werth hat, die Angabe der mittleren Winkelbewegung häufig zugleich 

k 
die der halben grossen Axe mitvertreten lässt Die Grösse -j^^ pflegt man 

mit dem ' Buchstaben ft zu bezeichnen. Ausserdem wird zuweilen bei 
elliptischen Elementen die mittlere Länge anstatt der mittleren Anomalie 
angeführt; man versteht unter der ersteren die um die Länge des Peri- 
hels 7C vergrösserte mittlere Anomalie oder die Summe Mq + sr. 

Um im Stande zu sein, nach irgend einem System elliptischer Ele- 
mente die heliocentrischen Coordinaten, und dann den geocentrischen Ort 
ableiten zu können, welches eine der wichtigsten Aufgaben der rechnen- 
den Astronomie ist, haben wir jetzt nur nöthig, zu wissen, wie aus der 
mittleren Anomalie M die wahre Anomalie v gefunden wird, da wir die 

P 

Bestimmung des Radiusvector r aus v mittelst der Formel r = ——. 

° 1 + ecosv 

schon kennen. 

Keppler selbst hat schon für diesen Zweck die Hülfsgrösse der ex- 
centrischen Anomalie (der Anomalie aus, nicht ausser dem Centrum der 
Ellipse) erfunden. 

Es sei (Fig. 4) über der grossen Axe A P oder 2 a einer Ellipse, die 
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in C ihr Gentrum, in S den von der Sonne eingenommenen Brennpunkt 
hat, ein Kreis vom Halbmesser a beschrieben; ferner befinde sich der 

Fig. 4. 




diese Ellipse beschreibende Planet in y. Ydrlängeii; man nun das zur 
grossen Axe gefällte Perpendikel xy, bis dasselbe den Kreis in p schnei- 
det, und zieht die Linie Cjp, so ist der Winkel p CP die excentrische 
Anomalie, während Winkel ySx die wahre Anomalie vorstellt. Zieht 

man noch Cy, so ist offenbar der Kreissector CpP gleich dem ~ fachen 

des elliptischen Sectors aus dem Centrum GyP, wenn die halbe kleine 
Axe C Q = b gesetzt wird, denn sowohl 

Segment xpP und Segment xyP, als auch C^Cpx und /^Cyx 

verhalten sich wie a : 5. Es müssen daher auch die Summen: 

Segment xpP + £^Gpx und Segment xyP + £^Cyx 

in demselben Verhältnisse stehen. Bezeichnet man die excentrische Ano- 
malie mit E, so hat man also: 



A) 



|. (Sector 8yP + A CyS) = ^ 



Es ist aber ferner Sector 8yP=:^ V2 ^t^Vp -Vi + i»t wenn seit 

dem Perihel die Zeit t verflossen, und da = — 

a 

~ Sector SyP= Vs fe. Va. \/l + m = ^ M, 
2 

(wobei wieder M die mittlere Anomalie vorstellt). Ferner ist: 

ACyS= V2 C8y.yxr= V2«eX — Xjpa; = ^UahesinE. 

a ' • 

Durch Substitution in (A) erhält man die Kepple rasche Gleichung: 

B) E — esinE = Jf, 



14 Berechnung der Oerter der Himmelskörper 

mittelst deren die excentrische Anomalie aus der mittleren durch Versuche 
gefunden werden kann* Den Hulfsmitteln zu einer kurzen AuflöBung 
dieser Gleichung wird später ein besonderer Artikel gewidmet werden. 

Sobald E bekannt ist, hat die directe Bestimmung der wahren Ano- 
malie keine Schwierigkeit mehr. Denn wir haben nach dem Vorher- 
gehenden 

Sx = rcosv = acosE — CS = acosE — ae 

xy ^= rsinv -rrz —-px^z hsinE = a Vi — c* . sinE 

a 

r^ = a2 (cos E'-'ey + a« (1 — e^ sin E^ = a« (1 - ecosEf 

r = a (1 — ecosE) 

r (1 4- cosv) = 2rcos Va v« = 2a (1 — c) cos Vs JE» 

r (1 — cosv) = 2rsin Va v» = 2a (1 + e) sin V2 -E^ 
oder 

Vr . sin V2 V = Ya (l -\- e) sin V2 E 
C) vr. cos V2 V = Vä ~(l — e) cos V2 E *). 

Es sind dies diejenigen Formeln, deren man sich zur Berechnuug 
von V und r in der Ellipse am häufigsten zu bedienen pflegt. Man er- 
kennt übrigens bei dieser Gelegenheit auch, dass man für die Berechnung 
der heliocentrischen Coordinaten der Bestimmung von r und v nicht ein- 
mal nothwendig bedürfte. Denn nach den Entwickelungen der dritten 
Vorlesung lassen sich ja o;, ^, £^ durch Gleichungen von der Form 

X = a , rcosv + ß . rsinv = a (acosE — ae) + ßbsinE 

ausdrücken, worin cc und ß Gonstanten sind. Es bedürfte demnach nur 
der Berechnung von E. Man macht aber dennoch von dieser Form nur 
selten Gebrauch, weil die Kenntniss von r für die Bestimmung der Licht- 
stärke von Wichtigkeit ist. 



Sechste Vorlesung. 



Die Parabel. 



Geht die Ellipse dadurch, dass die grosse Axe in das Unendliche 
wächst, zur Parabel über, so rückt auch das Centrum, aus welchem die 



^) Bei Bahnen von grosser Excentricität kann man mit Vortheil diese Gleichung 

cos Va E^ 
unter der Form r = o* 77 — „. wo q die Periheldistanz bedeutet, anwenden. 
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excentrische Anomalie zu construiren ist, in das Unendliche, die Hülfs- 
grösse E wird also gleich Null, and die Formeln des vorhergehenden Ar- 
tikels werden für die numerische Rechnung unbrauchbar. Man erhält 
dafür aber in diesem Falle die wahre Anomalie v desto einfacher aus 
dem Ausdrucke für den doppelten von dem Radius vector beschriebenen 
Sector. Es ist nach bekannten Grundsätzen das Differential des doppel- 

P 

tenSectors gleich r^dv^ und da für die Parabel e= 1, also r=-— ; 

1 -\-cosv 

= t: ri — Q wird, so ist: 

2 cos 72 v^ 

4 cos Va V* 2 cos Vo v^ 



-P' 



= ^ (1 -h tang Va v«) dtang V2 '^^ 

Der von dem Perihel und dem Radiusvector r eingeschlossene dop- 
pelte Sector wird daher, wenn man die sehr leichte Integration ausführt, 

gleich — (fawflf V2 '^ + Va ^'^9 Va '^^\ Dieselbe Grösse ist aber auch 

gleich Äi.Vj). Vi -|- »», wo die Zeit vom Perihel an gerechnet wird, 
und es besteht somit für iang ^/^ v die kubische Gleichung : 

^x ^ 1/ • 1/ . 1/0 2ÄJf.Vl + w 
D) tang^^v ^-^ktangy2V^ = -^p-'- 

Man pflegt diese Gleichung, aus Rücksicht auf die Construction von 
Tafeln, mit 75 zu multipliciren, und die Grösse : 

150. A; Vi + m 

die mittlere tägliche Bewegung in der parabolischen Bahn zu nennen. 

P 
Anstatt p führt man gewöhnlich -^ oder die Periheldistanz , mit der Be- 

Zeichnung q in die Rechnung ein. Der Ausdruck für den Radiusvector 
wird dann: 

cos V2 '^^ 
Zu einer bequemen Bestimmung von v aus der mittleren Bewegung 

'- — T} dient den Astronomen die unter dem Namen der Bar- 

k er 'sehen bekannte Tafel, welche der Leser im Anhange in aller für 
praktische Anwendung nöthigen Ausdehnung wiedergegeben findet. 
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Siebente Vorlesung. 
Die Hyperbel. 

Um die Formeln für die Hyperbel möglichst leicht aus denen für die 
Ellipse abzuleiten, kann man mit einer Modification der für die Hyperbel 
bisher üblichen Betrachtungsweise, wie folgt, verfahren. 

Wir sehen den Charakter der Hyperbel darin ausgesprochen, dass 
die Excentricität e grösser als 1 wird. Da nun &' = a^ (1 — e') ist, so 
wird b^ negativ, Z» rein imaginär. 

Wenn wir femer festsetzen , dass der halbe Parameter |) einen posi- 

b» 
tiven Werth haben soll, so muss, mit Bücksicht darauf, dass = — , 

a 



a negativ werden. Die mittlere Bewegung (i oder — - — ^ wird dann 

ebenfalls rein imaginär. Die Keppler'sche Gleichung verliert dessen 
ungeachtet ihre analytische Gültigkeit nicht, sie lässt sich sogar ganz 
leicht auch numerisch auflösen. Wir bemerken zu dem Zwecke, dass die 
Grösse rsinv^ und demnach auch hsinJS nothwendig reell werden musa ; 
also ist sinE eine rein imaginäre Grösse. Deshalb und weil 

. *yi + fw 
E—estnE = '-^ — 57 t 

sein soll, wenn i die seit dem Periheldurchgange ve rflossen e Zeit ist, 

muss auch E rein imaginär sein. Es sei nun ^ = «V — 1 •=%!,% und 
a = — cc, so wird durch Substitution des bekannten Exponentialaus- 
druckes für sin E, worin c die Basis des natürlichen Logarithmensystems 
vorstellt 



tu — e — = ^-, 1 



oder 

-«-.Ae(---c-) = -*3^,. 

Setzt man: 

so erhält man: 

/ ^ 

Ä.l/l + wi 
E) log not tang ^/^F -\- e cotang F = «/^ ^» 
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welche durch Versuche leicht aufzulösende Gleichung hei der Hyperhel die 
Stelle der Eepp 1er 'sehen Gleichung vertritt. Da auch femer 

2t 2 

so dienen zur Bestimmung von r und v die Formeln: 



Auch gilt noch für r der Ausdruck: 

r = a (1 — ecosecF). 

Im Perihel wird, wie man sieht, F = 90®. Für die Auflösung der Glei- 
chung wird unten ehenfalls ein sehr bequemes Verfahren angegeben 
werden. 



Achte Vorlesung. 
Hül&mittel zur Auflösung der Kepp 1er' sehen Gleichung. 

Um die Keppler'sche Gleichung D) der fünften Vorlesung analy- 
tisch und numerisch aufzulösen, wenigstens die indirecte Auflösung sehr 
zu erleichtem, hat man sehr verschiedene Methoden zu Hülfe gezogen. 
Die analytischen Auflösungen durch Reihenentwickelungen, besonders 
durch die sogenannten B es sei' sehen oder Cylinderfunctionen , müssen 
wir hier, des Raumes wegen, so interessant und wichtig diese Unter- 
suchungen für die Störungsentwickelungen auch sind, doch übergehen; 
wir haben hier für unseren Zweck nur eine kurze numerische Auflösung 
nöthig. Ausser den sehr empfehlenswerthen Tafeln von Gasparis ist 
folgendes Hülfsmittel dazu besonders geeignet. 

Es sei in Fig. 5 (a. f. S.) auf der Geraden X die Bogenlänge 
von 0^ bis 180® in Intervallen von 5® oder von 10* aufgetragen und 
senkrecht dazu die entsprechenden Sinus. Ist nun die mittlere Anomalie 
M, wie es sich in solchem Falle wenigstens durch Bequemlichkeit em- 
pflehlt, in Graden, Minuten und Secunden gegeben, und sind die auf 
O X aufgetragenen Bögen in derselben Weise eingetheilt und bezeichnet 
so legt ma^ durch einen Punkt dieser Linie, welcher die Bogenlänge 
OM = M begränzt, eine die Sinuslinie im Punkte y schneidende gerade 

Linie Myq, so dass . 

Klinker fn «8, tlieoi «tische Astronomie. 2 
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tangqMX z= — • 

Eh ist dann di« En p gehörige AbBciHse E die za 2f { 
centriBcbe Anomalie E. Denn man hat: 



5nge e: 



oder 



OE — ME= OM 
E— esinE= M. 
Diese von Dubois*) angegebene ConetructioD würde, ihrer anvermeid- 
lichen Fehler wegen, für scharfe Anfl&snngen nicht zu gebrauchen sein. 

Fig. 5. 




neu, daas man auch den Differential qoetienten oder 1 — ecosZ 

constrnirt, was auf AuBserst einfache, kurze und mühelose Weise gesche- 
hen kann. Man braucht zu dem Zwecke n&mlich nnr ans dem Funkt« 
M mit dem Halbmesser e in derOrdinate Ey einzuschneiden; der SchniU- 
punkt sei D, dann ist DE gleich ecosE und folglich der Abstand dieses 
Punktes von der mit der OX parallelen Tangente an die Curre gleicb 
1 — e cos E, d. h. der gesuchte DiSerentialquotient. Man sieht aber 
femer leicht, dass, wenn ein durch die Curve erhaltener ang'enäherter 
Werth für E, z. B. der Werth E, bei der Substitution in die Keppler'- 
sehe Gleichuug die mittlere Anomalie gleich St macht, ein weit richtige 
rer Werth von E aus der Formel 

- M' 



i; = B + 
= » + 



ecosE 
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sich ergäben wird. Die oben gezeigte Construction liefert also ein aas- 
gezeichnetes Mittel, angenäherte Werthe zu verbessern. * 

Bei Anwendung dieser Auflösungsart nach einer in massiger Grösse 
gezeichneten Curve wird man sehr bald deren vorzügliche Bequemlichkeit 
zu schätzen wissen. Bei Doppelsternbahnen, welche wir später in den 
Kreis unserer Betrachtungen ziehen wollen, kann es zuweilen von grossem 
Nutzen sein, auch die wahre Anomalie schnell durch Construction zu 
finden; deshalb noch folgende Bemerkungen. Bezeichnet man nach Gauss 
mit q> den sogenannten Excentricitätswinkel, definirt durch die Gleichung 

e = sinq>. 



legt dann durch M eine Gerade MB^ welche mit X den Winkel 90^ — q) 
macht, so wird das von derselben auf der Ordinate Ey abgeschnittene 
Stück J?^ gleich: 



Vi - 62 
• estnE 

■e 

= -^ smE = — stn v. 
a a 

Man nehme also die oben gefundene Grösse 1 — ecos E oder 

— in den Cirkel und schneide damit von B aus in X im Punkte F ein, 
a 

so ist der Winkel BFX selbst, oder sein Nebenwinkel BFO die wahre 
Anomalie v. Ob v spitzer oder stumpfer Winkel sei , ist jedesmal leicht 
zu entscheiden, denn im ersteren Falle ist 



und also: 



d. h. 



r f> 

— = 1 — ecosE <: — , 
a a 



1 — ecosE < 1 — c«. 



J57 < 900 — fp. 



Ist dagegen : 



E> 90^ — 9, 
so ist V ein stumpfer Winkel. 

^^^^. Dass man die Curve auch für die Anomalien im dritten und vierten 

^^*^^^ Quadranten, die wir hier nicht berücksichtigt haben, gebrauchen kann, 
und auf welche Weise, bedarf keiner besonderen Erläuterung. 

Angenommen, man habe solche Hülfsmittel, wie die eben erwähnten, 
nicht zur Hand, so kann auch auf dem folgenden, rein rechnenden Wege, 
eine Auflösung erlangt werden. Man schreibt die Gleichung E in der 

Form: 

2* 
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F) E= M + esinE 

= M + eain (M + esmK) 

= M + e8in[M + e8in{M + esiniia + e8in(M+'*')))l 

nach welcher, wie man sieht, i? durch direcie Rechnung his zu einem 
beliebigen Grade von Genauigkeit zu erhalten ist. Man kann aber auch 
mehrere sehr brauchbare Näherungsformeln aus der Gleichung F ablei- 
ten. Setzt man 

sin (E— M) = sin(esin E) = e$in E '-' — sin E^ + Töq^^ J5* . . . , 

» 
und erlaubt sieh dann für die mit den höheren Potenzen von e multipli- 

cirten Grössen sinE^, sinE^ u. s. w., sinM^^ sinM* u. s. w. zu setzen, 

so erhält man 

-r, A -.^^r^ 2 8in(esinMY\ 

G) cotangE = eotangMl 1 ' 2M r 

eine Formel, welche nicht nur bei der vorauszusetzenden Gewöhnung an 
den Gebrauch der Summen- und Differenzlogarithmen sehr bequem ist, 
sondern auch für die bei Planeten bis jetzt überhaupt bekannten 
Excentricitäten einen hohen Grad von Annäherung gewährt. Auch 
können die Zech'schen Tafeln für Summen- und Dififerenzlogarithmeu 
zugezogen werden. 
Es sei: 

_ 8in2M 

2sm {e 8tn M) 

Ist nun z. B. Ä positiv, so suche man in den Zech 'sehen Tafeln für Sub- 
traction die zu Ä, welches man als ein Argument der Tafel betrachtet, 
gehörige Zahl, diese sei B, so wird: 

log lang E = log lang M -{- B, 

Ein in der Theoria motus corporum coelestium art. 13 behandelter 
Fall soll hier zur Erläuterung nach dieser Regel behandelt werden. Es 
ist daselbst M— 3320 28' 54",77 . e = 0,2453162, löge = 9,3897262. 
Die der Bequemlichkeit halber mit fünf Stellen geführte Annäherungs- 
rechnung gestaltet sich wie folgt: 

log sin M = 9,66467« log sin2M= 9,91355« 

log (ein Min.) = 2,92601 C log sin (esinM) = 0,94653 

e sin Min Min, = 389,65 7o^ Va — 9,69897 



A = 0,55905 



log tang M = 9,71 682„ 
B = 0,14028 

logt(mgE = 9,85710« 

E= 3240 15',63. 



aus ihren Balinelementen. 
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Die für E gefundene Annäherung ist hier um weniger als eine Minute 
fehlerhaft. Um den Werth zu verbessern, kann man, wie oben vorge- 
schlagen wurde, die bei der Substitution sich ergebende Differenz M — M' 
durch 1 — ecosE dividiren und dann zu dem substitnirten Werthe von 
E als Oorrection addiren, oder auch den Gauss 'sehen Kunstgriff der lo- 
garithmischen Incremente in Anwendung bringen. Wählt man das erstere 
Verfahren, welches für eine nicht ganz kleine Oorrection in etwas den 
Vorzug vor dem anderen zu verdienen scheint, während hingegen, wenn 
nur ganz kleine Verbesserungen noch anzubringen ^sind, das andere überwie- 
gende Bequemlichkeit besitzt, so können wieder die Zech'scheu Tafeln 
der Summen- und Differenzlogarithmen sehr zur Abkürzung der Rechnung 
beitragen. Ist z. B. ecosE positiv, so sucht man in den Tafeln für die 

Subtraction die zu log = gehörige Zahl ; ist e cos E negativ , so wird 

man die Grösse log l —j als Argument für die Additionstafeln be- 
nutzen. Die in dem einen oder anderen Falle in den Tafeln aufgeschla- 
gene Zahl sei C, so wird im ersteren Falle der Logarithmus von M — M' 
um C zu vermehren , im letzteren um G zu vermindern sein , um den 
Logarithmus der gesuchten Oorrection zu erhalten. Zur Verbesserung 
des oben gefundenen E! z. B. hätte man folgende Rechnung durchzu- 
führen : 

J5' = 324° 15' 37"80 
esinEf = — 80 12'35"54 



log sin E' = 9,766488„ 
log {ein See,) = 4,704151 

e sin Et = — 29555",54 
= — 80 12'35",54 



Jtf' = 3320 28'13",34 
M = 332 28 54 77 



M — M' = 



log 



eosEf 



log\ 



= 0,09061 



= 0,61027 



41",43. 
G = 0,09643 



Zö^ 41,43 = 1,61731 
log Gorr, = 1,71374 



0,70080 
Gorr. von -E' = 51", 73, 

Der verbesserte Werth von E wird 324^ 16'29",53 werden; die Genauig- 
keit desselben lässt sich mit sechsstelligen Logarithmen, deren man sich 
jetzt gewöhnlich zu den meisten feineren Rechnungen zu bedienen pflegt, 
nicht mit Sicherheit überbieten. 

Bei dem Gauss' sehen Verfahren führt man schon die Substitution 
für den Werth von der unbestimmten Form E = E' -{- sc aus, wodurch, 
vorausgesetzt, dass die Oorrection x eine sehr Kleine Grösse ist, eine 
lineare Gleichung für diese Verbesserung gewonnen wird. Um die letz- 
tere in Secunden ausgedrückt zu erhalten, entnimmt man den Logarith- 
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mentafsln mit dem log sin E auch noch dessen Aenderung für jede Se- 
cunde, ausgedräckt in Einheiten der letzten Stelle, desgleichen bei dem 
Aufschlagen von dem in Secunden auszudrückenden esinJEf die Aende- 
rung des Logarithmus für jede Einheit dieser Zahl. Es sei nach Oauss'- 
Bcher Bezeichnung die erste Aenderung gleich A, die zweite gleich /t, so 

Xx 
wird e sin (Ef + x) = e stn ^ 4- — , wobei das obere Zeichen für den 

ersten und vierten, das untere für den zweiten und dritten Quadranten 
zu wählen ist. Man hat also: 

Ef -\- X = M + esin {H '\' x) = U '\- esinÜ + — 

— fi 

oder: 

« = -^ (M + esinlf — jET), 

und demnach den verbesserten Werth If -}- x aus der Formel: 

JEf + x = M + esinE ± -^=-t {M +• esinJEt — J?). 

Bei Anwendung dieses Verfahrens auf den obigen Näherungswerth 
Ü = 3240 15' 37", 8 ^ürde man auf folgende Zahlen kommen, A = 2,92, 

O QO 

(M.= 14,70, verbesserter Werth von JE; = 324» 16' 19", 23 H ^^— 

X 41", 43 = 3240 16'19",23 + 10",27 =-- 324n6'29",50, mit der 
Auflösung in «der theoria motus corp. coel. ganz übereinstimmend. 



aus ihren Bahuelementen. 



Neunte Vorlesang. 

Auflösong der transoendenten Olelohimg E der siebenten 

Vorlesung. 

Die für die Hyperbel gültige Gleichung E der siebenten Vorlesung 

F'^' 6- log. not. tang Vj -F 

-\- e cotang F 



lÄBst sich ebenfallB aebr 
leicbt durcb eine Con- 
struction auflösen, welche 
der der achten Vorlesung 
für die Keppler'sohe 
Gleichung angewandten 
gana analog ist. Die auf 
einer Äbacissenaxe auf- 
zutragenden 

log. nat. lang Va -Fi 
au welchen Ordinaten 
von der Länge cotang F 
gehören , lassen sich 
auch auffassen als Län- 
gen von Bögen , welche 
in Graden, Minuten 
und Secunden ausge- 
drückt werden können. 
Hat man in Fig. 6 
den Lfingen auf der 
AbsctsBenaKe OX die 
entsprechenden Grade 
fQr M, den Endpunkten 
der Ordinaten in der 
Curvo die den Ordina- 
tenläugen entsprechen- 
den F beigescbriehen, 
so ziehe man durch 
T den Punkt M, dessen 
Abscisse dem Bogen 
der mittleren Anomalie 
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M gleich ist, die Gerade Mq^ welche die Garve in y Bchneidet, ßo 
dM8 wieder 

fang OMq ^ — 

ist. Die zu y gehörige Ordinate ist dann das cctangF der gesuchten 
Lösung, der bei y stehende Winkelwerth also ist F selbst 



Zehnte Vorlesung. 

Formeln für elllptisolie Kometenbahnen. 

Wir sehen die auf die Kepp 1er 'sehe Gleichuug gegi*ündete nume- 
rische Rechnung schon für die Parabel ihre Dienste versagen; es verur^ 
sachte das keine Verlegenheit, vielmehr ergab sich mit liCichtigkeit für 
die Parabel eine noch viel einfachere Rechnung, als die für die Ellipse 
übliche. Grössere Schwierigkeiten zeigt dagegen die Rechnung für 
den in der Praxis häufig vorkommenden Fall der blossen Annäherung 
von e an den Werth 1, wo die noch bleibende Verschiedenheit dennoch 
nicht zuljlsst, sich der Formeln für die parabolische Bewegung zu be- 
dienen. 

Das in der grossen Mehrzahl derai*tiger Fälle von grosser Exoentri- 
cität vollkommen ausreichende und durch Einfachheit sich auszeichnende 
Verfahren beruht auf der folgenden Entwickelung. Man setzt : 

P P 



r = 



l + ecosv (1 + e) cos V2 v* -[- (1 — e) sin '/a ^2 



P 
oder, da - — ; — der Abstand im Perihel, den wir wieder mit q bezeich- 

1 + ö 
nen wollen, ist: 

r = — rr-^ [l + t-^ tang V2 v^V ' 

Es wird dann ferner: 

q^dv r 1 — e -1-2 

r^dv = -^-7 — T 1 + ^ , . tang V2 v^ 
cos V2 1^* L 1 + e ^ '^ J 

= ,/ . 1 — 2 — -j — ianq »A i;2 

cos V2 V* L 1 + c 

+ 3 (r^'e)'^'*^'/^ ''*•••] 



1 
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oder tang ^j^v -=: x gesetzt: 



+Kff^y(f+T)-]=vÄ*'- 

Bezeichnet man nun die wahre -Anomalie in einer Parabel von dem- 
selben Perihelabßtande mit w, so ist nach Gleichung D) der sechsten Vor- 
lesung auch 

ht 

F) tang V2 ^ + Vs tang V2 w^ = ./- ,, 

eine Gleichung, mittelst deren v aus k? gefunden wc^rden kann, während 
w nach den gewöhnlichen Vorschriften aus der Barker'schen Tafel zu 
bestimmen ist. Auf diesem Wege haben Bessel und Posselt Tafeln für 
die Reduction der Ellipse und Hyperbel auf die Parabel construirt, welche 
meistens eine sehr bequeme und auch hinreichend scharfe Rechnung ge- 
statten. Sie finden sich abgedruckt in Olbers' Abhandlung über die 
leichteste und bequemste Methode, die Bahn eines Kometen zu berechnen, 
herausgegeben von Encke. Die Vernachlässigung der dritten und höhe- 
ren Potenzen von 1 — e, welche sie sich erlauben, ist allerdings in eini- 
gen Fällen der Praxis nicht zulässig. 

Es giebt indessen ein einfaches Mittel, diesen Fehler zu verbessern. 
Man substituire den nach jenen Tafeln gefundenen, oder einen damit nahe 
übereinkommenden Werth von x auf der rechten Seite der Gleichung F); 
ist dann z/Üf der Ueberschuss der linken Seite über die rechte, welcher 
sich dabei herausstellt, so bedarf der substitnirte Werth von v der Ver- 
besserung : 

2cosV,i;4 

Dieser Ausdruck, in welchem E die excentrische Anomalie vorstellt, 

ergiebt dv in Theilen des Radius. Die Ableitung dieser Vorschrift 

hat keine Schwierigkeit, wenn man sich die linke Seite der Glei- 

M 
chung F) (deren Betrag der Kürze halber hier mit ilf, statt mit — 

/ p 

bezeichnet wird) als Function der rechten denkt und differentiirt. Man 

erhält dann 



*) Wir schreiben von nun an zur Abkürzung k statt k Vi + m* 
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also die obige Verbeflsenmgsfonnel. Das Resultat wird, bei der grossen 
Annäherung, welche schon die Bessel'schen Tafeln va gewähren pflegen, 
ein so gut wie völlig scharfes sein, so dass man nur selten einer Wieder« 
holung der Rechnung bedarf. 

Hat man v bestimmt, so wird, wie aus den Formeln der Vorlesung 
Fünf leicht abzuleiten, 

r cos V2 1;* = a (1 — e) cos ^1% JE?*, 
oder 

^^gcos^kE^ 

Um das Geschäft der Substitution bu erleichtern, sind im Anhange 
— + ^j oder loga, fär log [^ + ^j oder 

/4 fl?^ 4 x^\ 
logß, log l— 1 — — j oder logy hinzugef&gt worden. 

Das im Artikel 43 der Theoria motus corporum coelestinm behan- 
delte, auf den Halley'schen Kometen bezügliche Beispiel mag auch hier 
zur Erläuterung der vorstehenden Vorschriften dienen. 

Es sei e = 0,9676457, logq = 0,7656500; es wird die wahre Ano- 
malie des Kometen für eine Epoche 63,54400 Tage nach seinem Durch- 
gänge durch das Perihel gesucht. Man findet hier für die parabolische 
Bahn den log. motus medii diumi = 0,3116527, demnach log M der 
Barker'schen Tafel gleich 2,1147272, welchem daselbst die wahre 
Anomalie für die Parabel w = 99^ 36' 56",05 entspricht. Die erste 
Boss el' sehe *) Tafel für die" Reduction von to auf v liefert hierzg. die 
Verbesserung 1350",8, die zweite 32",6, so dass sehr nahe 23'3",4 zu 
w hinzuzufügen sind, um t; zu erhalten, v = 99^59'59",45 wird also 
ein sehr angenäherter Werth; absichtlich nehmen wir fehlerhafter v = 
99^ 59' 50" an. Diesem Argumente entspricht in den Tafeln log a = 
0,32007, logß = 0,46313, logy — 0,61329. Die Grösse x + ^J^x^ 
kann o£fenbar als ein Jlf, welches zu t; = 99^ 59' 50" gehört, der Bar- 
ker'schen Tafel entnommen werden; man hat nur noch durch 75 zu di- 
vidiren, um auf die gegenwärtige Rechnungsweise zu reduciren. So 
fi,ndet man denn: 



*)^iese Tafel findet sich im Anhange wieder abgedruckt; die vorstehende Methode 
zum Auffinden von V besteht, kurz gesagt, in der Bestimmung der Correction dieser 
Tafel, einer Grösse also, welche sich nur sehr langsam ändert. Bei Ephemeridenberech- 
nungenwird es genügen, dieselbe von zehn zu zehn Tagen zu bestimmen und daz^vischen 
zu interpoliren. 



aus ihren Bahnelementen. 27 

X + ^ = 1,755818, loga = 0,32007, logß = 0,46313, 

o 

log ^— F^ = 8,21598, 2logl-^ — 6,43197, 
1 + e 1 + e 

8,53605, 6,89510, 

logy = 0,61329, 

- 3 log \-^ = 4,64795, 



5,26124, 
demnach die rechte Seite der Gleichung F) gleich: 

(1,755818 — 0,034360 + 0,000785 — 0,000018) 



V 



l + e 



^ . 1,722225 = 1,736327. 



l + e 



M 

Die linke Seite der Gleichung ist — der Barker'schen Tafel für den 

#0 

Werth tv = 99» 36' 56",05, also gleich 1,736464 ; die Verhesserung nach 
der obigen Formel wird also: 

Jv = 0,000137 X 206264",8.V2 (l + e) • ^^^~^ 

oder, da hier V2 ^ = 8» 41' 

Jv= 10",02, 

und das verbesserte v == 100^ 0' 0",02, in fast völliger Uebereinstimmung 
mit dem Gauss'schen Werthe 100^0' 0",00. 
Für die Berechnung von r hat man dann: 

logq^ = 9,7656500 

2 log ^^^Ihß, — 0,3738396 

cos 72 1' 

logr = 0,1394896. 

Die Gau SS 'sehen Formeln mit der Abkürzung, welche Marth angegeben 
hat, hier vorzuführen, erfordert einen etwas complicirteren Apparat, wes- 
halb wir uns denn auf die im Vorhergehenden auseinandergesetzte Me- 
thode beschränken müssen. Es kann dies um so mehr geschehen, als 
meistens schon die Bessel 'sehen und Pos seit 'sehen Reductionstafeln 
dem praktischen Bedürfniss genügen*). 



*) Doch sind die Gauss' sehen Vorschriften mit Marth 's HiUfstafeln im Anhange 
berücksichtigt. 
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Elfte Vorlesung. 

Lambert's Theorem über die heUocentrisclie Bewegung 

in Kegelsohnitten. 

Lambert hat die merkwürdige Entdeckung gemacht, dass die Zeit, 
welche ein in einem Kegelschnitte um die Sonne laufender Körper ge* 
braucht, um von einem Punkte seiner heliocentrischen Bahn zu einem 
anderen zu gelangen , nur von der grossen Axe , der zwischen beiden 
Punkten eingeschlossenen Sehne, und der Summe der beiden zugehörigen 
Radienvectoren abhängt. Dieser fruchtbare, sehr wichtiger Anwendungen 
fähige Satz lässt sich, wie folgt, beweisen. 

Man bezeichne die grosse Axe mit 2 a, die kleine mit 2 5, die Sehne 
mit X, die Radienvectoren mit r und /, die zugehörigen excentrischen 
Anomalien mit E und j^, die gebrauchte Zeit mit i! — f, die Excentricität 
mit c, so wird: 

r = a (1 — ecosE), r' = a (l •— ecosÜ), 

3c3 = [a {cosH -^ e) — a {cosE — e)]« + (hsinl? — hsinEf 

== «2 (cos H — cos E)^ + h^ (sin E' — sin E)^ 

= 4a»sin Va {Ef — ^a [1 — e^cos^k {ET + ^'l- 

Es ist aber auch: 

r -\' r' - 2a ^ ^^^^ ,^^ ^^ ^ ^^ ^^^ i^^ ^^ ___ ^^^ 

a Cd 

also : 

1) X» = 4 aUm V, (^ -E)^[l- ,\Z,.,^^^Je)-\ 

woraus sich zunächst ergiebt, dass für zwei Ellipsen, in welchen die oben 
genannten Stücke gleich sind, auch die Diflferenz der excentrischen Ano- 
malien beider Punkte die nämliche ist. Da nun aber ferner: 

^^^ r^^ z=E^ ^ E + e {sinE' - sinE) 

— E^-^E-^2ecos^k{Er-\'E)sin}!2{Er-^E), 

und Alles auf der rechten Seite dieser Gleichung ebenfalls, wie eben ge- 
zeigt wurde, nur von den genannten Stücken abhängt, so ist hiermit der 
von Lambert aufgestellte Satz bewiesen. Derselbe lässt sich sofort auf 
Parabel und Hyperbel ausdehnen , weil die Bewegungsgleichungen aller 
drei Kegelschnitte in analytischer Beziehung gleich sind , wenn für die 
Hyperbel das Imaginäre zugelassen wird. Alle Sätze, in denen das Ima- 
ginäre schon eliminirt erscheint, können daher ohne Weiteres auch für 
die Hyperbel zur Anwendung gebracht werden. 
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Ehe wir zu den wichtigen Folgerungen ans diesem Satze schreiten, 
gehen wir noch das Resultat der Entwickelung von cos ^/^ (E' — E) und 
sin^l'i {E — J5J) aus der ohigen Gleichung 1). Man findet : 

2) 4 acos V2 iE' — E) = Vir' + r + x) (/ + r — x) 

3) 4 6sm V2 (JE! — El= \/(7— /•+ r) (x + / — r) 



in welchen, in Beziehung auf r, r\ q und q' symmetrisch gehildeten Aus- 
drücken Q und q' die Radien vectoren aus dem zweiten Brennpunkt, d. h. 
die Grösse 2 a — r und 2 a — / vorstellen. Die Gleichung 3) ist mit 
deiffolgenden, 

4) hsin \/.2 {JEf — E)= Vr? . sin 1/2 («^ — v\ 

welche sich aus den bekannten Relationen zwischen V2 E^ ^/q v und yr 
ohne Mühe ergiebt, identisch. 



Zwölfte Vorlesung. 

Anwendungen des allgemeineren Lambert' sehen Satzes 
über die Bewegung in Kegelschnitten und Speoialisirung 

für die Parabel. 

Lambert selbst schon hat von dem eben bewiesenen Satze in seinem 
classischeu Buche Insigniores orbitae cometarnm proprietates eine sehr in- 
teressante Anwendung gemacht. Er bemerkt, dass man ja auch auf einer 
Ellipse von verschwindender kleiner Axe, wie sie ein ohne seitliche Ge- 
schwindigkeit ^ach der Sonne fallender Körper beschreiben würde, stets 
zwei Punkte so aussuchen könne, dass die grosse Axe, die Summe der 
Radienvectoren und die Sehne gegebene Werthe haben, und dass die in 
einer Ellipse von beliebiger Excentricität gebrauchte Zeit durch die ein- 
facheren Ausdrücke für jene in eine gerade Linie degenerirte Ellipse von 
der Excentricität 1 gefunden werden können. Die letztere unterscheidet 



*) Bei den Anwendungen auf numerische Rechnungen ist eine Unsicherheit üher 
das Vorzeichen der Wurzelgrössen sehr leicht zu heben; da übrigens eine Quadratwurzel 
selbstverständlich doppelte Vorzeichen hat, so lassen wir dieselben fort, uns denkend, 
dass hinter dem Zeichen -|- der Addition noch ein J^ stehe. 
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sich von der Parabel dadurch, dass ihre grosse Axe nicht unendlich gross 
ist, sondern einen endlichen Werth hat. Es beh&lt deshalb auch die ex- 
centrische Anomalie darin ihre Bedeutung. 

Es müssen offenbar die beiden Punkte auf der geraden Linie, deren 
excentrische Anomalien S und 8' sein mögen, so bestimmt werden, dass 
die Summen der Radienvectoren, d. h. 

a (1 — cos 8') + a (1 — cosÄ) = r -f ^ 
die Differenz gleich der gegebenen Sehne, d. h. 

a (1 — cosS') — a (1 — cos 8) = tc 
wird. Es wird demnach: 

r '\- r' + 7c 



4a 

r -{- r' — X 



4) sm 1/2 8'^ = 

5) sin\f^8^ = 
und es besteht dann die Gleichung: 

6) 8 ~ sin8 - (y ~ smS') = ^ ^^7 ^\ 

wenn t — ^ die zum Beschreiben des zur Sehne gehörigen Bogens ver- 
wendete Zeit ist. 

Diese drei Gleichungen 4,5,6 lassen für jede Ellipse , und in ihrer 
grössten analytischen Ausdehnung unter Zuziehung des Imaginären auch 
für jede Hyperbel die Zeit finden, wenn in dem Kegelschnitte r -|- /, x 
und a gegeben sind. Eine ganz besonders einfache Form aber erhält 
man, wenn a in das Unendliche wächst. Alsdann ist: 

Ä « - = 2 a'4 [aresin [(L±J1±-^)''] 

- o%st» karesm \( ^ ^^g^* )'^]) 

+ a%m I2 aresin [ ^ ^i~ ^ 1} 

= Ve (r + / + x)% -Veir + r'- x)^S 

da unter Anwendung der bekannten Reihenentwickelungen für Sin x und 
arcsinx in diesem Falle alle übrigen Glieder, welche a im Nenner ent- 
halten würden, verschwinden. Diese Gleichung für die Parabel, in der 
Gestalt 

7) (*• + r' + «)^« — (r + r' — x)% = 6 Ä (^ — 0, 

führt ganz vorzugsweise den Namen der Lambert 'sehen Gleichung und 
spielt bei der Berechnung von Eometenbahnen eine sehr wichtige Rolle. 
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Dreizehnte Vorlesung. 

Die ReclmtLng für bewegliclie Aequinootien. 

Die Goordinatenebenen , auf welche man die Elemente einer Bahn, 
wie in den ersten Vorlesungen dieses Abschnittes erklllrt wurde, 2su be- 
ziehen pflegt, die Ekliptik und der Aequator ändern bekanntlich langsam 
ihre Lage im Raum, in Folge der Präcession, Nutatiout und der Störun- 
gen. Es muss deshalb bei jedem Elementensystem das Aequinoctium 
einer bestimmten Epoche, auf welches sich die Grössen ß, f , 3r — io be- 
ziehen, angegeben werden. Gewöhnlich wird dazu das mittlere Aequi- 
noctium für den Anfang eines Jahres gewählt, d. h. diejenige Lage der 
Frühlings -Tag- und Nachtgleichenlinie, wie sie ohne Nutation stattfinden 
würde. Hat man nun für eine von jener Epoche nicht sehr entfernte 
Zeit einen Ort zu berechnen, welcher mit den Beobachtungen verglichen 
werden soll und sich deshalb auf das scheinbare Aequinoctium der Be- 
obachtuQgszeit beziehen muss', so darf man sich meistens gestatten, zu 
der Länge des Q> den Betrag der Präcession, von jener Epoche an ge- 
rechnet, und die Nutation zu addireu, dagegen i und tc — Si ungeändert 
zu lassen, und damit die Umrechnung der Elemente für das scheinbare 
Aequinoctium als beendet anzusehen. Hierbei vernachlässigt man die 
sehr geringen und langsam vor sich gehenden Aenderungen, welche die 
Lage der Ekliptik durch die Störungen erfährt 

Für ein genaueres Umrechnen von Elementen, welche für das mittlere 
Aequinoctium der Epoche T gegeben sind, auf das scheinbare Aequi- 
noctium der Zeit ^, hat man wie folgt zu verfahren. 

Man bestimme, wenn die Mitte der beiden Epochen T und f, 
also die Epoche V2 (T -\- t) dem Jahre 1750 4- ^' entspricht, die Grössen: 

X = 0", 48892 — 0,0000061438«' 
t = 50", 21129 + 0,0002442966 f' 
71= 80 23' 60" + Ö",2U', 
und addire ß, i, ;r — ß die Beträge *) : 



*) Hat man eine Ephemeride mit beweglichem Aequinoctium zu berechnen, so ge- 
nügt es vollkommen, in längeren Intervallen, etwa von zehn zu zehn Tagen, durcli eine 
einmal mit unbewegtem, das andere Mal mit bewegtem Aequinoctium geführte nume- 
rische Rechnung den Effect der Bewegung zu bestimmen, und für die einzelnen Tage 
der Ephemeride zu interpoliren. — Bequemer noch, bei der Beschaffenheit der neueren 
Hülfsmitiel für solche Rechnungen, ist die ganze Ephemeride auf das mittlere Aequi- 
noctium des Jahresanfanges zu beziehen, und nachher an die Oerter der Ephemeride die 
Präcession und Nutation (nach den hier als bekannt vorauszusetzenden Vorschriften) an- 
zubringen. 
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z/ß= [^ — xcatgisin (ß + n)] (t — T) 

Ji = xcas (ß + 77) (< — T) 

z/ (sr — ß) = xcosecisin (ß + ^r). 

Zu iQ muss dann femer noch die Nutation oder die Oleichnng der Aequi- 
noctialponkte hinzugefügt werden, um die Elemente, bezogen auf das 
scheinbare Aequinoctium, zu haben. 

Zu diesen Yorschriften , welche auf einem anderen Gebiete der theo- 
retischen Astronomie, als das hier zu behandelnde, ihre Begründung fin- 
den, mögen noch die b&ufig in Gebrauch zu ziehenden Formeln für Ver- 
wandlung von Rectascension und Declination in Länge und Breite, und 
die umgekehrte, hinzugefügt werden. Bedeuten x^y^ z die rechtwinkli- 
gen Coordinaten eines Punktes, bezogen auf das System der Ekliptik, 
^, y', sf die auf den Aequator bezogenen Coordinaten, so l&sst sich zur 
Verwandlung der einen in die anderen wieder jener schon oben zur An- 
wendung gebrachte Satz zu Hülfe ziehen, wonach die Coordinate in dem 
einen System aus den Projectionen der Coordinaten in dem anderen 
System auf die bezügliche Aze sich zusammensetzt. / Daraus ergiebt sich 
ohne Weiteres, wenn € die Schiefe der Ekliptik vorstellt: 

« = o/ 

p =z f/cose + j^ sins 

e = — y^ sine + x/coss. 



und umgekehrt: 



af = X 

j/ z=i ycosB — esint 

sf T=z ysins + ecos e 



oder, da 



X = rcosßcosk 

y = rcosß sin A 

js •= rsinX, 
wenn A, ß die Länge und Breite bedeuten, und 

af = r cos 8 cos a 

y* = rcosä sin a 

z' rrr r sin S, 
wenn a und d die Rectascension und Declination sind, 

, cos ßcosl == cos S cos a 

cos ß sink = cos s cos S sina -\- sin e sin d 

sin ß = — sins cos d sina -\- cos £ sin d 
cos öcosa = cos ßcosX 
cos 8 sin a = cose cos ß sin k — sin s sin ß 
sin 8 = sins cos ßsink -\- cos s sin ß. 
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Setzt man deshalb, znr Verwandlung der Rectascension und DecH- 
nation in Länge und Breite . 

sin ö ^=z mcosM 
sin acosd := msin M, 
so hat man folgende drei Gleichungen 

cos ß sin X = msin (M -\- s) 
cos ßcosX = cos ä cos a 

. sinß = m cos (M + f). 
Ein Zweifel über den Quadranten bleibt nicht übrig, wenn man 
alle drei Gleichungen berücksichtigt und dabei bemerkt, dass cos ß unter 
allen Umständen positiv ist. 

Bei der Verwandlung von Länge und Breite in Rectascension und 
Declination setzt man: 

sinß = n cos JV 

cos ßsinl = n sin N, 
Dann wird : 

cos ocosa = cos ß cos X 

cos 8 sin tt =^ n sin (N — s) 

sinö = neos (N — e), 

und es gelten, in Beziehung auf die zu wählenden Quadranten, die eben 

gemachten Bemerkungen, da auch cos 8 positiv ausfallen muss. 



Vierzehnte Vorlesung. 

Reohnungsbeispiel an dem Planeten Flora. 

Zu besserer Verdeutlichung der wichtigsten im Vorhergehenden ge- 
gebenen Vorschriften soll hier der geocentrische Ort der Flora für 1868, 
Febr. 1,6 Berliner Zeit, also für die Mitternacht dieses Tages berechnet 
werden. Für die Epoche 1848, Jan. 10 werden die Elemente des Plane- 
ten wie folgt angegeben*): 

Mq. = 35^54' 3^6 

»ö = 320Ö4'28",3 

^0 == 1100 17'48",6 7Cq — Q>o — 2820 36'39",7 

«0 = 5053' 8",0 

9 = 90 0'56",3 log sin q> = loge= 9,1950802 

/i = 1086",33098 log (i = log -5^ = 3,0359622 



a% 



loga = 0,3426963. 



*) Solche Elemente, welche eine Beziehung zu einer bestimmten Epoche haben, und 
bei Wahl einer anderen Epoche sich ändern, wie hier die mittlere Anomalie J/q, tTq, oöq, 
«Q , pflegt man durch einen Index , wie hier die q , von denen einer anderen Epoche 
zu unterscheiden. Für e wird häufig der Excentricitätswinkel gegeben, der Bogen, dessen 
Sinus gleich e ist. 

Klinkerfaea, thooretisohe A.Btronoinie. *^ 
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Zunächst kommen nun die Formeln der Yorlesnng Dreizehn zur Anwen- 
dung, um die Elemente ^, ^oi %) &nf das mittlere Aequinoctium von 
1868, Febr. 1,5 zu beziehen. Das Mittel der beiden auf einander zu 
reducirenden Epochen ist sehr nahe 1858,0 oder 1750 -|- 108,0, wonach 
also bei der Berechnung von 2f ^ ^^^d n f ^=: 108,0 zu setzen. Es 
wird dann 

X = 0",48826, X (< — r) = 20,1 % = 9".81 

^ = 50'',23768, ^{t— T) = 20,1 * = 1009",78 

77= 8®23'50" + 9'23" = 8033',2 ß^ + ^ = 118ö51',0 

und hiermit 

^Q>= 1009", 78 — 83", 35 = 15' 26", 4 

Ji = — 4",7 

^(3r — ß)= 1'23",8. 

ZvL ^ Sh muss dann noch die Nutation oder die Gleichung der Aequi- 
noctialpunkte für 1868, Febr. },5, welche nach dem Berliner Jahrbuche 
— 5", 7 beträgt, algebraisch addirt werden. Die Si, i und 3t — Q>, mit 
denen wir zu rechnen haben, sind demnach endlich 

ß= 1100 33' 9", 3 
f = 50 53' 3", 3 

3r — (ß = 2820 38' 3", 5. 

Die Berechnung der Gauss'schen Constanten nach den Formeln der drit- 
ten Vorlesung gestaltet sich dann, wenn nach dem Jahrbuche der Werth 
für £ oder die Schiefe der Ekliptik für 1868, Febr. 1,5 entnommen wird, 
bei dem Gebrauche der Zech 'sehen Tafeln wie folgt: 

log sin ß = 9,97 14384 log (cos ß cos i cos s) = 9,5056448« 

log cos Si = 9,5453899« log (sinesmi) = 8,6107015 

logsini = 9,0108048 Differenz = 0,8949433 

log cos i = 9,9977056 Zech's Add. Log. = 0,0520653 

log sin s = 9,5998967 log (hcosB) = 9,5577101« 

log cos B = 9,9625493 
log (cos Si cos i) = 9,5430955« 

log (cos Si> cos isins)= 9,1429922« log (a sin Ä) = 9,5453899« 

'log (cosssini) = 8,9733541 log (acosA) = 9,9691440 

Differenz = 0,1696381 log (hsinS) = 9,9339877 

Zech's Subtr. Log. = 0,4903226 log (hcosB) = 9,5577101 

log (ccos C) = 8,6526696« log (csin C) = 9,5713351 

log (ccos C) = 8,6526696«, 
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Es ergiebt sich, wenn a, 5, c positiv genommen werden, was immer 
gestattet ist: 

A = 200» 39' 8" 23; B = 112<>48'16"92; C= 96» 52' 35" 25; 
Joga = 9,9979897; logh = 9,9693362 ; logc= 9,5744705. 

Bei der Prüfung der Rechnung soll erstens a'^ -|- 5^ + c^ = 2 
werden; es wird, sehr befriedigend, a^ -f- b« -f- c' = 1,9999999. Zwei- 
tens soll a^ C08 2 Ä + h^ cos2 B + c^cos2 C = werden ; hier erhält 
man statt dessen — 0,0000003 , so dass die Rechnung für richtig anzu- 
sehen ist. Schreiten wir deshalb zur Ableitimg von r und v, welche« 
durch Substitution in den Formeln 

X = arsin (A -\- 7t — Si + v) 

y z=z hrsin (5 + n — ß + t?) 

z=crsin (C -f- 3r — ß + ^) 

die heliocentrischen Coordinaten ergeben. Hier wird 

X = arsin (123*^17' 11",7 + v) 

y=z hrsin ( 350 26'20",4 + v) 

jB = crsin ( 190 30'38",7 + v). 

Wegen der Länge der zwischen den beiden Epochen 1848, Janr. 1,0 und 
1868, Febr. 1,5 verflossenen Zeit von 7336,5 Tagen finden wir es hier 
zweckmässig, die Umlaufszeit der Flora durch Division von (i in die 
1296000" des Ereisumfangs zu ermitteln, wobei sich dieselbe zu 1193,0066 
Tagen ergiebt. Es sind demnach in jenem Zeitraum von 7336,5 Tagen 
sechs volle Umläufe und 178,4604 Tage enthalten. Wir haben also den 
Betrag von 178,4604 /t, d. h. 630 5l'7",l zu dem Mq der Elemente zu 
addiren, um M, oder die mittlere Anomalie von 1868, Febr. 1,5 zu erhal- 
ten; diese ist somit 35«54'3",6 + 530 5l'7",l oder 89^45' 10",7. Wie 
aus J(f durch die Eepp 1er 'sehe Gleichung die ex€entrische Anomalie ab- 
g'eleitet wird, ist schon früher ausführlich gezeigt und durch Beispiel er- 
läutert worden. Hier wird man durch Befolgung von einer jener Vor- 
schriften 

E= 98^^37' 47^21 

erhalten. Die Formeln der Vorlesung Fünf 

Vr.sin V2 V = Va (1 + e) . sin V2 ^ 
Vr . cos V2 «^ = Va (1 — e) . cos V2 ^ 

bringen wir hier, da e = sinq> = cos (90^ — q>), also ferner 1 + e 

= 2 cos (450 — V2 9>)? = 2sm (45» + ^a^f, 1 — e = 2 cos (45® 

+ ^/a 9)^» i° dör Gestalt 

yV. sin V« V = ]/2a . sin (45o + 1/2 9>) sin V« E 
Vr.cosy^2^ = V2a.cos (45« + 1/2^) cos^i^^ 
ZVLT Anwendung. Diese Rechnung wird dann wie folgt: 

3* 
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log ]/2a 0,3218631 0,3218631 

logsm(46^ + \U<p) . 9,8810962 logcos (46^ + i'^^)) . 9,8124750 

logsin^'^E .... 9,8798432 logcos^'^E .... 9,8141819 

• ■ ■ 

log (W, sin ^'2 v) . . 0,0828025 log (Vr\ cos ^ '^2 v) . . 9,9485200 

V^Vrrr 530 43' ll",9 

v= 1070 26'23",8 

log Vf— 0,1763949 
logr = 0,3527898, 

und die heliocentrischen Coordinaten für 1868, Febr. 1,5 ergeben sich 
mit Hülfe der vorhin berechneten Gauss 'sehen Gonstanten a, &, r, ^,^, C 

x = ars%n (2300 43'35",5) = — 1,736182 
y = 5 r sin (140» 52' 44",2) = 1,267080 
^ = er siw (1260 57' 2",5) = 0,675912. 

Zu diesen Werthen müssen die Sonnencoordinaten für dieselbe Zeit addirt 
werden. Die astronomischen Jahrbücher überheben der Mühe, diese 
Grössen aus den Sonnentafeln zu berechnen, da wir sie, wie oben die 
Schiefe der £kliptik und die Gleichung der Aequinoctialpankte , darin 
angegeben finden. Aus dem Berliner Jahrbuche entnehmen wir die Son- 
nencoordinaten, bezogen auf das scheinbare Aequinoctium des Tages, für 
welchen wir rechnen: 

X = 0,6651716 
Y— — 0,6672534 
Z = — 0,2894973, 
und haben dann nach den Formeln der ersten Vorlesung 

qcosbcosa = Ä -f X = — 1,061010 
Qcosösina = y -\- Y = 0,599827 
QsinS = z -\- Z = 0,386415. 

Es folgt daraus 
Rectascension der Flora = 1500 44'55",3 , in Zeit = 10* 2"» 59*,69, 

Declination der Flora = + 170 28'24",1, 

log des Abstandes von der Erde = log Q = 0,109554. 

(Die Floraephemeride des Berliner Jahrbuchs hat a= 10* 1^ 26*,70, 
d = + 170 36' 14",0, logQ = 0,108637. Der Unterschied rührt von 
den Perturbationen her, Und würde das Aufsuchen des Planeten nach 
20 jähriger Vernachlässigung nicht sehr erschweren.) 
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Fünfzehnte Vorlesung. 

Berechnung der Parallaxe. 

Im Vorhergehenden sind alle, zum Berechnen einzelner Oerter oder 
ganzer Ephemeriden nöthigen Formeln entwickelt worden, damit aber 
dieselben in Schärfe* mit den Beobachtungen verglichen werden können, 
wird noch Einiges über die Berücksichtigung der Parallaxe und der 
Aberration der Himmelskörper zu sagen sein. 

Die Parallaxe ist bekanntlich die Verschiebung, welche der Ort eines 
Gestirnes auf der Sphäre dadurch erleidet, dass man es nicht aus dem 
Mittelpunkte der Erde , sondern aus einem Punkte auf deren Oberfläche 
beobachtet, anders ausgedrückt, der Winkel, welchen die vom Gestirn 
nach dem Erdmittelpunkte und nach dem Beobachtungsorte gezogenen 
Linien mit einander bilden. Es ist also die Parallaxe vollkommen dem 
Unterschiede zwischen heliocentrischen und geocentrischen Orten analog 
und könnte auf ganz ähnliche Weise berechnet werden , indem man ein- 
fach in den Formeln statt der Goordinaten des Erdcentrums die des Be- 
obachtungsortes setzte. Die Kleinheit der Parallaxen von Planeten und 
Kometen lässt indessen meistens eine andere Form, bei welcher man sich 
erlaubt, die Abweichung der Erde von der Kugelgestalt zu vernachlässi- 
gen, bequemer erscheinen. Mit diesem Vorbehalte kann man sagen, der 
Totaleffect der Parallaxe bestehe darin, dass die Zenithdistanz des Ge- 
stirnes um das Product aus der Horizontalparallaxe mit dem Sinus der 
Zenithdistanz vermehrt wird. Die Horizontalparallaxe eines Gestirnes, 
dessen Distanz von der Erde gleich Q ist, drückt sich durch das Ver- 
bal tniss: . 

77 

Q 

aus, wobei *77 die Sonnenparallaxe, eine Grösse , die nach neueren Bestim- 
mungen = 8",89 zu setzen ist, bedeutet. Die Zenithdistanz eines Ge- 
stirnes wird demnach durch die Wirkung der Parallaxe um den Betrag: 

77 . 

— stnz 

Q 

vermehrt. Es sei nun in Fig. 7 (a. f. S.) N der Nordpol, Z daiT Zenith des 
Beobachtungsortes, NZS der zur Zeit der Beobachtung für diesen Ort 
culminirende Meridian der Himmelskugel, F der von Parallaxe freie, rein 
geocentrische Ort des Gestirnes, welches vermöge der Parallaxe nach Q 
im Verticalkreis verschoben erscheint; FX und QX seien die Componen- 
ten dieser Verschiebung in dem durch das Gestirn gelegten Meridian 
NFS und senkrecht darauf. Es ist dann FX die Parallaxe in Decli- 
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QX 

nation, der Winkel am Pole XN Q oder 5- , wenn wir die Declinatioo 

CO8O 

mit S bezeichnen, die Parallaxe in Rectascennon. Zwischen dem Win- 
kel ZNP^ dem sogenannten Stundenwinkel des Gestirnes, und dem 
parallactischen Winkel ZP^ besteht die Gleichung: 

sin ZPN sin WZ cos Polhöhe 



sin Z NF sinZP ^*^ Zenithdistanz 
Bezeichnen wir den Stundenwinkel mit A, den paraUactischen Winkel 
mit p, die Polhöhe mit 9, die Aenderung, welche a durch die Parallaxe 
erfahrt, d. h. die Correction, welche man anbringen muss, um die mit 
Parallaxe behaftete Rectascension zu haben, mit ^a, so wird: 

n sin z . sinp U cos w sin h 
z/a = — jr^^= X ' 

cos O Q COSO 



Multiplicirt man die Grösse XQ oder cos (p sink mit cotang p, so 

erhält man die Parallaxe in Declination ^ d. Es ist nun, wenn man eine 




bekannte Grundformel der sphärischen Trigonometrie auf das Dreieck 
ZNP anwendet, 

« 

tang q> , cosd = cotcmgp sin h + sin d cos h 
oder 

tang (p cos d . jt . . 

cotangp = — ^-r-r stn cotang h, 

also 

/j 8 = — {cos 9 sin dcosh — sin q) cos ö\ 
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Wenn wir endlich an der Stelle von h die Siernzeit *) der Beobachtung 
einführen und mit s bezeichnen, so werden, da. h = s —^ a, die eben er- 
haltenen Formeln: 

. 8",89 cos (p sin (s — a) 

. z/a = • j 

Q coso 

8 89 
zf 8 = — [sm q)cos8 — cos tpsind cos (s — «)]. 



8" 89 
Der Logarithmus dieses letzten Factors von — kann ohne Ein- 



führung eines Hülfswinkels leicht mit Zech 's Sonnen- und Differenz- 
logafithmen, oder ähnlichen Tafeln gefunden werden. 

Ein Beispiel mag hier der sphärischen Astronomie von Brünnow 
entlehnt werden. Der Komet de Yico wurde 1844, Septbr. 3, in Rom 
um 20* 41"» 38' Stemzeit wie folgt beobachtet: 

Rectascension = a = 2° 35' 55",5 

Declination = * =,— 180 43'21",6. 

Die Pölhöhe des Beobachtungsortes oder <p ist hier 41<)Ö3'Ö2". Ver- 
wandelt man die Sternzeit in Bogen, so wird 8 = 310^ 24' 30", s — a 
= 307^ 48' 35". Es gestaltet sich also die Berechnung des Factors von 

8" 89 

- in dem obigen Ausdrucke für ^a wie folgt: 

log cos <p . . . . = 9,87176 
log sin (« — «)..= 9,89765« 
logsecS =0,02362 



log ^^^y>^^^(^-«) = 9,79303«. 
coso 

Für die Berechnung des entsprechenden Factors in ^ 8 hat man: 

Zoejr sm 9 = 9,82466 log cos (p . . . = 9,87176 

% cos Ä = 9,97638 log sin d . . . = 9,50650« 

9,80104 log cos (s — a) = 9,78749 



9,16575 9,16575« 



Differenz = 0,63529 

Zech's Add. Log. = 0,09048 

logfaäor. == 9,89152 



*) Eine nach Sternzeit gehende Uhr zeigt bekanntlich 0*, wenn das Frühlings- 
äquinoctium und die Sterne von 0* Rectascension den Meridian des Beobachtungsortes 
passiren, 1^, wenn die Sterne von 1^ Rectascension passiren, und allgemein die 
Rectascension derjenigen Sterne, welche sich in dem über dem Pole liegenden Theile 
des -Meridians befinden, d. h. in oberer Culmination sind. 
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Zu den Logarithmen 9,79303« und 9,89152 mufs jetsrt noch der 

äff QQ 

log — ^— ^ addirt werden. Für die angegebene Zeit war logg^ d. h. der 

Logarithmus der Entfernung des Kometen von der Erde, gleich 9,27969, 
8,89 



also log 



Q 



= 1,66921, und es wird endlich: 



log^a = 1,46224, ^ a = 28",99, 

log^8= 1,56073,, ^« = — 36",37. 

Wollte man die Beobachtungen von dem Effecte der Parallaxe befreien, 
so würde man ^ a und ^ d von dem a und d algebraisch zu subtrahiren 
haben. Aus dem Erdmittelpunkte würde demnach der Komet wie folgt 
beobachtet sein : 

a = 20 35' 26",5 

« = — 180 42' 45",2. 

Wie man bei Bahnberechnungen die Wirkung der Parallaxe in aller 
Schärfe berücksichtigt, selbst dann, wenn g noch gänzlich unbekannt ist, 
wird in den späteren Abschnitten gezeigt werden. 

Nicht weniger nothwendig für feinere Rechnungen, als die Rücksicht- 
nahme auf Parallaxe, ist die Verbesserung wegen Aberration des Lichtes. Es 
ist bekannt, dass der Lichtstrahl merkliche Zeit gebraucht, die Zwischen- 
räume zwischen den Himmelskörpern zu durchlaufen, und zwar 493,3 Seeun- 
den, für unsere gewöhnliche Einheit, den Halbmesser der Erdbahn ; hat ein 
Himmelskörper gegen die Erde den Abstand p, so ist ein Strahl dieses Gestir- 
nes, welcher zur Zeit ^ unser Auge trifft, zu der Zeit ^ — 493",3 9 von dem- 
selben ausgegangen. Zu grösserer Anschaulichkeit sei in Fig. 8 C der 

Fig. 8. Ort des Gestirns im Weltenraume 

zur Zeit t — 493",3 q, Tq der Oi-t 
der Erde zu derselben Zeit, T aber 
der Ort, an welchem die Erde und 
das Auge zur Zeit t Ton dem von C 
zur Zeit t — 493",3(> ausgegange- 
nen Strahle ereilt wird. Das Auge 
würde das Gestirn in der Richtung TC 
erblicken, wenn die Erde in dem 
Punkte T in Kühe wäre; es verur- 
sacht nun aber die Bewegung der 
Erde jene unter dem Namen der 
Fixsternaberration bekannte Täu- 
schung über die Richtung des Strah- 
les, vermöge deren auch der Strahl CT eine andere, die von CT, zu haben 
scheint. Es ist nun erstens ersichtlich, dass die Kichtung CT des schein- 
baren^ Strahles mit den Richtungen von C T und der Erdbewegung in 
dieselbe Ebene fallen muss, also in die Ebene, in welcher das Dreieck Tq T (7 
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liegt; zweitens, dass jene Täuschung, oder der Winkel CT Cf, gleich dem- 
Winkel Tq C T wird. Denn die trigonometrische Tangente der Fixstern- 
aherration ist gleich dem Verhältniss : die zum Strahle senkrechte Gompo- 
nente der Erdbewegung dividirt durch die Geschwindigkeit des Lichtes* 
Den Weg der Erde Tq T während der 493",3 Q Secunden wird man als 
•mit gleichmässiger Geschwindigkeit zurückgelegt ansehen dürfen, wenn 
das Gestirn zu unserem Sonnensystem gehört; es kann also für das obige 
Verhältniss der Geschwindigkeiten das der in 493,3 Q Secunden zurück* 
gelegten Wege gesetzt werden, oder, wenn T' der Fusspunkt des von Tq 
auf CT gefällten Perpendikels ist, das Verhältniss 

CT ' 

bis auf Unmerkliches gleich dem Verhältniss 



ToT' 



er 

oder der trigonometrischen Tangente des Winkels Tq CT** Folglich 
ist TC parallel Tq 0, d. h. es wird unter dem Einflüsse der Erd- 
bewegung das Gestirn zu der Zeit t in derjenigen Richtung oder 
an demjenigen Orte der Sphäre beobachtet, wie sie der Verbindungs- 
linie von Erde und Gestirn zu der Zeit t — 493,3 Q entspricht. Um 
. eine Beobachtung mit einer Ephemeride zu vergleichen, braucht man 
: also nur, nachdem man die Zeit der Beobachtung auf die desjenigen 
Meridians reducirt hat, für welchen die Ephemeride gilt (z. B. auf den 
;. Meridian von Berlin), diese Zeit noch um 493",3 Q zu vermindern ; 
man kann dann die Vergleichung so anstellen, als wenn das Licht sich 
;, ganz momentan fortpflanzte und gar keine Aberration vorhanden wäre. 
Was bei Bahnbestimmungen zu thun, wo Q ganz unbekannt ist, 
werden wir in den folgenden Abschnitten untersuchen. Es mögen hier 
nur noch der Gauss 'sehen Erklärung der Fixstern - Aberration einige 
Worte gewidmet sein, da sie eine sehr klare Anschauung giebt. Man 
^ nennt ein Fernrohr auf einen Fixstern gerichtet oder eingestellt , wenn 
^ das Bild des Sterns in das Fadenkreuz des Fernrohres 'fallt. Gesetzt, 
. diese Bedingung sei für ein ruhendes Femrohr erfüllt , so wird sie es 
nicht mehr zu sein scheinen, sobald das Fernrohr , an der Bewegung der 
,^Crde theilnehmend, eine zum Strahle senkrechte Geschwindigkeit hat, und 
das Fadenkreuz, während der Strahl die Axe des Fernrohrs durchläuft, 
einen gewissen Weg zurücklegt. In Fig. 9 z. B. wird durch das Ob- 

1 Fig. 9. 
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jectiv in f ein Bild des unendlich entfernten Sternes 8 entworfen, wel- 
ches mit dem Fadenkreuze zusammenfallen würde, wenn nicht eben, 
während der Strahl den Weg of zurücklegte, das Fadenkreuz von / 
nach /' gelangte. Das Bild in das Fadenkreuz zu bringen, wfirde 
es einer Drehung von dem Betrage des Winkels fof bedürfen, 
dessen trigonometrische Tangente offenbar das Verh&ltniss der gegen 
den Strahl senkrechten Erdgeschwindigkeit zur Geschwindigkeit des 
Lichtes ist. 

(Für das in anderen Beziehungen, als hier in Betracht kommen, 
sehr schwierige Thema der Aberration ist diese Gauss 'sehe Betrachtungs- 
weise sehr fruchtbar; es hat sich auch der berühmte französische Phy- 
siker Fresnel bei einigen seiner Speculationen derselben bedient, z. £. 
bei Untersuchung der wichtigen Frage, ob die Aberration der Fixsterne 
von der Construction des Beobachtungsfernrohrs unabhängig sei oder 
nicht, in welchem Falle auch die hier gegebenen Vorschriften einer klei- 
nen Modification bedürfen würden.) 



Zweite Abtheilung. 

Die Berechnung von Bahnen aus gegebenen 

Beobachtungen. 

Sechszehnte Vorlesung. 

Bereohnung einer Ereisbalin. 

Von den Problemen, welche sich mit der Bestimmung der Bahnele- 
mente aus gegebenen geocentriscfaen BeobachtuDgen beschäftigen, ist das 
der Berechnung einer Kreisbahn, welche sich an zwei vollständige geo- 
centrische Oerter anschliesst, die leichteste, und obwohl mit der Annahme, 
dass die Excentricität e gleich Null sei, die Strenge verletzt wird, doch 
bei Planeten nicht ohne praktische Bedeutung. Vor der Entdeckung der 
kleinen Planeten zwischen Mars und Jupiter und der dadurch veranlass- 
ten Einführung der Gau SS 'sehen Methoden in die Astronomie war es so- 
gar der einzige Weg, den man zur Ermittelung der Bahnelemeute kannte, 
zuerst die Annahme e = Q zu machen und das gefundene Resultat durch 
kleine Gorrectionen mehr und mehr zu verbessern. Die Bahnen aller 
älteren und grösseren Planeten mit Einschluss des im Jahre 1781 von 
.Wilhelm Herschel entdeckten Uranus sind auf diese Weise gefunden 
worden; dieselbe konnte sogar noch bei Grelegenheit der Auffindung des 
Neptun gute Dienste leisten. Auch für die kleinen Planeten, deren Bah- 
nen bekanntlich im Durchschnitt viel excentrischer sind, als die grösse- 
ren, wird man sich recht gut einer auf eine Kreisbahn gegründeten Ephe- 
meride bedienen können, wenn es bloss darauf ankommt, einen solchen 
neu entdeckten Himmelskörper auf einige Wochen zu verfolgen; es ist 
dann angenehm, dass man zu dem Zwecke nicht eine dritte Beobachtung 
abzuwarten hat, und doch schon Einiges über den Lauf erfahrt, z. B. vor 
Allem, ob die Neigung der Bahnebene gegen die Ekliptik gross oder ge- 
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ring ist, in welchem letzteren Falle nachher hei der Bestimmang der 
elliptischen Elemente anders verfahren werden muss, als wenn sie gioss 
ist; die Berechnung der Kreisbahn eignet sich daher sehr gut zum Son- 
diren der Neigung, auf welches Geschäft Gauss aus dem eben vorläufig 
angedeuteten Grunde grosses Gewicht legte. 

Handelt es sich dagegen darum, einen kleinen Planeten nach Monate 
lang andauernder Unsichtbarkeit wieder aufzufinden, so wird das nach 
einer Kreisbahn - Ephemeride fast niemals gelingen, weil deren Fehler 
anfangs schwach, dann immer starker und stärker anwachsen. Es be- 
darf, wenn eine solche Periode der Unsichtbarkeit im Anzüge ist, durch- 
aus einer mit aller Sorgfalt und ohne die Hypothese e = durchgeführ- 
ten Rechnung, wie sie in den folgenden Abschnitten gezeigt werden soll. 
Für Kometenbahnen vollends würde jene Annahme durchaus unzulässig sein. 

Es ist hier der Ort, den Leser noch mit einigen Verhältnissen des 
Planetenlaufes bekannt zu machen, welche bei Untersuchungen dieser Art 
von Bedeutung sind. Hat ein Planet dieselbe geocentrische Länge, wie 
die Sonne, so sagt man, der Planet sei in Conjunction; dabei wird noch 
weiter unterschieden, ob derselbe jenseits oder diesseits der Sonne stehe. 
Das Letztere nennt man die untere, das Erstere obere GonjunctioB. 
Die untere Conjunction bringt, wenn mit dieser Gleichheit der geocentrischen 
Längen von Planet und Sonne zugleich ein geringer Unterschied dei 
Breiten , kleiner als der Halbmesser der Sonnenscheibe, verbunden ist, 
einen Vorübergang des Planeten vor der Sonnenscheibe. Von den hu 
jetzt bekannten Planeten können nur Mercur und Venus, die sogenannten 
unteren Planeten, eine untere Conjunction haben; alle übrigen, \!\t 
Mars, die kleinen Planeten, Jupiter, Saturn, Uranus und Neptun, haben 
nur die obere Conjunction und sind schon längere Zeit vor und nach dei- 
selben für unsere Instrumente unsichtbar wegen der Nähe der Sonne, 
deren Strahlen sie gleichsam verdecken. Die günstigste Zeit für te 
Sichtbarkeit und demnach auch für die Beobachtungen ist ihre sogenannte 
Opposition, d. h. die Zeit, zu welcher ihre geocentrische Länge uvl 
180® von der der Sonne verschieden ist. Sie culminiren dann una Mitter- 
nacht, sind also die ganze Nacht oder doch einen grossen Theil der^eV 
ben hindurch über dem Horizont und ausserdem der Erde am nächsteE. 
Die Figuren 10, 11 und 12, in welchen S die Sonne, T die Erde, ^ eiivtt 



Fig. 10. 



Fig. 11. 



Fig. 12. 
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Planeten vorstellen, versinnlichen nach der Reihe die obere Gonjunction, 
die untere und die Opposition der Planeten. Die Richtung der Bewegung 
in der kreisförmig angenommenen Bahn ist mit einem Pfeil angedeutet, 
zum leichteren Verständniss des Folgenden. 

Wir wissen schon aus Vorlesung Fünf, dass die Winkelbewegung eines 
Planeten in kreisförmiger Bahn desto grösser ist, je kleiner der Halb- 
messer a derselben, da sich ja die mittlere tägliche Bewegung durch 

h 
— ^— ausdrückt. Nun erhält man die lineare Bewegung des Planeten oder 

seinen in der Zeiteinheit zurückgelegten Weg offenbar, wenn man jene 

Winkelbewegung mit a multiplicirt ; in der Kreisbahn drückt sich demnach 

h 
die lineare Geschwindigkeit durch --t=i aus. Hiernach ist auch die lineare 

ya 
Geschwindigkeit in der Kreisbahn um so kleiner, je grösser a oder der 
Halbmesser der Bahn ist. Die Geschwindigkeit der Erde übertrifft also 
die des in Opposition befindlichen Planeten; ist nun in Fig. 12 noch T' 
ein Ort der Erde kurze Zeit nach der Opposition, P' der entsprechende 
Ort des Planeten, so ist die Richtung in Länge, in welcher der Planet 
gesehen wird, d. h. die Proportion der Verbindungslinie zwischen Erde 

und Planet auf der Ekliptik von TP m T P übergegangen, hat also 

da TT' ^ PJ?', eine rückgängige Bewegung gemacht. Man sieht 
hieraus, dass zur Zeit der Opposition die geocentrischen Längen abneh- 
men, der Planet daher sich in dem Theil des unendlich entfernten Fix- 
sternhimmels, auf welchen er sich für unser Auge projicirt, in einem 
Sinne gegen die Sterne zu bewegen scheint, welcher seiner wahren Be- 
wegung entgegengesetzt ist; der Planet ist dann rückläufig. Dasselbe 
ist auch bei unteren Gonjunctionen der Fall, bei den oberen dagegen ist 
es umgekehrt, denn bei den letzteren wirkt die Erdbewegung der Pla- 
netenbewegung in ihrem Bestreben, die geocentrischen Längen zu ver- 
grössern, nicht entgegen, sondern trägt noch selbst dazu bei; in den obe- 
ren Gonjunctionen wird deshalb schnelles Wachsen der geocentrischen 
Längen stattfinden. Offenbar müssen Zu- und Abnahme allmälig in ein- 
ander übergehen, es muss einige Zeit vor der Opposition sowohl, wie 
einige Zeit nachher, einen Zeitpunkt geben, wo weder Abnahme noch Zu- 
^ ^t nähme der geocentrischen Länge stattfindet und der Planet seinen Ort 
^^'' unter den Fixsternen beinahe gar nicht zu ändern scheint. Es sind dies 
die Zeiten des sogenannten Stationär Werdens des Planeten; die Be- 
wegungen der Erde und des Planeten stehen dann in einem solchen Ver- 
^ hältniss zu einander, dass die Verbindungslinie beider Körper für eine 
' kurze Zeit sich parallel bleibt. 

Y"— Nach diesen Bemerkungen können wir uns leicht von den Häupt- 

el 



0' 






Zügen in dem geocentrischen Laufe der oberen Planeten (die vorläufig mehr 
/ als die unteren unsere Aufmerksamkeit in Anspruch nehmen) Rechenschaft 
ablegen. Ein Asteroid z. B., um die Opposition herum vorzüglich sicht- 

/ 
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bar, und deshalb auch meiateDs nahe bei derselben entdeckt, räckt, wie 
die Sternbilder, in welchem es aufzusuchen ist, immer früher und früher* 
zuerst nach Mitternacht, darauf gegen Mitternacht, endlich schon in der 
Abenddämmerung untergehend, w&hrend zuletzt sein Abstand von der 
Erde rasch zunimmt, der Periode seiner Unsichtbarkeit entgegen. Nach 
längerer Zeit, bei den meisten von diesen (Gestirnen nach mehr als 
Jahresfrist, kommt der Planet in einer ganz anderen Gegend des Stern- 
himmels in der Morgendämmerung wieder zum Vorschein, indem er einige 
Stunden vor der Sonne aufgeht. Immer mehr in den Nachthimmel bin- 
einrückend, dabei wegen seiner Annäherung zur Erde fortwährend an 
Licht zunehmend, wird der Planet stationär, kommt in Opposition, wird 
zum zweitenmal stationär, verschwindet am Abendhimmel u. s. f. Diesen 
Verlauf vom Auftauchen in der Morgendämmerung bis zum Verschwin- 
den am Abendhimmel pflegt man eine Erscheinung des Planeten zu 
nennen. 

Die oben erklärten Grundzüge in der Erscheinung eines oberen Pla- 
neten sich zu vergegenwärtigen ist bei vielen Gelegenheiten nützlich , ja 
fast nothwendig, weswegen sie denn auch in diesen einleitenden Bemer- 
kungen ausführlich vorzutragen waren. 



Siebenzehnte Vorlesung. 

Formeln zu der Berechnung einer Kreisbahn. 

Es wurde schon in voriger Vorlesung beiläufig bemerkt, dass man 
für die Bestimmung einer Kreisbahn nur zwei vollständige Beobachtun- 
gen, welche zwei Längen und zwei Breiten, also vier von einander unab- 
hängige Daten, enthalten, nöthig hat; denn die Anzahl der zu bestimmen- 
den Unbekannten beträgt ebenfalls nur vier: Si oder die Länge des auf- 
steigenden Knotens, i oder die Neigung der Bahn, a oder der Halbmesser 
der Bahn, endlich, weil man wissen muss, in welchem Punkte seiner Bahn 
der Planet zu einer gegebenen Epoche sich befunden hat, das Argument 
der Breite für jene Zeit, d. h. der Winkelabstand vom aufsteigenden 
Knoten, in der Bahnebeue gezählt. Wir bezeichnen die letztere Grösse, 
welche hier an die Stelle von dem Jt — ß -j- v der allgemeinen For- 
meln tritt, mit u. 

Wir beginnen hier mit einer Methode, welche an die räumliche 
Phantasie des Lesers nur geringe Anforderungen stellt, aus den Gleichun- 
gen der ersten Vorlesungen des Abschnittes I. mit Leichtigkeit entwickelt 
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werden kann, und die auch an Bequemlichkeit kaum hinter den später 
mitzutheilenden zurücksteht. 

Es seien X und X' die geocentrischen Längen des Gestirnes zu den 
Beobachtungs Zeiten t und t\ ß und ß' die geocentrischen Breiton, O und 
O' die Längen der Sonne um dieselbe Zeit, B und R' die beiden zuge- 
hörigen Radienvectoren oder Abstände der £rde von der Sonne, so 
lassen sich nach den Fundamentalformeln des Abschnittes I. die helio- 
centrischen Polarcoordinaten des Gestirns, r, 2, b in der ersten Beobach- 
tung oder zur Zeit t, und r\ V, h' in der zweiten Beobachtung oder zur 
Zeit t\ durch die entsprechenden geocentrischen Goordinaten 9, iL, )3 und 
q\ k'y ß' wie folgt ausdrücken: 

r cos h cosl = Q cos ß cosk — B cos 
r cos h sin l = q cosß sin k —- B sin 
r sin h = Q sinß 

r' cosh'cosV =i q' cos ß' cosk' — B! cosQ' 
r' cosh' sinV = q' cos ß^ sink' — B' sinQf 
r'sinl/ = q' sinß'. 

Wegen der Voraussetzung einer Kreisbahn ist r' = r. Man sieht 
ferner, dass die Kenntniss von einer der Unbekannten in diesen beiden 
Systemen von Gleichungen, die Kenntniss von Q zum Beispiel, sogleich 
auch die übrigen, r, &, l, h\ V und 9' liefern würde. Denn man findet, 
wenn man die drei ersten Gleichungen addirt, nachdem man auf beiden 
Seiten in das Quadrat erhoben 

1) r« = ^3 — 2BQ(cosß coskcosO + sinksinQ) + B^ 

= Q^ — 2BQOosßcos{k-'Q) + Ä», 
und ebenso aus den drei anderen 

2) /« = (>'2 — 2 12' q' (cos ß' cos k* cos 0' + sin V sin 0') + B'^ 

= p'« — 2B!Q'cosß'cos(k'—Q') + JR'». 

Die Grösse cos ß cos (k — 0) in der Gleichung 1) giebt sich durch 
eine sehr leichte Betrachtung als der Cosinus des Winkels zu erkennen, 
den an der Erde die Richtung nach dem Planeten und die nach der Sonne 
mit einander bilden. Um dies zu erkennen, braucht man sich nur mit 
Fig. 13 das Dreieck Sonne, Erde, Planet zur Zeit der Beobachtung zu ver- 

Fig. 13. 
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gegenwärtigen ; bedeutet 8 die Sonne, T die Erde , P den Planeten , E 
einen in der Verlängerung von S T gelegenen Punkt, so ist : 



gpi _ S2^ _|_ rj^p, ^ 2 8T . TP . cosPTS 
oder 
3) r» = JR3 + ^8 -f 2 JR 9 cos jf, 

wenn wir den Winkel PTE^ der bei vollständigen Beobachtungen immer 
bekannt wird und in den Rechnungen dieser Art eine grosse Rolle spielt, 
mit X bezeichnen. Analog haben wir für die andere Beobachtung : 

4) r» = JR'a + (>'a + 2R'q'co8%\ 

während : 

cos%z= — cos ß cos (k — O) 

cos x'= — cos ß' cos (A' — ©'). 

Wir können nun mit Leichtigkeit prüfen, ob ein bestimmter Werth 
von Q der Bewegungsbedingung in einer Kreisbahn genügt, d. h. ob der 
von den beiden gleichen Radienvectoren r des Planeten eingeschlossene 
Bogen, wie wir ihn aus den uns bekannt werdenden Grössen l, b, V und 
&' finden, gleich 

±(f -t) oder i{f-t) 



Kig. U. 



wird, wie es die Bewegung in einer Kreisbahn erfor- 
dert. Die zur Berechnung dieses Winkels, der in 
den praktischen Anwendungen immer recht klein sein 
wird, und daher sich nicht scharf durch den Cosinus 
bestimmen lässt, aus l, hy l\h' geeigneten Formeln 
ergeben sich mit Hülfe der Fig. 14. 

In dem sphärischen Dreieck NPP' ist N der 
Nordpol der Ekliptik, P der heliocentrische Ort des 
Planeten auf der Sphäre in der ersten, P der in der 
zweiten Beobachtung, also 

Seite NP = 90« — 6 

„ NP — 90» — y 

Winkel PNP = V —l 
Nach einer bekannten Fundamentalformel hat man 




cosPP' = cosNP . cosNP + sinNP.sinNP .cosPNP 

= sin h sin V + cos h cos Vcos Qf — l). 

Um die Gleichung für kleine Werthe von PP brauchbarer zu 
machen, kann man setzen: 

sin h sin V = sin h sin V [cos 1/2 Q! — 0^ + s«'» V2 (^ ■— 0*] 

cos l cos y cos (V — l) — cos h cos V [cos 1/2 {V — 0^ — sin 1/2 {l' — iy\ 
wodurch zunächst 
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cos PP' = cos {V — h) cos V2 Q' — ly — cos (&' + h) sin 1/2 Q' — 0^ 

erhalten wird. Suhtrahirt man diese Gleichung nun noch von der 
Gleichung : ' . 

1 = cos V2 G' •— 0^ + sin V2 G' — 0^ 

so findet man : 



6) sin V2 PP'^=sin V2 {h'^-W cos V2 G' — ly^cos V2 Q>' - V)^sin V2 G'— Q« 

und es muss nun nach dem Vorhergehenden, um die Bewegungsgesetze 
in der Kreisbahn zu befriedigen, 

werden. Durch Versuche wird man meistens mit Leichtigkeit denWerth 
von 9 und entsprechend die r, b, /, 6, V finden, welche der Bedingung 
genügen. Denkt man sich diejenigen Werthe von (), welche man auf 
diese Eigenschaft prüft, als Abscissen auf einer Axe aufgetragen , die zu- 
gehörigen Werthe von PP', wie sie aus der Gleichung (6) sich ergeben, 

h 
als die Ordinaten, anderentheils aber auch die Werthe von -57- G' — 

' f»72 ^ ' 

als Oi*dinaten aufgetragen, so entstehen zwei Curven, welche durch ihren 
Schnittpunkt den Werth von Q , welcher der zu erfüllenden Bedingung 
genügt, angeben. Vorausgesetzt, dass überhaupt der Anschluss der Beob- 
achtungen an die Kreisbahn möglich ist (was bei einigermaassen grossem 
Zeitintervall der beiden Beobachtungen keineswegs immer der Fall ist), 
müssen die beiden Curven eine die andere schneiden und es ist leicht 
einzusehen, dass die Abscisse des Schnittpunktes das gesuchte q ist. 
Mittelst dieser geometrischen Betrachtung und dem darauf gebauten gra- 
phischen Verfahren kann man zunächst einen sehr hohen Grad von An- 
näherung an die Wahrheit erreichen, und dann nach der bekannten Regel 
vom sogenannten falschen Satze (regüla fälsi), welcher annimmt, dass die 
Fehler einer Hypothese über eine zu ermittelnde Unbekannte [im gegen- 
vrärtigen Falle der Unterschied zwischen dem Ergebniss der Gleichun- 
gen 5) und 6)], sich verhalten, wie die Correctionen , deren die entspre- 
chenden angenommenen Werthe der Unbekannten bedürfen, den defini- 
tiven Werth von Q interpoliren. Gesetzt, es sei für eine gewisse An- 
nahme von Q: Q = Qq , der Unterschied des Ergebnisseö von 5) und 6) 
gleicli p, für eine andere Annahme von Q dagegen : q = Qq -\- ^ q^ sei 
der Unterschied aus jenen Gleichungen p — ^p, ferner (>o + f ^^^ 
"wahre Werth von 9, so hat man die Proportion: 

^Q : ^p = ^ : p, 
und 

9 = Qo + ^ = Qo -\- -jj 

Klinkerfaes, thcoretischo A.9tronomie. 4 
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wird der wahre Werth von q sein. Dieser Aiudrack för die YerbeBsening 
setzt voraus, dass | schon sehr klein sei; um zu sehen, oh diese letztere 
Bedingung in hinreichendem Grade erfüllt war, wird man den verhesser- 
ten Werth von g suhstituiren, und wenn er noch nicht ganz genügt, das 
angegehene Verfahren wiederholen. Ist auf solche Weise Q und dann 
r, b, {, h\ V hestimmt worden, so findet man die Argumente der Breite u 
und uV welche zu den heiden Beohachtungszeiten gehören, sowie die !Ele- 
mente Q> und f aus folgenden im Abschnitte I. entwickelten Formeln: 

smh -= smi stn« 

sinVz=z sini sinvl 
tang(l — G>) = coai tangu 
tang(t — ß) = eosi tangu!. 

Indem man einmal die beiden ersten dieser Gleichungen zu einander ad- 
dirt, das andere Mal von einander subtrahirt, erhält man 

isin isin V2 («*' + w) cos V, (1*' — 1*) = stn y., (6' -f h) cos Vj (V — h) 
^^ \sinicos'/2{u'-\-u)8inVitiu'—u) = cös Va(l>'+ 6)stfi V2 G>' — &), 

woraus sich, da w' — u bekannt und gleich -5- (f — t) ist, sowohl i als 

auch u und u' ergeben. Die Substitution in die beiden letzten der vier 
obigen Gleichungen, wobei dann wieder zu berücksichtigen, dass l — Si 
mit tt, ebenso V — £2 mit u' in demselben Quadranten liegen muss, lie- 
fert zwei Werthe von S}> ; letztere müssen offenbar mit einander sehr nahe 
übereinstimmen, wenn die Rechnung in allen Theilen für richtig gelten 
soll. Zur vollständigen Gontrole der Rechnung ist immer sehr rathsam, 
zu prüfen, ob die bei der Bahnbestimmung zu Grunde liegenden Beob- 
achtungen durch die gefundenen Elemente auch wirklich dargestellt 
werden. 



Achtzehnte Vorlesung. 

Modiflcation der Formeln der letzten Vorlesung. 

Die eben gegebenen Formeln haben noch eine Unbequemlichkeit, die 
sich aof ziemlich einfache Weise vermeiden lässt; sie erfordern nämlich 
für jeden Versuch, den man über den Werth von q anstellt , auch die 
Berechnung von b, 7, &\ 1\ Da nun die Kenntniss dieser letzteren Gros- 
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sen von keinem weiteren Nutzen ist, so lange man nicht den definitiven 
Werth von q ermittelt hat, erscheint es zweckmässig, dieselben aus der 
Rechnung für die Versuche ganz zu eliminiren. Ziemlich bequem gestal- 
ten sich diese Formeln, wenn man für Q und r eine andere Unbekannte ein- 
führt und zwar in folgender "Weise: Nennen wir in Fig. 13 den Winkel 
an jP, d. h. am Planeten, in der ersten Beobachtung z, in der zweiten £/ 
(wobei nur noch vor der Vei*wechselung mit der heliocentrischen Coordi- 
nate und / gewarnt werden muss), so wird: 

Bsinx 



/ = 



Q' 



stnz 

Bf sin x' 

sins^ 

Bsin(x — e) 

sine 

B'siniTi — z*) 



sinsf 
Es ist nun r = r\ also besteht zwischen z und z* die Gleichung: 

Bsinx B! sinx' 



sin z sin z* 



oder 

sinz* Ü sinx' 

sinz B sinx^ 

und es ist daher / aus z immer leicht zii berechnen. Das Verhältniss — 

Q 

wird ausgedrückt durch: 

p' sinz B!sin{x' — ^') sew% siw(%' — ^) 

Q sin z' Bsin (x — z) sin x! s«»(;c — e) 

Führen wir auf kurze Zeit wieder die rechtwinkligen heliocentrischen 
Coordinatcn des Planeten, und zwar mit rr, y^ z für die erste, mit oij%y\z' 
für die zweite Beobachtung ein, sind ferner X, Y, Z, X\ Y\ Z' die zu- 
gehörigen Coordinaten der Erde und bedeutet x die zu dem heliocentri- 
schen Bogen des Planeten gehörige Sehne, so wird noch: 

x2 = (ar' — xy -\- {t/ — yY -h {z* — zy = r« -f r'« — 2 (a?a;' + y / + £:/) 
— 2r2 — 2(Qcosßco8l + X) (Q'cosß'cosV + Z') 

— 2(QC0sßsinl + Y) (q' cos ß' sin X' + Y") 

— 2(Qsinß + Z) (g'sinß' + Z!). 

Bei dem Auflösen dieser Parenthesen erkennt man, dass der Factor, 
mit welchem in dem entwickelten Producte — 2 p ^' multiplicirt er- 
scheint, nämlich: 
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cos ß cos ß' cos X €08 X,' -f- cosßcosß' sinXsink' + sinßsinß' 

nichts Anderes ist, als der CJosinus des zwischen den heiden geocentrischen 
Oertem, auf welche die Richtungen yon q und q' zielen, gelegenen Bogens 
eines grössten Kreises, d. h. des völlig bekannten Abstandes der beiden 
geocentrischen Oerter auf der Sphäre. Ersetzt man auch X, F, Z, Z', Y*, Z* 
durch die entsprechenden Polarcoordinaten der Erde, so erscheint in dem 
genannten Product die Grösse — 2Rq' mit einem Factor multiplicirt, 
welchen wir leicht als den Cosinus des Bogens zwischen dem zweiten 
geocentrischen Ort und dem ersten heliocentrischen Erdort erkennen, 
analog ist — 2 It Q mit dem Cosinus des Bogens zwischen dem ersten 
geocentrischen Ort und dem zweiten heliocentrischen Erdort multiplicirt. 
Endlich ist: 

XX' + YT + ZZ" = RB!co8(& — O), 

wenn wieder O und O' die Längen der Sonne vorstellen, also auch — 2ItB! 
des genannten Products ist mit Cosinus des Winkels multiplicirt, welchen 
die Richtungen von Jl und ü! mit einander bilden. 

Bezeichnet man nun der Kürze halber: 
mit {RR') den Cosinus des Winkels zwischen den Richtungen von R and ß 

n (RQj n n n n n n w rt -^ n Q 

n (•** Q) n n n v n n » n-"»9 

ti \Q Q ) n n » n V n n n Q v Q 

SO erhält man, da auch k^ = 2r'^ — 2r^cos(u' — u): 

4) r2 cos (m' -'u) = (RR^RR' + (R q')Rq' + (R'q) R! q + (q q') q q' 

oder : 

cos («'-«) = (BB0^ + (BC')^ + (Ä'C)^ + (990^'- 

TT TT TT TT 

Alles auf der rechten Seite dieser Gleichung wird bekannt, wenn man 
den Winkel jer kennt oder über denWerth desselben eine Hypothese macht ; 
die Werthe von {R iJ')» iR 9% (^' 9)» (^ pO werden vorher, d, h. vor An- 
stellung der Versuche über ^, von denen sie unabhängig sind, berechnet, 
immer unter Anwendung der Grundformel der sphärischen Trigonometrie, 
welche aus zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel den Cosi- 
nus der dritten Seite liefert. Es wird demnach, wenn wir unter L 
und U die Längen der Erde oder die Grössen -f 180®, O' + 180» 
verstehen: 

(Bi?) = cosiJJ - L) = cos{Qf — O) 
{Rq*) — cos ß' cos {V — i) = — cos ß' cos (k' — 0) 
(i? q) = cos ß cos (A — L') = — cos ß cos (A — QT) 
(q q') = sin ß sin ß' -\- cos ß cos ß* cos QJ — A). 
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Die Gültigkeit der Gleichung 4) erstreckt sich auch noch auf den 
Fall, wo die beiden Radienvectoren, welche den Winkel {u* — u) ein- 
schliessen, nicht gleich sind. Allgemeiner demnach kann man sie schrei- 
ben, wenn wir die abkürzende Bezeichnung der Cosinus auch auf cos {u- — u) 
ausdehnen, wobei dann cos{v! — u) = (rr'), 

5) (rr')rr' = (RB')BB' + {Bq')Rq' + (Bq')B'q + (qq')qq\ 

Diese dem Gedächtniss sich leicht einprägende Formel ist auch für 
einige unserer späteren Untersuchungen von Bedeutung. 

In unserem speciellen Falle soll nun wieder das aus Gleichung 5) 

oder 4) hervorgehende (u* — u) = — — ^. — - sein. Fast immer ist dies 

in den Anwendungen ein so kleiner Winkel, dass seine Bestimmung 
durch den Cosinus mangelhaft ausfallen wird. 

Ist nun durch Versuche in der in voriger Vorlesung beschriebenen 
Weise ein Werth des Winkels JS, von welchem alle übrigen Unbekannten 
auf der rechten Seite der Gleichung 6) wie z\ 9, q\ r abhängen, gefun- 
den, so kann man endlich die heliocentrischen Polarcoordinaten /, &, l\ h' 
berechnen, und daraus die Elemente, wie früher vorgetragen, bestimmen. 

Es erscheint kaum nöthig, hier zu bemerken, dasa^der Gleichung 4) un- 
mittelbar die Gestalt einer Belation zwischen den Winkeln an Planeten 
js und z' und bekannten Grössen gegeben werden kann, während £i und 
£;' noch ausserdem durch die Gleichung: 

Bsinx -R^ sin x^ 

sin z sin^ 

mit einander verbunden sind. Bei der Einfachheit^ dieser letzteren Re- 
lation verhält sich die Bestimmung des richtigen Werthes von z in prak- 
tischer Hinsicht fast ebenso, als hätte man in der Gleichung 4) nur die 
eine Unbekannte z. 

In doppelter Hinsicht scheint die eben entwickelte Methode, aus 
zwei vollständigen Beobachtungen die Elemente einer Kreisbahn zu fin- 
den, den Vorzug vor der der vorigen Vorlesung gelten d'^machen zu kön- 
nen. Einestheils braucht man bei den Versuchen nicht allzuweit auszu- 
holen, weil eine sogenannte Finalgleichung vorhanden ist; anderentheilg 
lässt sich diese Methode mit grösserer Leichtigkeit als die .anderen dem 
Coordinatensystem des Aequators anpassen. - Wir werden die meisten 
Methoden zu Bahnberechnungen so anlegen, dass am Schlüsse der Rech- 
nung unmittelbar die zur Berechnung der Ephemeride nöthigen Gauss'- 
schen Constanten und fast zugleich mit ihnen auch die Elemente, bezogen 
auf die Ekliptik, erhalten werden. Die verhältnissmässig grosse Einfach- 
heit und Kürze jener Methoden, welche vorzugsweise durch die jetzige, 
viel vollständigere Einrichtung der astronomischen Jahrbücher *) ermöglicht 



*) Das verbreitetste astronomische Jahrbuch ist das cuglische , dessen vollständiger 
Titel lautet : „The Nautical Almanac and Astronomical Ephemeris for the year . . . with 
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wird, lassen in den Formeln der Bahnberechnnng den Gebranch der Län- 
gen nnd Breiten, statt der Rectascensionen nnd Declinationen, wegen der 
vielen bei einer schärferen Rechnung auftretenden lästigen Anforderun- 
gen (als da besonders sind die Verwandlung der beobachteten Bectascen- 
sionen und Declinationen in Länge und Breite, die weit grössere Compli- 
cation in der Berücksichtigung der Parallaxe und der Aberration, anderer 
wichtiger Umstände vorläufig nicht zu gedenken) als das Bequemere er- 
scheinen. 

Aus diesen Gründen erscheint es zweckmässig, unsere Methode für 
Berechnung einer Kreisbahn ebenfalls noch für das System des Aeqnators 
zu geben. Dabei sehen wir hier noch vorläufig von allen den kleinen 
Gorrectionen ab, welche eine scharfe Rechnung erforderlich machen inrürde, 
obwohl dieselben gerade für dieses Coordioatensystem alles Lästige und 
Ermüdende verlieren, d. h. wir vernachlässigen noch Parallaxe nnd Aber- 
ration, ebenso die Bewegung des Aequinoctiums von einer Beobachtung 
bis zur anderen, indem wir die Oerter auf das scheinbare Aequinoctium 
des Tages, an welchem sie angestellt sind, beziehen. Wir dürfen das 
hier um so mehr, als ja doch immer die Voraussetzung der Kreisbahn in 
praktischer Hinsicht einen Fehler in sich schliesst. 

Es seien also: 

t, i die Beobachtungszeiten, 

a^ til die Rectascensionen, 

d, d' die Declinationen, 

Ay Ä die Rectascensionen der Sonne, 

D, jy die Declinationen der Sonne, 

-R, K! die Radien vectoren der Sonne oder der Erde. 

Die Sonnenörter, sowie R und i2', finden sich in jedem Jahrbuche 
angegeben. Man berechne nun unter Benutzung der Zech 'sehen Tafeln 
für Summen- und Differenzlogarithmen: 



an appendix , containing elements and ephemerides of Ceres , Pallas, Jnno, Vesta and 
Astraea. Published by order of the lords commissioners of the adnuralty. London: 
printed by E. Eyre and W. Spottiswode , her Majesty's printers ; and sold by John 
Murray, Albemarle Street. ?rice two Shillings and six pence." Ein Supplementband 
dazu enthält noch weitere Ephemeriden von kleinen Planeten. Doch ist in letzterer Be- 
ziehung das Berliner Jahrbuch vollständiger. Dasselbe erscheint jetzt unter dem Titel: 
„Berliner Astronomisches Jahrbuch für 18 . . . Mit Genehmhaltung der Königlichen 
Akademie der Wissenschaften herausgegeben von W. Förster, Director der Berliner 
Sternwarte, unter Mitwirkung von Dr. Po walk y und E. Becker. Ferd. Dümmler^ 
Verlagsbuchhandlung." Empfehlenswerth ist auch das in Washington erscheinende Jahr- 
buch : „The American Ephemeris and Nautical Almanac" und die in Paris von dem 
Bureau des longitudes herausgegebene „Connaissance des temps ou des mouvement^ 
Celestes ä Pusage des astronomes et des navigateurs." 
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(Bq) = cosx =^ — sin D sind — cos I) cos d cos (a — Ä) 
(It Q^)=z cos%' = — sinlf sinSi — cos If cos 8* cos {a' — A!) 
(R q') = — sinJ) sin d' — cos B cos 8' cos (a' — A) 
(Bf q) = — sin ly sin 8 — cos 1^ cos 8 cos (a — A^ 
(BBf)= sinDsinjy + cos D cos 1/ cos (A — A) 
(q q') = sin 8 sin 8' + cos 8 cos 8^ cos («' — a). 

Es ist dann ferner, wenn der vom Planeten aus gesehene Winkel - 
abstand zwischen Erde und Sonne in der ersten Beobachtung mit e^ in 
der zweiten mit e' bezeichnet wird, 

Bsinx B! sin %' 

sine sinz' 

Bsin(x — ß) 

Q = ^ 

sine 

stne 

und es muss nun durch Versuche derjenige Werth des Winkels z bestimmt 
werden, welcher den aus der Gleichung: 

// X r-r^-r^^ sine sin/ . ,^ ,. sinesine* 

cos(u' — w) = (BB!)-. r— 7 + (Bq)- ^-7-, 77 

^ ^ stnxstnx sinxstn(x — e) 

sine sine' . , ,^ sine sine* 



+ (^ p) ^-^ ;: -w„ .^ + (<»9')-r 



sin(x — e)sinj^ . sin(x — e)sin(x' — e*) 

oder 

cos (u' — u) cosec e cosec e* = (B B!) cosec x cosec x' -\-(Bq') cosec x cosec (x' — e*) 
+ (Bf q) cosec (x — e) cosec ^' + (q p') cosec (x — e) cosec (:i' — e*) 

von «i' — u mit dem von ^ 37 übereinstimmend macht. 

f /2 
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Neunzehnte Vorlosung. 



6) 



Directe Berechnung der Gauss' sehen Constanten aus den 
heliooentrischen Ooordinaten für den Aequator. 

Wir wollen nun gleich hier für alle zukünftigen Fälle die Vorschrift 
entwickeln, nach welcher man aus sechs heliocentrischeu Ooordinaten für 
den Aequator, welches auch die Gestalt der Bahn sei, die Gauss 'sehen 
Gonstanten für den Aequator findet. Nach Vorlesung Drei hat man: 

ar sin(A -{- x — Si -^ v) = x = ar sin {Ä + v) 

a/sin(Ä + ar — ß + v')= J = ar'8in(Ä' + v') 

hr sin(B -\- 7t — Si -\- v) = y z=s hr sin (5' -f v) 

hr'sin(B -f ;r — ß + v')= t/ = hr" sin{e + v') 

er sin{C -\- Tt — ß -|- u) = ^ = er sin (C + v) 

er' sin(C + 7t ^ (^ -^ v')= / = er' sin (C + v'), 

worin v und v' die wahren Anomalien in beiden Beobachtungen bedeu- 
ten und Ä' für die Constante Ä + 7t ^ Sl, B' für B + 7t — ß, C für 
C -\- 7t — ß gesetzt ist. Verbindet man von diesen Gleichungen die 
erste mit der zweiten, die dritte mit der vierten, die fünfte mit der 
sechsten, einmal durch Addition, das andere Mal durch Subtraction, so 
erhält man folgende zur Bestimmung von a, Ä', fe, B\ c, C aus den 
Ooordinaten geeignete Formeln: 

asinW + y,iv' + v)] = %(pi- + jjsee V,{v' - v) 

(X* x\ 

— — y j cosec V2 (v' — v) 

hsin {B' + \l,{y^ + 1;)] = 1/2(7 + i)^''' '''^''' ~ ""^ 
h cos [B" + V2 (v' + v)] = V2 (jT — j) cosec V2 (v' — v) 
csin [C + 1/2(1^' + v)] = V2(^ + y)sec y,(v^ -v) 

^ccos [C + V2 (v' + V)] = \/2(^ — y^ cosec 1/2 (v' — v). 

In alleri Fällen der Anwendung ist v und v' bekannt; hier, d. h. bei der 
Kreisbahn, ist die Grösse v^ — v gleich w' — u, und ofiTenbar die Lage 
des Perihels willkürlich zu wählen, daher erlaubt, das Perihel in die 
Mitte der beiden dargestellten Beobachtungen fallen zu lassen. Es wird 
hierdurch v' = — v, oder Va (v -f- v') = 0. Auf diese Weise kommt 



7) 



• • • 
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man sehr schnell zu allen für die Berechnung einer Ephemeride nöthi^ 
gen Grössen, und ohne dass man auf die auf die Ekliptik bezogenen Ele- 
mente zurückzugehen hätte. 

Um aber auch Si und i zu finden, genügt eine leichte Betrachtung. 
Nach dem öfter angewandten Satze von der Transformation der Coor- 
dinaten drückt sich die auf die Ekliptik bezogene ;S^-Coordihate durch 
die y und für den Aequator in der Form: 

— ysins -f- zcose 
oder 

er cos s sin (C + v) — h rsin s sin (B' + v) 

aus, worin e die Schiefe derEkliptik vorstellt, um den Abstand des <ß 
vom Perihel zu finden, kommt es also nur darauf an, denjenigen Werth 
von V zu bestimmen, welcher die Grösse 

c cos B sin ((7 + v) — h sine sin (B' -f v) 

zu Null macht; dieser Werth, mit entgegengesetztem Zeichen genommen, 
ist immer gleich Jt — ß. (Der aufsteigende Knoten ist vom nieder- 
steigenden leicht dadurch zu unterscheiden, dass bei dem ersteren der 
Ekliptik bei wachsendem v positiv wird, bei letzterem negativ.) 
Man hat hiernach 

sin [B' + (^ — ^)] c cos 6 

sin[C' + (ß — Jt)] h sine 
oder 

sinlB* -\- (Q> -^ 7c)] 4- sin[C' + (Q> — n)] ccose + hsins 

sin[B' + (<ß — ^)] — sin[C -\- (Si — n)] ccoss — bsine 

oder endlich 

h 

— = tangq gesetzt, 
c i 

8) tang {'/,(B' + CO - (ä - ß)} = ^2liLllAltang\/,iff^ C). 

cos(e -\~ q) 

Bei unserer speciellen Lage des Perihels, wie wir es zur Verein- 
fachung der Formeln bei der Kreisbahn annehmen durften, ist offenbar 
die Grösse 7t — Q> identisch mit dem Abstände des Planeten, vom auf- 
steigenden Knoten für die in die Mitte der beiden Beobachtungen fal- 
lende Zeit, des Perihels. 

Man hat nun ferner allgemein aus den Formeln der Vorlesung Drei 
sur Berechnung der Gauss 'sehen Constanten 







cosSi = asinA = asin[A' — (tc — ß)] 
sinSicosi z= acosÄ = a€os[Ä' — (^r — ß)] 
sinSicosB = hsinB = hsin\B' — (^ — fö)] 
sin Si sin b= csinG = c sin [C — (n — <ß)]. 
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woraus sich, unter Benutzung zweier dieser Gleichungen zur CJontroIe, Q 
und i mit Leichtigkeit ergeben. 



Zwanzigste Vorlesung. 
Rechnungsbeispiel fiir Harmonia. 

Es sollen nun die vorgehenden Vorschriften dazu angewendet wer* 
den, eine Kreisbahn aus den folgenden geocentriscben Oertem der 
Harmonia: 

Mittl.Berl.Zeit 

1864 Sept. 21,6 . . a = 21« 29' 8'',85 * = + 0<»48' 4",2 

29,6 . . a' = 190 50'27",45 d' = + 0« 1'29^6 

welche auf den Aequator bezogen sind, zu berechnen. Schlagen wir in 
den Jahrbüchern noch die Rectascensionen der Sonne für dieselben Zeiten, 
Ä und Ä\ deren Declinationen D und 2/ und die log B und log B! auf, 
so erhalten wir: 

A = 179«14'39",9, D = + 0» 19' 39^0, logB = 0,0013202, 

A' = 1860 27'21",75, Uf= — 20 47'35",4. log Bf = 0,0003442. 

Die Formeln der Vorlesung Achtzehn geben dann folgende 
Rechnung*): 

sin D == 7,7570863 cosD = 9,9999929 

sin D' = 8,6878022n cos 2/ = 9,9994838 

6,4448885» cos {Ä — A) = 9,9965507 



9,9960274 
6,4448885» 



Differenz . . 3,5511389 
Zech 0,0001221 



log(BB') = 9,9959053 



♦) Es ist in dem Rechnungsbeispielen einfach sin D für log sin D , cos D tlr 
log cos D u. s. w. geschrieben. Die Rechnung ist zu einem Theile mit siebenstelliges 
Logarithmen geführt worden, um wenigstens für diesen Zweck den Cosinus kleiner 
Bogen dennoch hinreichende Genauigkeit für die Bestimmung des Bogens zq geben. 
Eine Umformung der Grundgleichung würde mehr Unbequemlichkeiten verursachen, ^ 
es der zeitweilige Gebrauch solcher Tafeln thut. 
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sinD 


— 7,7570863 


cosD — 9,9999929 


sind 


— 8,1455861 


cosd — 9,9999576 




5,9026724 


cos(Ä — d) = p,9664222« 

9,9663727« 
5,9026724 

Differenz . . 4,0637003 
Zech 0,0000375 

log(BQ) — 9,9663352 
X — 22016'9",9 


sinD 


— 7,7570863 


cos D — 9,9999929 


sin d' 


— 6,6378829 


cos d' — 0,0000000 




4,3949692 


cos(A — a') — 9,9713113« 





9,9713042« 




4,3949692 




Differenz . . 5,5763350 




Zech 0,0000012 


' 


logiEg') — 9,9713030« 


sinjy— 8,6878022« 


cosiy — 9,9994838 


sinS — 8,1455861 


cos 8 = 9,9999576 



6,8333883, 



9,9848833« 









9,9843247« 
6,8333883« 








Differenz . . 3,1509364 
Zech 0,0003066 








log{K!Q) — 9,9846313 


siniy — 
sin «' — 


8,6878022« 
6,6378829 

5,3256851« 


cosi 


cosiy = 9,9994838 
cos y — 0,0000000 
[Ä' — «') — 9,9880401« 



9,98,75239« 
5,3256851« 



Differenz . . 4,6618388 
Zech 0,0000095 



log{B!Q')z= 9,9875334 
X' = 13039'46",1 
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sin & = 6,6378829 
sind = 8,1455861 



4,7834690 



cos ö' = 0,0000000 

cosö = 9,9999576 

C08((x' — a) = 9,9998210 



9,9997786 
4,7834690 



Differenz . . 5,2163096 
Zech 0,0000026 



1og(QQ') = 9,9997812 



Wir erhalten also: 



log 



{RH) 



stn X 8tn X 



7= 1,0440158, log-r 



(Rq') 



log - f ^^ ,?:,, = 1,0327418, log 



sm X stn X 
(QQ') 



1,0194135 



, = 1,0478917, 



sm xstnx ' stn x stn x 

und für die Fundamentalgleichung 4) der Vorlesung Achtzehn die Form: 

(v* — v) = cos-^^ — - = (1,04401 58) sm^fsmr' 



cos 



r-V* 



+ {IfilUlU) sine sin ix' — z*) + (1,0327418) s«*w(z — z)sinz 

+ (1,0478917) stn (% — e)sin{x' — z% 

wohei die eingeschlossenen Zahlen schon die Logarithmen der Zahle n- 
factoren vorstellen. 

Eine Prohe mit dem Werthe r == 2,3 (als einem der kleinsten, der 
hei einem Asteroid zwischen Jupiter und Mars nach der Erfahrung zu 
erwarten steht, und demnach also einer Art von Grenze für die Versuche 
entsprechend)! führt auf die folgenden Zahlen: 

log R sin X = 9,5799162 log R' sin x' = 9,3736377 

Zo^ 2,3 = 0,3617278, Zo^2,3 =0,3617278 



sm^ — 9,2181884 


sin z* 


— 9,0119099 


z — 90 30'46",05 z' 


— 5ö53'57",40 


1,0440158 




1,0194135 


log sin z — 9,2181884 


log sin z 


— 9 2181884 


log sin z'— 9,0119099 


log sin ix' — ^0 


— 9,1306071 


9,2741141 




9,3682090 


numerus — 0,18798108 




0,23345812 


1,0327418 




1,0478917 


log sin (x — z)— 9,3440191 


log sin (x — ^) 


= 9,3440191 


log sin z^ — 9,0119099 


log sin ix' z') ■■ 


— 9,1306071 


9,3886708 




9,5225179 


numerus 0,24472074 




0,33305649 
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cos(v' ^ v) = co8{ii' — u) = 0,18798108 + 0,23345812 + 0,24472074 
+ 0,33305649 == 0,99921643; v' — v = 2» 16'6",0. 

Es ist aber -^^-^r — - für diese Hypothese gleich 2<*15'37",76, ateo 

der Fehler derselben gleich 2^16' 6" — 2015'37",76 = 28",24. Macht 
man den zweiten Versuch mit einem um fünf Einheiten der dritten Stelle 
vergrösserten Werthe von logr oder, was dasselbe ist, mit um ebensoviel 
verminderten Werthen von log sin z und log sin z\ so erhält man durch 
eine Rechnung von derselben Art u* — w = v' — v = 20 13'24",9; 

-^jj — '-= 20 13'18",43, als Fehler der Hypothese — 6",47. Die 

fünf Einheiten der dritten Stelle des Logarithmus haben demnach den 
Fehler der Hypothese um 34",7 geändert, eine solche Einheit wird also 
darauf einen Einfluss von 6'',94 haben. Man wird daraus ohne Mühe 
schliessen, dass 7o^r = 0,365800 sehr nahe der richtige Werth sein wird, 
welchen wir, ohne unseren Zweck zu verfehlen, als definitiven annehmen 
können. Es entsprechen demselben für Q und q' i log Q = 0,134211, 
% 9' = 0,126171. 

Die bekannten Vorschriften geben dann: 

X = 2,270268 y = 0,485624 je? = 0,013313 
x' = 2,251016 y' — 0,566230 0' = 0,049350. 

Wie schon bemerkt wurde, kann man die Formeln 7) der Vor- 
lesung Neunzehn bei der Kreisbahn so zur Anwendung bringen, dass man 
das ganz willkürliche Perihel in die Mitte der beiden Beobachtungen ver- 
legt, wobei dann das gleich nachher zu findende ä — Si mit dem Argu- 
mente der Breite für jene Epoche identisch wird. Ausserdem ist noch, 
weil r'= r ist, ar, hr, er constant, daher man bei der Kreisbahn ein- 
facher : 

2 arsin A! = (a;' -}- ^) ^^^ V2 C*^' — '^) 
2arcosA' = (a;' — x)cosec'^l^{v' — v) 

u. s. w. 
schreiben kann. Da für den definitiven Werth von s oder von r: 

^^^^-=-Ö=20 13'44",12 

ist, also ViC^' — v) = 1®6'52",06, so findet man durch leichte 
Rechnung : 

logar = 0;364476 Ä' = 102^ 20' 47",4 

loghr = 0,329983 J5' = 14 14 38,1 

log er =29,967052 C = 1 56 14,6, 

mit welchen Grössen wir sofort eine Ephemeride berechnen könnten. 
Denn bezeichnen wir für irgend eine Zeit den vom Planeten seit jener 
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Epoche des Perihels zurückgelegten Bogen oder daa Prodnct von -^ mit 

der Zeit durch w^ so werden die heliocentriachen Coordinaten des Pla- 
neten allgemein durch 

X = ar8iH(A' + ic^) 
ff = hr$m(Jff + ic^) 
M = crsin(C + w) 

gegeben sein. Mit diesen hrauchte man nur auf hehannte Art die Son- 
nenooordinaten aus den Jahrhfichem su verbinden , um den zugehdiigen 
geooentrischen Ort su finden« 

Es bedurfte su dem Berechnen der Ephemeride, wie in den ähnlichen 
FäUen, welche der Leser spater kennen lernen wird, noch nicht einmal 
der Ermittelung des Argumentes der Breite, indem Ä' schon gleich 
it + « — ß, B' = 7? + « — ß, C'=C+« — ß. Da es aber 
ein Interesse hat, auch die auf die Ekliptik bezogenen Elemente zo 
finden, so machen wir noch von den Formeln 8) und 9) der Vor- 
lesung Neunzehn Gebrauch. Wird die Schiefe der Ekliptik oder £ gleich 
23<^ 27' 14",8 aus den Jahrbüchern für 1864 entnommen, so ist 

tangq = — = — — te«^ 66« 33' 33",9, 
c et 

also: 

« — a= — 43«6'19",1, 
£ + g = 90« (Z 48",7, 

und wir erhalten: 

V2 {B' + (T) — (at — <ß) = 90« 10' 18".8 
oder 

Ä — ß = Arg. der Breite = 277« 55'7",5, 

zum Sept. 25,5 gehörig, hieraus 

j1 = it' — (ä — Sä) — 184«25'39",9 
Q> = 94«12'54",7 
i = 40 40' 20". 

Diese Genauigkeit genügt, um ^u beurtheilen, ob die Kleinheit von i 
vielleicht nöthigt, bei der Berechnung einer elliptischen Bahn die Be- 
stimmung aus drei vollständigen Beobachtungen, welches die bequemere 
ist, zu verlassen. 
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Einundzwanzigste Vorlesung. 

Die Qauss'sche Methode zur Berechnung einer Kreisbahn*). 

Das Verfahren von Gauss, an zwei vollständige Beobachtungen eines 
Planeten eine Kreisbahn anzuschliessen , gewährt für die Ekliptik eine 

sehr bequeme Rechnung. 

Wir beginnen damit, uns die Lage der Bahnebene gegen die Eklip- 
tik, sowie die Bedingungen der Aufgabe, noch auf eine andere Art in 
Fig. 15 zu versinnlichen. 

Fig. 15. 




Es sei EC der die Ekliptik vorstellende grösste Kreis der Himmels- 
kugel, T und T' seien die Oerter der Erde auf derselben, d. h. diejenigen 
Punkte der Sphäre, auf welche die Radienvectoren der Erde in den beiden 
Beobachtungen gerichtet sind. Durch jede vollständige Beobachtung 
wird die Richtung oder eine Gerade, auf welcher der Planet sich zur Zeit 
der Beobachtung befinden muss, völlig bekannt, demnach auch die Lage 
der Ebene, welche durch diese Gerade und den Radiusvector der Erde in 
derselben Beobachtung gelegt werden kann. Diese Ebenen für die erste und 
die zweite Beobachtung werden in der Figur durch die grössten Kreise TD 
und T'D, welche sich in 2> schneiden, vorgestellt. SiPP sei die 
Bahnebene des Planeten, worin ^ der aufsteigende Knoten, in der Eklip- 
tik, P und P die heliocentrischen Oerter des Planeten in beiden Beob- 
achtungen. Die geocentnschen Oerter in der Figur 15 mit TI und 77' be- 
zeichnet, fallen ofienbar ebenfalls in die grössten Kreise TD und T* D. 
Man kann femer noch leicht bemerken, dass der Bogen TP nichts Ande- 
res ist, als der Winkel, welchen der Radiusvector des Planeten mit dem 
Radiusvector der Erde in der ersten Beobachtung bildet, T* P dasselbe 
für die zweite Beobachtung. Diese beiden Bogen sind nicht von vorn- 



*) Der Verfasser verdankt diese Methode den mündlichen Mittheilangen von Gauss, 
bei Gelegenheit eines Auftrages zur Untersuchung der Bahn der Eunomia. 
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herein gegeben, dagegen die Bogen T Tl und T 77', d. h. die Winkel, wel- 
chen an der £rde die Beohachtungsrichtungen mit den Verlängerungen 
der Radienyectoren der Erde in beiden Beobachtungen bilden; diese bei- 
den Winkel sind demnach identisch mit den Bogen, welche wir in den 
yorhergehenden Beobachtungen mit % und %' bezeichneten und auch hier 
wieder der Kürze wegen so bezeichnen wollen. Stellen auch wieder z 
und ier' die Winkel am Planeten im Dreieck: Sonne, Erde, Planet für die 
Beobachtungszeiten t und t* yor, so ist nach dem Vorhergehenden: 

TP = % -- e 

Tn = x 

Der Kürze halber bezeichnen wir auch noch die sphärischen Winkel 
TDI* mit £, D TC mit y, D T C mit /. Legen wir noch durch ä 
und 7t' die Bögen TIA und TIA* senkrecht zur Ekliptik, so ist, wenn: 

A, A' die geocentrischen I^ängen des Planeten 
/3, /3' „ „ Breiten „ „ 

£r, L' die Längen der Erde bedeuten, 

TA = A — i 

rA' = V — JJ 

HA =ß 

n'A'=ß\ 

also nach den Formeln rechtwinkliger sphärischer Dreiecke 

tang ß 



1) tangy = 

2) sinx = 



sm(A — Z)' 
sinß 



sin y 

Die früher aufgestellte Formel für x 

cos X = cosß cos (A — L) 

kann zur Controle der Rechnung dienen. Für einen eben entdeckten, 
noch in der Nähe seiner Opposition befindlichen Planeten, pflegt der Win- 
kel X uicht gross zu sein, weshalb seine Bestimmung durch 1) und 2) der 
anderen vorzuziehen ist. 

Bei der zweiten Beobachtung hat man analog: 

tangß' 



3) tangy* = 



sin (A' — X') 



4) smy^ = -T-S- 

sin y 

Nach der Berechnung von y und y* kann man nun sofort zur Auflösung 
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des Dreiecks TDT, d. h. zur Bestimmung der beiden Seiten T D, T' D 
und des Winkels TDE oder E, aus den Winkeln y (ISO® — /) und 
der dazwischen liegenden Seite TT oder L' — L schreiten. Die Gauss'- 
Bchen Dreiecksformeln liefern hier die Gleichungen: 

5) sin 1/2 « . sin V2 (TD + rD) = sin Vo (!/' — L) sin V2 (/ + ?) 

6) sin 1/2 E . cos ^iiTD -{- TD) = cos V'2 (L' — L) sin V2 (y' — y) 

7) cos 1/2 « . sin V2 (I'i^ — TD) == sin 1,2 (!/' — i) cos V2 (r' + r) 

8) cos V2 fi . cos 1/2 (TD — T' Z)) = cos ^A, (L' — i) cos V2 (r' — r). 

Hat man diese Vorbereitungsrechnungen beendigt, so erhält man 
für jede Hypothese über den Werth von r oder den Abstand des Planeten 
von der Sonne sofort die Bogen DP und DP', aus denen man dann in 
Verbindung mit dem von ihnen eingeschlossenen Winkel s die Seite PF' 
des Dreiecks PDP, d. h. den heliocentrischen Bogen J? J*', welcher, wenn 

die fiypothese richtig ist, gleich ^ sein soll, bestimmen kann. 

Denn ein Blick auf die Figur 15 zeigt, dass: 

9). . . . DP— DT— PT=DT'-{x--M) 
10). . . . DP=DT'—P'r=Dr'-{x'—z'\ 
während nach dem Früheren 

Esin% 



sin z 

r 

. , B* sin i' 

stn z = — 



r 

wobei wieder iJ und 22' die Radien vectoren der Erde voi-stellen. 
Setzen wir der Kürze halber : 

Winkel DPO = % 

„ DP0=7i\ 

so haben wir wieder nach den Gauss' sehen trigonometrischen Formeln: 

11) sin ^2 F P" sin ^2 (V' + V) = sin ^j^Bsin'^l^iD P + DP) 

12) cos 1/2 PPsin 14 {7i' — 7i) = sin V2 « cos V2 {DP ^- D P) 

1 3) sin V2 P P cos V2 in' + n) = ^^os \U s sin 1/2 {DP — DP) 

1 4 ) cos, ^I^PP cos 1/2 in' — n) = cos 1/2 s COR V2 {DP -- DP), 

aus denen PP, rj' und rj sich ergeben. Die beiden letzteren Grössen y 
und 1] gewinnen erst Interesse, wenn man den definitiven Werth von r 
gefunden hat, weshalb es vortheilhaft ist, dieselben aus den Versuchen zu 
eliminiren. Man addire zu dem Zwecke die Gleichungen 11) und 13), 
nachdem man auf beiden Seiten in das Quadrat erhoben hat, wodurch 
sich ergiebt: 

15) . . sin^'^PP'^ = sin^/2^^s?n^/2{DP + DP)^ 

+ cos V2 «* sin 1/2 {DP — DPy, 

Klinker fne«, theoretisclia Attronomie. 5 
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(wShrend kaum nOtbig scheint, eu bemerkoD , daw sich der Exponent 2 
nicht auf die in Klammem stefaenden Bogen, sondern anf das Qnadriren 
des Sinns bezieht). 

Hat man Sie definitive Löanng gefunden, an rechnet man nach den 
Formeln 9) bis 12), su dass auch ij und i}' bekannt werden. Wiederein 
Blick anf ligur 1& zeigt uns, wie die drei Elemente Si, i und der Ab- 
stand vom Knoten bei der ersten Beobachtung oder das Argument der 
Breite u durch Auflösung des Dreiecks PQ T tu finden sind. In diesem 
ist offenbar: 

Winkel f ß 2* == i =t Neigung der Bahnebene aur Ekliptik, 
€iP= «, 

a T = (i - fi), 

imd da auch Winkel SiPT = t), 

PTSi = 180« — y, 
PT = 1 — X, 
so ist nach den Drei ecksfor mein: 

16) «M '/«*«■»'/»[« ■\- (L — ß)} = st»Vs(X — '!)8m*/iiy + ij) 

17) sinVjics'/U« +(i- ß)] = cosVaa-«)smVa(7- nf 

18) cosy^isinV^lu - {L - Q.)'\ = sinViit - ^)eos^kiY + n) 

1 9) cos V, i cos Vs [u — iL — ß)] = cos Vj (z — «) cos Vs ( y — ij). 
Zur Controle der Rechnung dient die Uebereinstimmung des i oder 

der Neigung, wie sie aus 14) und 15) und aus Stn Vi«' folgt, mit der aas 
16) und 17) und ans cos^/^i. 

Zu weiterer Sicherung der Richtigkeit kann man noch das Dreieck 
SiP'T" zur Bestimmung der Elemente verwenden. 

3Ian hat darnach auch: 

20) sin '/j i sin ^/^ [m' + (L' — ß)] ^ sin '/» (%' — *') sin '/» (y' + V') 

21), si«V!t»cosv»[«' + (i' — ß)] = cos v»Ci:' — *')«w'A(y'— ij') 

22) cos V, t am '/s [«' — {L' — ß)] = sin »A (x* — «') cos i/, (y' -|- jj') 

23) cosVsicös VtK — (X' — ß)] = cos VäCz" — *')cosVs(/ — V)- 
Das Argnmentder Breite in der zweiten Beobachtung, «', muss noch 

der Bedingung genügen, daas u' — « =: PP = ,. ^ wird, wie es 

immer der Fall sein wird, wenn die Rechnung vorher in allen Theilen 
scharf geführt worden ist. 



u 
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Zweiundzwanzigste Vorlesung. 

Reclinungsbeispiel für die Gauss'sclie Methode zur 

Bestimmung einer Kreisbahn. 

Auf die in der zwanzigsten Vorlesung gegebenen Oerter der Har- 
monia wollen wir jetzt die Gauss 'sehen Vorschriften aus der vorigen 
Vorlesung zur Anwendung bringen, nachdem wir sie, wie in Vorlesung 
Dreizehn gelehrt wurde, in Länge^ und Breite verwandelt haben. Der 
Werth von £ oder der Schiefe der Ekliptik findet sich in den astrono- 
mischen Jahrbüchern für die Beobachtungszeiten zu 23^27'14'\8 ange- 
g'eben. Die Verwandlung des ersten geocentrischen Ortes in Länge und 
Breite macht sich dann in folgender Weise: ^ 

a = 210 29' 8",8 « = + 0^ 48' 4",2 
Zo^f sin « = 9,563802 log sin (M + b) = 9,969367 
log cos = 9,999968 logm =9,564076 



log m sin M= 9,563760 log s- = 0,003872 

^ ' ^ cosß 



log sin ä=logmcosM= 8,146686 log sin l = 9,537315 

log fang M= 1,418174~ k = 200 9'26",5 

M=87<>48'48",9 Controle der Verwandlung 

log sin M= 9,999684: log cos a = 9,968720 

log m = 9,564076 log cosS " = 9,999958 



£ = 23^27' 14",8 log cos ä cos a =9,968678 

log cos (M + £) = 9,Ö59578n log cos X = 9,972550 

log sin ß = 9,l2S664n logcosß =9,996128 



ß = — 7038'22",2 log cos ßcosl = 9,968678 

Durch dieselbe Verwandlung erhält man für die zweite Beobachtung: 

A'= 180 19'29",7 
/S' = — 70 44'26",1. 

Femer wird: 

1864, Sept. 21,5: L = 3590 10'37",1 logB = 0,001320 
Sept. 29,5 : r= 7^1' 55",8 log H = 0,000344 

und nach Formel 1) und 2) der einundzwanzigsten Vorlesung: 

5* 
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logtangß .... 9,127527» log sin ß = 9,123665„ 

log sin ß — L) 9,553942 logsiny = 9,545069i. 

log lang y .... 9,573585„ log sin % = 9,578596 

y =r — 20^32' 12",2 X = 22» 16' 10",0 

log cos ß = 9,996128 
log cos (A - - L) = 9,970208 

9,^66336 
log cos X = 9,966335. 

Durch eine Rechnung dieser Art für den zweiten geocentrischen Ort 
wird nach Formel 3) und 4) 

/ = — 34M5'56",9 x' = 130 39'45'M, 

und da 

V« (!/' — L) = 3« 65' 39",35 

\^2 (/ + y) = — 27» 39' 4'',ö5 

V2(/ — y) =—70 6' 52^35, 

wird die weitere Rechnung für €, TD und P D nach der Formel 5) bis 
8) die folgende: 

sin V, ilJ—L) = 8,835664 st« V« {L' — L) sin V« (/+ y) = 8,502265« 
cos V« ip—L) = 9,998979 cos 1/2 {L* — L) sin ^liiv'—y) = 9,091887« 
sin V2 (/ + y) = 9,666601« sin % (X' — L) cos ^/2(y'+y) = 8,782994 
cos V2 (y' + y) — 9,947330 cos ^ '^ (L' — L) cos V2 (y'— y) = 9,995622 
sin 1/2 (/ — y) = 9,092908« lang V2 (D T + D r) = 9,410378 
cos V2 (y' — y) = 9,996643 V2 (2> ^ + BT)= 194« 25' 38",07 

smV2« = 9,105803. 

In Betreff des Quadranten , in welchem V2 (^ ^ + ^ ^) «nd 
^/i (D jT — D T') zu nehmen sind , kann man sich an die Regel halten, 
dasB V2 ^ ini ersten Quadranten liegen soll , also sin ^/^ s und cos ^ ^2 ^ 
positiv werden müssen. 

Es wird ferner: 

tangV^iBT — DT^ = 8,787372 
V2 (DT — DT*) = 30 30' 25",65 
cos V2 « = 9,996436. 

Eine Gontrole der Auflösung des Dreiecks besteht darin, dass sin ^ 2 s 
und cos ^2 * einander entsprechend gefunden werden ; dies ist hier der Fall. 
Man erhält 

i/j£ = 70 19'48",41 

DT= 197056' 3",72 

DT— 1900 55' 12^42. 
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Hiermit sind die Yorbereitungsrechnnngen erledigt, 
nun einen Versuch mit der Hypothese 

r = 2,3, 

so ergiebt sich für z und / die Rechnung: 



«9 
Macht man 



logB= 0,001320 
sin% = 9,578596 



%7 



9,638272 



sinz = 9,218188 
z = 90 30'46",0 
X — z = 12045' 24",0 
und nach 9) und 10) DP = 
-Z>T— (;C— ^)== 1850 10'39'',7 



log m r=r 0,000344 
sin i = 9,373285 

log— = 9,638272 
r 

'"sin'z' = 9,011901 

z* = 50 53'57",0 
X' —z' = 70 45'48",1 ' 

DP' = nr -- ix' - ^ 

= 1830 9'24",3. 



Da es wahrscheinlich, dass die Hypothese nicht gleich genügen wird, 
also die Grössen 1; und rj' in den Gleichungen 11) bis 14) vorläufig ohne 
Bedeutung sind, kommt zunächst Formel 15) zur Anwendung: 



sin V2 « = 9,105803 
sm^l^ipP + DP) = 8,861341« 



cos V2 f = 9,996436 
sin V2 (DP — DP') = 8,246379 



7,967144« 
X 2 = 5,934288 



8,242815 
X 2 = 6,485630 

5,934288 
Differenz . . 0,551342 
Zech .... 0,107539 



6,593169 
X V2 = sin V2 -P = 8,296584 

i/^VI^ = 10 8' 3^55 
PJP' = 20 16'7",10. 

logh(t^ — ist» wie in Vorlesung Zwanzig, gleich 4,453096, also 
logk(if — t) — ^lilogr = 4,453096 — 0,542592 = 3,910504, 

k{t' — t) 



r% 



8137",74 = 20 15'37",74, 



und demnach 



piv _ ^(*' ~ ^^ = + 29",36. 



Führt man die Rechnung für eine Hypothese, worin logr um fünf 
Feinheiten der dritten Stelle grösser als in der vorigen, d. h. gleich 
0,366728 angenommen wird, so erhält man : 
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Die Aenderung von fünf Einheiten in der dritten Stelle des Ix>garith- 
mns von r hat demnach eine Aendemng von 31^,67 in jener Differenz be- 
wirkt, eine solche Einheit hringt also eine Aenderong von 6^', 8 3 hervor. 
Um den Fehler von — 2'^31 zu heseitigen, wird man den entsprechen- 
den Werth von lo^ r um 0,000277 verkleinern^ also 

Jogr = 0,366363 r = 2,324679*) 

setzen müssen, welches Letztere wir ohne Bedenken als definitive Lösung 
behandeln können. Es werden daher die definitiven Werthe von js und z' 



Dadurch wird: 



g= 9»24'39",13 
y= 5«50'10",78. 

DP = 185» 4'32';85 

DP' =183 5 38",10 
VaCDP + DPO = 184» 5' 5",47 
1 /, (D P — D PO = 0« 59' 27",37, 

aufweiche Zahlen nun die Formeln 11) bis 14) in folgender Rechnung 
zur Anwendung kommen : 

st» 1 's (DP + DP) = 8,852686, sin V2 P P' sin ^ ^3 (^ + i^) = 7,958489. 
008^^2 (DF+DP) = 9,998895,. sin 1 ', PPcos 1^2 (ly' + ly) = 8,234337 
SW14 (DP— DPO = 8,237901 cos^^^PP'sin V2 (V— i?) = 9,104698, 
cos V2 (DP—DJP^= 9,999935 cos Va PP cos V2 (V — ^) = 9,996371 
sin V2 E = 9,105803 

cos V2 « = 9,996436 

Es ergiebt sich (ohne Zweideutigkeit, weil ^2PP' und cos^/^PP 
negativ werden muss) 

VAV' + V) = — 27055' 0\59 

V2(V — ^) = — 7U8'26",00 

V = — 200 36'14",59 

V' = — 350 13' 46^,59 

\/2PP'= P 6'44",24 

PP =z 20 13'28",48 

-^. — - = 20 13'28",50, 



*) In Vorlesung Zwanzig wurde % r = 0,365800 gefunden ; der Unterschied gegen 
den obigen Werth darf bei der Verschiedenheit der Methoden nicht befremden. 
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ferner wird die Rechnung der Gleichungen 16) bis 19) der vorigen Vor- 
lesuDg in folgender Weise erledigt: 

Va (y + ^) = — 200 34' i3'/^39 

V2(y — >?)= + 00 2' 1",19 

Mr + ^) = 9,545750« swV2«sm 1/2 [«* + (!'— 'ß)] = 8,584879» 

A (y + n) = 9.971388 sin V2 i cos V2 [u + (2. — ß)] = 6,766302 

A (y — V) = 6,769042 cos V2 i sin 1/2 [w— (i — ß)] = 9,020517 

/2 ()^ — '»?) = 0,000000 cos 1/2 « cos V2 [««—(X — ß)] = 9,997260 



SiW 

cos 
sin 
cos 
sin 
cos 
also: 



/a (;^ — ^) = 9,049129 
/^(X —0) = 9,997260 



oder: 



und also: 



1/2 [u + (L - ß)] = 270051' 0".67 
Va[w — (X — Si)] = 60 1' 20^94 

1/3 1= 20 15'18",28, 

u = 2760 52'21",61 
L^Q>= 2640 49'39",73 



ß= 940 20'57",37 
i = 40 30' 36",56. 

Zur Controle berechnet man endlich w', Si und i auch aus 20) bis 23) 
auf dieselbe Art und erhält : 

u' = 2790 5' 50",28 
ß = 940 20' 57",20 
i = 40 30' 36",52, 

es iit demnach hier ii' — u = 20 13'28",67, nahe mit dem Früheren 
übereinstimmend, die stattfindende Abweichung von 0",17 wird durch die 
Abweichung in ß bei der geringen Neigung so gut wie vollständig auf- 
gehoben und unwirksam gemacht. 

Nach Dr. Powalky, welcher die Bahn der Harmonia auf das Sorg- 
fältigste bestimmt hat, ist ß = 930 35'58",8, i = 40 15'54",8. Die 
Bahnneigung gehört, wie man sieht, zu den kleineren und würde bei der 
Berechnung einer elliptischen Bahn vielleicht zu einer besonderen Me- 
thode, der Bestimmung aus vier Beobachtungen, genöthigt haben. 



Dritti' AbtlicMlurif;. 

Die Bestimmung der parabolischen Bahnen yon 

Kometen. 

Dreiundzwauzigste Vorlesung. 

Einleitende Bemerkungen über die Kometenbahnen. 
Wiedererkennen firülier erschienener Kometen« 

Die in der sweiten Abtheilung vorgetragenen Methoden zur Berechnung 
einer Kreisbahn, welche gelegentlich der Entdeckung neuer Planeten schätz- 
bare Dienste leisten können (obgleich sie im Allgemeinen nicht ermöglichen 
würden, einen solchen Himmelskörper nach seinem zweiten Stationärwerdea 
und Unsichtbarwerden in der Abenddämmerung in einer nächstfolgenden 
Erscheinung zwischen unzähligen Sternen desselben Aussehens wieder 
aufzusuchen), erweisen sich gänzlich unbrauchbar bei den Kometen, einer 
ihrer physischen Erscheinung nach noch immer sehr räthselhaften Classe 
von Gestirnen, die nach Keppler'» Ausdrucksweise zahlreicher ist, als 
die Fische im Ocean. Ihre Bahnen vertreten den Grenzfall der Ellipse, 
wo dieselbe zur Parabel übergeht, so ausserordentlich nahe, dass selbst 
aus längeren Beobachtungsreihen eine Abweichung nur in den selteneren 
Fällen festzustellen ist. Es kann daher immer ohne alles Bedenken, bis 
die Beobachtungen mit Entschiedenheit eine Abweichung von der Para- 
bel und dass der Komet zu den sogenannten periodischen gehört, ver- 
rathen, die Excentricität e = 1, also der Excentricitätswinkel (p = 90" 
gesetzt werden, womit, wie dem Leser aus der zweiten Abtheilung be- 
kannt, die Bewegung in der Parabel ausgedrückt wird. Somit bleiben 
noch die folgenden fünf Elemente zu bestimmen übrig: 

T die Epoche des Perihels, 

7C die Lage des Perihels, 

Si die Länge des aufsteigenden Knotens, 

i die Neigung der Bahn gegen die Ekliptik, 

q der Abstand von der Sonne im Perihel; 
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es sind daher auch fünf von einander unabhängige Data nöthig, wie sie 
z. B. in zwei vollständigen Beobachtungen und einer unvollständigen, 
in drei Rectascensionen und zwei Decliuationen oder drei Längen und < 
zwei Breiten enthalten sind. Die gebräuchlichste Methode für solche 
Rechnungen wendet, aus Gründen, welche der lioser weiter unten kennen 
lernen wird, drei vollständige Beobachtungen, d. h. drei geocentrische 
Längen und Breiten an, worin nach dera eben Gesagten ein überflüssiges 
Datum enthalten ist. 

Wir haben in den obigen fünf Elementen zwar nur eine einzige Un- 
bekannte mehr als bei der Kreisbahn, aber dieser Umstand war genügend, 
die Berechnung einer parabolischen Bahn , nicht bloss für das Zeitalter 
Newton's, welcher zuerst die parabolische Natur der Kometenbahnen ver- 
kündete, sondern noch für fast das ganze vorige Jahrhundert zu einer ausser- 
ordentlich schwierigen und zeitraubenden Aufgabe zu machen. Als prO" 
hlema lange difficillimum bezeichnet sie Newton, und obgleich er selbst 
und seine Nachfolger, die grossen Mathematiker des 18. Jahrhunderts, 
unter Anderen A. Lambert, Euler, Legendre, Laplace, Lösungen 
des Problems gegeben haben, so genügte doch keine darunter dem prak- 
tischen Bedürfniss. Erst die im Jahre 1796 von 01b er s erfundene Me- 
thode, deren Darstellung einen wichtigen Theil dieses Werkes bilden wird, 
besiegte auf überraschend einfache Art alle Schwierigkeiten. Bevor wir 
zur Auseinandersetzung von Principien übergehen, welche mit besonderer 
Leichtigkeit auf die Olbers'sche Methode führen, erscheint es zweck- 
mässig, noch Einiges über das praktische Bedürfniss, welchem die Kome- 
tenberechnung zu genügen hat, zu sagen. 

Ein nächstliegender Zweck bei solcher Bahnbestimmung ist, wie bei 
allen anderen Untersuchungen dieser Art, die Ableitung einer Epheme- 
ride, durch welche man den Lauf des Kometen und seine Helligkeit (so- 
weit dieselbe von reflectirtem Sonnenlicht herrührt und sich nach be- 
kannten Gesetzen richtet) in den Hauptzügen für den ganzen Verlauf der 
Erscheinung voraussehen kann. Es ist dies um so wünschenswerther, als 
gerade der geocentrische Lauf der Kometen viel zu verwickelt und reich 
an Wendungen ist, als dass man ihn ohne Ephemeride auch nur ciniger- 
maassen beurtheilen könnte""). 

Es ist gar nicht selten, dass ein Komet gegen die Zeit seines Peri- 
hels durch die Annäherung an die Sonne und weil er nur bei Tage 
über dem Horizont ist, unsichtbar wird, nach dem Perihel aber mit 
zuweilen gänzlich verändertem Glänze und Aussehen wieder auftaucht, 
wie dies unter vielen b.ei den berühmten Kometen der Jahre 1770 und 
1811 der Fall war. 

*) Gauss sagt daher in der Stelle der Vorrede der Theoria motus corpornm coe- 
lestium, wo Newton's Entdeckung, dass die Kometen sich in Parabeln bewegen, be- 
sprochen wird: Cometaeque usque ad illnm diem semper indomiti, vel si devicti vide- 
bantur mox seditiosi et rebelles, frena sibi injici passi, atque ex hostibus hospites red- 
diti, iter suum in tramitibus a calculo delineatis prosequuti sunt etc. etc. 
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Ein anderes wichtiges Interesse bietet die Vergleichong der Elemente 
eines neu erscheinenden Kometen mit denen früher berechneter, weil sie 
«den besten Anhalt bei der Beantwortung der Frage liefert, ob der neue 
Komet mit einem anderen identisch sei. Ein Verzeichniss der Bahnele- 
mente aller bekannten Kometen, bis in die neueste Zeit fortgeführt, findet 
man in mehreren Büchern, die sich mit den Kometen näher beschäftigen*). 

Je grösser die Uebereinstimmung von zwei Elementensystemen ist 
(wobei natürlich das Element T oder die Perihelzeit nicht in Betracht 
kommt), desto grösser ist auch die Wahrscheinlichkeit der Identität der 
Kometen. Hier wird also die Berechnung des ganzen ElementensystemB 
erfordert. Wenn es hingegen nur darauf ankommt, zu wissen, ob ein 
eben entdeckter Komet mit einem, dessen Wiederkehr ins Perihel unge- 
fähr um dieselbe Zeit erwartet wird, identisch sein könne, so reicht dazu 
schon eine einzige vollständige Beobachtung und das Verfahren der fol- 
genden Vorlesung aus. Es versteht sich übrigens noch von selbst, dass 
die Bahn eines Komet^i, welcher von Zeit zu Zeit in sein Perihel zurück- 
kehrt, elliptisch sein müsse, wie denn ja der Satz, dass die Kometen- 
bahnen Parabeln seien, nicht in aller Strenge gelten kann. 



Vierundzwanzigste Vorlesung. 

Kriterium aus einer vollständigen Beobachtung eines neu 
ersoMenenen Kometen, ob derselbe mit einem erwarteten 

identisch sein kann. 

Jede vollständige Beobachtung liefert auch die Lage einer geraden 
Linie, in welcher der Himmelskörper zur Zeit der Beobachtung sich be- 
finden muss, vollständig; die Lage der Bahnebene eines erwarteten Ko- 
meten ist gleichfalls durch dessen Knoten und Neigung gegeben, also 



*) So in der dritten Ausgabe der hier schon oft citirten 01b er s' sehen Abliandlung' 
j,Dr. Wilhelm Olbers' Abhandlung über die leichteste und bequemste MetHode, die 
Bahn eines Kometen zu berechnen. Mit Berichtigung und Erweiterung der Tafeln im 
Jahre 1847 von Neuem herausgegeben von J. F. Encke, Director der Berliner Stew 
warte. Dritte Ausgabe, vermehrt mit einem Anhange, die Fortsetzung und GrgänzuE: 
des Eometenverzeichnisses bis zum Jahre 1864 enthaltend. Von Dr. J. Q. Galle. 
Professor der Astronomie und Director der Sternwarte in Breslau. Mit dem Hildnis:^ 
von 01b er s und einer Figurentafel. Leipzig, Voigt u. Günther 1864. 
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auch der Punkt des Raumes, in welchem jene Gesichtslinie die Bahnebene 
schneidet. Soll nun die Vermuthung, dass die Beobachtung dem erwar- 
teten Kometen angehört, einige Festigkeit erhalten und nicht gleich ganz 
zu widerlegen sein, so ist vor allen Dingen nöthig, dass der genannte 
Schnittpunkt nicht bloss in die Bahnebene, sondern auch in die Bahnlinie 
des erwarteten Körpers falle. Hierin besteht das einfache Princip des 
Kriteriums, welchem sich nun leicht die folgende Formel geben lässt. 

Es sei wieder, in Erinnerung der Vorlesung Einundzwanzig der zweiten 
Abtheilnng in Fig. 14 EG die Ekliptik, ß der aufsteigende* Knoten der 



F, 



ig. 14. 
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tf - 
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Bahn des erwarteten Kometen, T der Ort der Erde, T (^ der Winkel, 
welchen der Radiusyector i2 der Erde mit dem Badiusvector r des 
Kometen macht , femer. wieder der sphärische Winkel 0^ T = y, 
wie in der genannten Vorlesung. Bedeutet auch A die geocentrische 
Länge, ß die Breite, welche die Beobachtung ergeben hat, L die Länge 
der Erde, so ist, wie früher: 

tang ß 



tangy = 



stnx = 



sin (A — L) 

sinß 



und 



stny^ 

cos X = cosß cos (A — L). 

Der sphärische Winkel O^ß T ist offenbar gleich i; wir haben dem- 
nach durch Auflösung des Dreiecks (^ Si T nach den Gauss 'sehen For- 
meln, wenn ß (^= u = Argument der Breite, T (^ = X — ^> Win- 
kel ß C^ T = 71 gesetzt wird: 



A) 



si/n V2 V 5*^ V2 (^ + Z — is) = sin V2 (L — Si)sin ^jiiy + i) 
sin V2 '»? cos V2 (w + % ^ ^) = cos V2 (L — <ß) sin V2 {y — i) 
cos V2 ^ sin Va \u — (^ — z)] = sin ^l<i (L — ß) cos 1/2 (y + i) 
cos Va V cos V2 [«* — " ÖC — ^)] = cos V2 (-t» — ß) cos 1/2 (y — i). 

Nachdem aus diesen Formeln, die Grössen u und z^ d. h. das 
Argument der Breite und derjenige Winkel, welcher am Kometen 
von den Richtungen nach der Sonne und nach der Erde gebildet, 
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bestimmt worden . ergiebt sich die wahre Anomalie v des Kometen auf 
doppelte Weise, denn einmal ist: 

Rsinr 

= r ~ — : — -- 



cos ''2 V* sinjB 

oder: 

qsht£ 

wenn q den bekannteo Perihelabstand des erwarteten Kometen vorstellt, 
anderntheils aber auch: 

X — ^ -\- V = u 
oder : 

V = u — (JC — f}), 

wobei X — S^ dem Elemeutensybtcm desselben Gestirnes zu entDehmen 
ist. Beide Wei*the von v müssen übereinstimmen, es muss also die 
Gleichung: 



cos 1 j [tt — (ar — 5?)]-* = 



qsmz 



Bsinx 

ganz oder doch sehr nahe erfüllt sein, wenn die Möglichkeit und sogar 
Wahrscheinlichkeit, dass die Beobachtung dem erwarteten Kometen an- 
gehöre, bestehen bleiben soll. 

Bei Bahnen von kürzerer Umlaufszeit kann es zuweilen erforderlich 
sein, den Ausdruck von r in der Ellipse zu Wählen. Man berechnet in 
solchem Falle: 



tang ^ ^, E = l/rT" ' '^*^^ ^ -' [«* — (« — ^)] 



4-e 
und es muss dann: 



q sni z 



sein. 

Erstes RechnungsbeispieL 

Man erwartete im Jahre 1835 den Halley 'sehen Kometen zurück: 
gesetzt, man wäre über die Zeit seines Periheldurchganges sehr unsicher 
gewesen, so wäre die Frage aufzuwerfen und zu beantworten gewesen, 
ob folgende von Bessel in Königsberg angestellte Beobachtung: 

Aug.25: 14M4' 19"mittl.ZeitRecta8c.=86o 17' 7",7 Decl.= + 2402'56^8 

sich auf den Hall ey' sehen Kometen beziehen kann. 

Verwandelt man den Ort in Länge und Breite und auf Berliner 
Zeit, indem man den Meridianunterschied zwischen der Königsberger und 
der Berliner Sternwarte : 0^28' 24" von der Beobachtungszeit subtrahirt. 
so wird der zu prüfende Ort: 
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Aug. 25: 14* 14' 55" oder Aug. 25: 614109 A = 860 36'30",6 

ß = + 00 37'51",6. 

Für diese Zeit findet man die (mit Aberration behaftete) Länge der Sonne 
aus dem Berliner Jahrbuche für 1835 gleich 152^4' 36",4, also die Länge 
der Erde L = 332^ 4' 36'',4, log R = 0,004406. 

Den £influ8S der Aberration können wir noch bei einer Rechnung, 
wie die gegenwärtige, vernachlässigen, zumal der Einfluss der durch die 
Planeten erlittenen Störuügen viel bedeutender ist. 

Die weitere Rechnung ergiebt: 

y= 0041'36",9 
X = 114 31 28 0. 

Nach der sehr sorgfältigen Bahnbestimmung von Rosenberger war 
für die Erscheinung des H alle y' sehen Kometen in 1759 5^ = 530 50' 27" 
7t — Q> = 1100 39' 59" i = 1620 36' 52", wobei zu berücksichtigen, dass 
das Aequinoctium das mittlere vom 13. März 1759 ist. Für die Erschei- 
nung von 1835 (genauer für die Zeit desPerihels und das mittlere Aequi- 
noctium des 7. November) giebt Rosenberger jene Grössen wie folgt an: 

ß= 550 11'21",4 
3r — ß = 110 40 22 7 
i = 162 16 35 5, 

und diese Werthe wollen wir daher bei Beantwortung der uns gestellten 
Frage zu Grunde legen. 

Es wird demnach V2(y + 0=81029'6",2, V2(y— 0= — 90H7'29",3, 
i; (L — Si) = 1380 26'37",5 und die Gleichungen A ergeben: 

V2 [w + (% — ^)] = 2210 36' 5,6 
^2 [w — (% — e)] = 140 38 26,3 

u= 2 14 31,9 
X — = 80 57 39,3 

e = 33 33 48,7. 

Den Gleichungen Ä genügen zwar auch Werthe von u und (% — ^)i 
welche um I8O0 grösser sind ; diese letzteren werden indessen durch die 
Betrachtung ausgeschlossen, dass der Komet noth wendig bei nördlicher 
geocentrischer Breite auch nördliche heliocentrische Breite gehabt haben, 
mit anderen Worten: dass u <^ I8OO gewesen sein muss; desgleichen ist 
X — ^ als Winkel in einem ebenen Dreieck iii diese Grenzen OO — I8O0 
eing^eschlossen , und es bleibt somit nur die angegebene Lösung übrig. 
Bei dem Halley' sehen Kometen ist noch femer - 

e = 0,967684 

log q = 9,766799, 

und da, nach dem Vorhergehenden 
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* , [i* — (« — ß)] = > , V = — 58« 42' 65",4, 
80 wird 

1 , i; = 9« 54' 6",0 

log cos 1 i [f* — (jr — ß)]* = 9,544344 

% ^r^ cos ^ iE» = 9,533034. 

Bsmx 

Bei dieser Uebereinstimiyong der rechten und linken Seite der Glei- 
chung B konnte die Identität des Ton Bessel beobachteten Kometen 
mit dem Hai ley 'sehen schon nach der einen Beobachtung als sehr wah^ 
scheinlich gelten. 

Zweites Reehnnngsbeispiel. 

Die Bahnen der Kometen von 1264 und 1556 seig«i einige Aehn- 
lichkeit mit einander; man hat aus den allerdings nicht sehr sicheren 
Beobachtungen gefunden, fllr den Kometen von 1264: 

ar— ß = 275ö45'0", ß = 178*U5'0", i = 30025' 0", Zogf 2 = 9,61364. 

bezogen auf das mittlere Aequinoctium von 1264,0 und f&rden von 1556. 

Ä — Si = 2620 49'6",ß=176«29'6", i = 36» 39' 12", %fl = 9,78254, 

bezogen auf das mittlere Aequinoctium von 1556,0. 

Waren die beiden Kometen identisch, so durfte man die Wiederkehr 
im Jahre 1848, und mit Berücksichtigung des ümstandes, dass im gegen- 
wärtigen Falle die von den grossen Planeten Terursachten Störungen die 
Wiederkehr um einige Jahre verzögern müssten, gegen Mitte der 50er 
Jahre dieses Jahrhunderts erwarten. Konnte nach einer einzigen, und 
zwar der folgenden Beobachtung: 1855, Juni 4, 10*30' mittl. Gröttinger 
Zeit, Rectasc. = 104^20', DecL 36^30' zu urtheilen, ein am 3. Juni 1855 
von Donati zu Florenz entdeckter Komet wohl der erwartete sein? 

Durch eine Transformation, wie die frühere, erhalten wir: 

Juni 4: 10* 43' 49" mittL Berl. Zeit = Juni 4,4471 A = 78»11'6'' 

ß = + 130 37' 37". 

Zur selbigen Zeit ist die Länge der Erde L = 253® 38' 30" ond 
logB = 0,00642. Die Berechnung von y und % ergiebt 

y = 1080 5' 42" 

X = 165« 38' 58". 

Zur Bestimmung der Quadranten, in welchen y und % liegen, trägt auch 
hier die Bemerkung bei, dass nicht nur % <r 1-800 werden muss» sondern 
auch die Gleichung cosx = cosßcos (k — L) erfüllt sein, also da cosß 
nothwendig positiv ist, cosx uiit cos (A — L) gleiches Vorzeichen haben 
muss. Die Formeln A) rechnen wir mit den Elementen von 1556 als den 
wahrscheinlich sicherer bestimmten, wobei wir indessen nicht verfressen 
dürfen, dass wir auf das Aequinoctium der Beobachtung angenähert reda* 
ciren müssen. Durch die Präoession seit 1556 w&chst Si um 4^10^30^'; 
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es ist also das reducirte ß = 180^39' 36"; die sehr viel kleineren Aen- 
derungen, welche auch n — Q> und i durch die Präcession erfahren, kön- 
nen wir hier, ebenso wie die Nutation, vernachlässigen. Wir setzen dem- 
nach X — fö = 720 58'54", y + « = U40 44'54", y — i=710 26'3O", 
1/2 (i — fö) = 360 29' 27"; i/^ (y _|_ i) ^_ 720 22' 27'', V2 (y — i) 
= 35043' 15", und erhalten dann aus den Formeln A) 

V2 [«* + ix -^)]= 5p0 22'12" 
V2 bf' -ix- ^)] = 15 25 24 

u= 65 47 36 

% — £? = 34 56 48 

also £( == 130 42 10 

w — (jr — (ß) = 162 58 30 
V2 [t* — (Jr — Sä)] — 81 29 15 
logcos^liV^ = 8,34068 

log ^— — = 0,26165. 

In diesem Falle zeigen sich die Zahlen, auf deren Yergleichung es an- 
kommt, gänzlich verschieden; die Gleichung B) ist nicht erfüllt und es 
konnte deshalb die Identität des neu entdeckten Kometen mit dem von 
1556 entschieden verneint werden. 



Fünfundzwanzigste Vorlesung. 

Vorbereitende Bemerkungen zu der Methode von Olbers. 

Für das Problem der Bahnbestimmung von Kometen, nicht weniger 
auch für die Planeten, ist die Bemerkung von der grossten Wichtigkeit, 
dass der Aufgabe alle ihre Schwierigkeiten genommen sind, sobald man 
für zwei in Zeit hinreichend verschiedene Beobachtungen die Entfernun- 
gen der Himmelskörper von der Erde kennt. Denn aus diesen Grössen, 
für die wir mit Beibehaltung der früheren Bezeichnung wieder q und q'* 
setzen, ergeben sich, wie schon in der zweiten Abtheilung ausführlich ge- 
zeigt wurde, die beiden zugehörigen Radien vectoren rund r", die heliocen- 
triBchen Längen und Breiten 7, b, V\ 5", und der durch die heliocentrische 
Bewegung in dem Zeitintervall ^' — t zurückgelegte Bogen, d. h. die 
Differenz der wahren Anomalien v" — v. Nun haben wir aber für die 
Parabel nach Vorlesung Sechs:. 
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-7= COS 1 o V ' = — =r 

Vq l/r" 

oder, wenn wir diese Gleichungeu einmal zn einander addiren, das andere 
Mal von einander snbtrahiren: 



A. . sin V« K + V) sin ./, (V" -v) = ^-j^. 



demnach : 



I.) 



±. . sin \U (V" + v)=-. . , (^ - ^) oose. ' '. (t," - u) 



Diese Gleichungen liefern den Perihelabstand q und die halbe 
Summe der wahren Anomalien V2 (^" 4" v)« welche letztere mit der 
schon bekannten Differenz ^ '2 (v" : — ^) verbunden , die beiden wahren 
Anomalien selbst giebt. Aus v folgt mittelst der ßarker' sehen Tafel 
das zugehörige M^ also auch der zeitliche Abstand der ersteren Beob- 
achtung vom Periliel; auf dieselbe Art er giebt v" die Epoche des 
Perihels. 

Was die Elemente Si^ n — Q>, i betrifft, so hat man schon nach 
dem Früheren: 

rsinh == sin i sin (v •\- % — Si) 
rsinh" =r sin i sin (v" -\- n — ß), 

welche Gleichungen, addirt und subtrabirt, i und n — Sl finden lassen. 
Für die Berechnung von <ß hat man : 

tang(l — ß) = cos i fang (y -\- n — <ß) 

und auch: 

tang(l" — <ß) = cos Hang '{v^' + Jr — <ß). 

Man ersieht hieraus, wie in Wirklichkeit die ganze Aufgabe, die 
fünf Bahnelemente eines Kometen zu finden, darauf zurückgeführt werden 
kann, die zwei Unbekannten Q und q" zu bestimmen, ganz ähnlich, wie 
bei der Kreisbahn die in ihr vorkommenden vier Elemente leicht zu be- 
rechnen waren, sobald man Q kannte. Im gegenwärtigen Falle haben 
wir eine Unbekannte mehr, als bei der Kreisbahn, und entsprechend auch 
eine Bedingungsgleichung mehr. Denn während bei der Kreisbahn für 
das den heiden Beobachtungen geometrisch genügende r die Bewe^^ngs- 
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bedingung, oder, wie man zu sagen pflegt, die phoronomische Bedingung 

— ^—5- = v' — v zu erfüllen war, haben wir bei der Parabel erstlich 

der phoronomischen Bedingung für die Parabel aus Vorlesung Zwölf: 
(,. _|_ /' -I- x)% — (r + r" — x)% = 6 Ä (t'' — t\ 

worin x die beide Radienvectoren verbindende Sehne bedeutet, zu genü- 
gen, zweitens aber auch noch von einer weiteren Beobachtung die eine 
Coordinate darzustellen. Die eben angeführte Gleichung ist uns schon 
unter dem Namen der Lambert 'sehen bekannt. 

' Es stände uns somit der Weg offen, die beiden Abstände von der 
Erde q und q" durch Versuche so zu bestimmen, dass sowohl der Lam- 
bert' sehen Gleichung, als auch der einen Coordinate der Rectascension 
oder Declination, der Länge oder der Breite einer, am besten in die Mitte 
der Epochen t und t^' fallenden Beobachtung genügt wird. Es ist dies 
auch in Wirklichkeit eine der empfehlenswerthesten Methoden für die 
Verbesserung eines schon nahe bekannten Elementensystems; für den 
Fall jedoch, welchen wir hier zu behandeln haben, in welchem wir gänz- 
liche Unkenntniss aller Bestimmungsstücke der Bahn voraussetzen, würde 
ein solches Tatonnement über zwei Unbekannte meistens eine erschreckend 
lange Rechnung verursachen. Dieser zu entgehen und die Versuche von 
ähnlicher Einfachheit, wie bei der Kreisbahn, zu haben, müssten wir wie 
dort eine Relation zwischen q und q'^ haben, welche Alles auf die eine 
Unbekannte q reducirt. 

Wir werden nun in der folgenden Vorlesung sehen, wie inWirklich- 

keit das Verhältniss ^— unmittelbar durch die Data dreier vollständiger 

Q 
Beobachtungen und die Zeitintervalle mit genügender Schärfe ausgedrückt 

werden kann; wir können also dann aus Q allein die Grössen r, r", x be- 
rechnen und den Werth suchen, welcher durch Befriedigung der Lam- 
bert' sehen Gleichung sich als den richtigen zu erkennen giebt. 



Sechsundzwanzigste Vorlesung. 

Ableitung des Olbers'schen Ausdruckes für das Ver- 
hältniss von zwei Distanzen von der Erde q und (>". 

Eine solche Vereinfachung der Bestimmung von noch gänzlich unbe- 
kannten Bahnelementen , wie wir sie jetzt vornehmen wollen , wird durch 
eine in der Praxis regelmässig von der Natur gebotene Erleichterung er- 

Klinkerfues, theoretiiohe Astronomie. Q 
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möglicht, die darin besteht, dass die der ersten Berechnung zu Grunde 
zu legenden Beobachtungen niemals durch sehr grosse Zeitintervalle von 
einander getrennt sind. Es ist z. B. erfahrungsmässig selten, dass man 
genöthigt wäre, das Zeitintervall zwischen zwei benachbarten Beobach- 
tungen zur Bahnbestimmung grösser als zehn Tage zu wählen, obgleich 
meistens mit Nutzen für die zu erhaltende Näherung ein grösseres ange- 
wendet werden kann. Der eben erwähnte Umstand nun erlaubt eine 
der einfachsten, angenähertsten und nützlichsten unter den vielen nicht 
ganz strengen Voraussetzungen, zu denen man zur Abkürzung dieser 
sonst sehr zeitraubenden Rechnungen zu greifen pflegt. 

Es sei in Fig. 15 S die Sonne, PP'P" ein Stück der Bahn irgend 
eines Himmelskörpers um die Sonne, mag dieselbe parabolisch oder ellip- 

Fig. 15. 




tisch sein. SP oder r, SP' oder r', SP" oder /' seien drei Radien- 
vectoren, entsprechend den Zeiten t, t\ t"; Q der Durchschnitt des mitt- 
leren dieser Radienvectoren mit der die Punkte P und P" verbindenden 
Sehne. Betrachten wir nun das Verhältniss eines der von zwei Radien- 
vectoren und einer Sehne gebildeten Dreiecke zu dem ihm entsprechen- 
den Sector, so bemerken wir leicht, dass dasselbe für massig grosse Zei- 
ten immer der Einheit sehr nahe bleiben wird; wir dürfen uns dahrer er- 
lauben, für das Verhältniss 

^SP'P'' 

dSP'P 

das Verhältniss der Sectoren : 

Sector SP'P' 
Sector SP'P' 

welches. letztere aber bekanntlich gleich 

a - i 

ist, zu setzen. Ausserdem haben aber die mit einander verglichenen 
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Dreiecke SPP' und iSP'P die gemeinschaftliche* Basis iSP'; sie verhal- 
ten sich demnach wie QP' zu QP, woraus denn die für die Olbers'sche 
Methode fundamentale Bemerkung folgt, dass die Sehne zwischen den 
beiden äusseren Oertern sowohl bei den Kometen, als bei der Erde, vom 
mittleren Radiusvector sehr nahe im Verhältniss der Zwischenzeiten ge- 
schnitten werde. Es ist auch leicht zu erkennen, dass dies ganz beson- 
ders nahe der Fall sein wird, wenn die Zwischenzeiten gleich sind, d. h. 
t" — t' = t'-'t ist. 

Führen wir nun die Construction der Fig. 15 noch einmal, sowohl 
für die drei Oerter eines Kometen in seiner Bahn C, C, 0", als auch für 
die drei zugehörigen Oerter der Erde T, T', T" durch, und verbinden den 
Schnittpunkt der Erdsehne zwischen dem ersten und dritten Orte Q mit 
dem entsprechenden q der Kometenbahn Fig. 16, so lässt sich sogleich 

Fig. 16. 




eine sehr wichtige Eigenschaft der Richtung dieser Verbindungslinie und 
der. Lage einer Ebene, auf welcher sie senkrecht steht, nachweisen. 

Es ist nämlich klar, dass, wenn man sowohl die drei Punkte (7, g, C 
der Kometensehne, als auch die entsprechenden T,Q,T" der Erdsehne 
auf eine solche Ebene rechtwinklig projicirt, die Verbindungslinie Q g als 
Punkt erscheinen und folgende Figur entstehen wird (Fig. 17 [a. f. SJ). 

In dieser sind nun aber, wenn man die oben gemachte Annahme, 
dass die Sehne der Erdbahn von dem mittleren Radiusvector in demsel- 
ben Verhältniss geschnitten werde, wie die Kometensehne , beibehält, die 
Dreiecke ö T und Q T' 0" ähnlich ; denn es verhält sich 



d. h. 






6= 



Fig. 17. 
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da durch eine solche Projection das Verh&ltniss der projicirten Stücke 
offenbar nicht ge&ndert wird, und ausserdem ist Winkel CQT = 
Winkel C" Q T". 

Eb ist also G T parallel T" C*\ oder die auf diese Ebene projicirten 
Verbindungslinien swischen Erde und Komet für die erste und dritte 

Beobachtung sind sicli 
diametral entgegenge- 
|,n setzt. Demnach würden 

die geocentrischen Oerter 
des Kometen in der er- 
sten und dritten Beob- 
achtung, wenn sie für 
eine solche Ebene als 

Fundamentalebene 
transformirt würden, die 
beiden Langencoordioa- 
ten 180^ von einander 

T /^ 1 Q differirend ergeben. 

Diese auf eine andere 
Fundamentalebene als 
die Ekliptik bezogenen Längen wollen wir im Folgenden der Kürze hal- 
ber die Quasilängen, die zugehörigen Breitencoordinaten die Quasibreiten 
nennen. Die Richtung der Linie Qgt in Fig. 16 ist der Pol einer sol- 
chen Fundamentalebene; er muss also, da die Quasilängen der ersten und 
dritten Beobachtung um 180^ verschieden sind, noth wendig auf einem 
den ersten und dritten geocentrischen Ort verbindenden grössten Kreise 
der Sphäre liegen. Die Richtung von Qq liegt aber offenbar auch, da 
sie einen Punkt des Radiusvectors der Erde in der zweiten Beobachtong, 
mit einem Punkte des entsprechenden Radiusvectors des Kometen verbin- 
det, in einer durch diese beiden Radien vectoren, oder auch durch die 
Linien 81^ und T O in Fig. 16 gelegten Ebene. Allen in diese Ebene 
fallenden Richtungen entspricht aber der durch den geocentrischen Ort 
und den Sonnenort in der zweiten Beobachtung gelegte grösste Kreis der 
Sphäre. Die Richtung von Qg, d. h. der Pol der Fundamentalebene, 
für welche die Fig« 17 in Beziehung auf die Projectionen gültig ist, liegt 
also auf dem Durchschnitte zweier grösster Kreise, wovon der eine die 
gegebenen geocentrischen Oerter der ersten und dritten Beobachtung, der 
andere den zweiten geocentrischen Ort und den zugehörigen Sonnenort 
verbindet. Diese Richtung ist also zu bestimmen; denken wir uns 
letzteres Geschäft ausgeführt, so haben wir aus Fig. 17: 

QUrjr,, ^L. L.CT, 



worin C" 2* und C T die Projectionen der Distanzen Q*' und Q bedeuten. 
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Bezeichnen wir die Quasibreiten für diese Fondamentalebene mit (ß) und 
(ß'')i so hat man 

'CT= Q cos iß), er' = Q''cos(ß% demnach 



^" cos (/3") = 



t 



11 



t' 



II 



d. h. II. 



^1 _^ 9 <^os iß) 
cos iß) t" -- t' 



' ' ' Q ~ COSiß'') f — t 

Um zu einer einfachen Relation zwischen q" und Q zu gelangen, an 
der uns aus bekannten Gründen so viel gelegen ist, haben wir jetzt nur 
noch cos iß) und cos iß") zu entwickeln. Es sind diese Grössen auch die 
Sinus der Abstände des geocentrischen Ortes vom Pole der Fundamental- 
ebene, oder vom Durchschnitte der genannten grössten Kreise. In Fig. 18 
denken wir uns die drei geocentrischen Oerter des Kometen in (7, C", C" 

Fig. X8, 




und den Sonnenort der zweiten Beobachtung in S auf einen Himmels- 
globus aufgetragen und die beiden grössten. Kreise durch C und G^\S 
und Cf construirt; der Durchschnitt beider sei 2. Dann ist: 

cos iß) sin q G 

^ösT^") "~ sin q C" ' 

Werden noch die Bögen grösster Kreise S C und 8 O* gezogen, so 
bat man femer 

sin qC sinCSq 



sinS C 
sin q C" 



sin GqS 
sinC'Sq 



in 



also: 
III. 



sin S Cf' sin SqO 



sinqG sin 8 G sin G Sq 



sinqa'~ sinS G" sin 8qG" 

Die rechte Seite dieser Gleichung lässt sich unmittelbar durch die 
drei geocentiischen Längen und Breiten des Kometen A, j3, k\ ß\ k*\ ß ' 
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und durch die Länge der Sonne in der sweiten Beobachtung, ©', aus- 
dracken. Bedeuten nämlich y, y\ y" die Winkel, welche die durch S C, 
8Cfi SC* gelegten größsten Kreise mit der Ekliptik bilden, so wird : 

Winkel CSq = y' — y 

sin CSq _ sin (/ — y ) _ sin / cos y — ms y* sin y 
sinSqC' ~ sin (y" — yO ~~ «'« y" «^s y' — cos y" sin y' 
Eb ist aber nach Früherem (Vorlesung 21): 

sin SC = -T-^ 
smy 

stnSif = —. — w 
stn y 

tgß tgji ^9ß 

^'''^y — sin (A - r) " sin [k ~ (©' + I8O0)] — sin (©' — X) 

, tang ß' 

fang y = —, — jpri jk 

sm (O — A j 

,- tang ß" 

""^y = sin (0' - n • 

Die Gleichung III. geht dadurch in die folgende über: 

singC sinß sin y** sin y' cos y — cos y' sin y 

sin q C" sin ß" sin y sin y" cos y' — cos y" sm y' 

sinß siny' cotgy — cosy' 

sinß" cos y* — siny* cotgy" 

sinß cotgy — cotgy* 

sin ß** ' cotg y* *- cotg y*' 

_ cosß tang ß* sin (X — Q*) — tang ß sin {l* — QQ 

— cos ß'* tang ß'* sin {X* — ©') — tang ß* sin (A" — ©^ ' 

oder, wenn man der Kürze halber: 

tang ß* 

sin (X* — ©')"" ^ 

cos iß) 

setzt, und endlich in der Gleichung II. den hier für T-^Tr- gefundenen 

cos{p ) 

Ausdruck substituirt 

Q^ _ t" — t* cosß wsm (A — ©0 — tangß 
Q — t' ^ t' cosß**' tangß** - msin (X** - Q*) 



Es ergiebt sich hiernach zu jedem Werthe von Q sogleich das zuge- 
hörige 9", also auch r und r** und die Sehne x, die einzigen GrösseD, 
weichein der Lamb er tischen Gleichung ausser dem bekannten 6 1c (t** — i] 
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eine Rolle spielen, und eß bleibt nur noch übrig, sich für die über q an- 
zustellenden Versuche bequem einzurichten. 



Siebenundzwanzigste Vorlesung. 

Die Olbers'sche Methode zur Berechnung einer Kometen- 
bahn, in verschiedenen Formen. 

Der Schwerpunkt der Olbers' sehen Methode liegt in der Gleichung 
IV., welche durch die Annahme erlangt wurde, dass die Sehne der Erd- 
bahn zwischen dem ersten und dritten Ort vom zweiten Radiusvector in 
demselben Verhältniss, als bei dem Kometen, speciell in dem der Zeit- 
intervalle t" — t und if — tj geschnitten werde, was in den Fällen prak- 
tischer Anwendung immer äusserst nahe richtig ist. Der weitere Gang 
der Operationen kann mannigfaltig modificirt werden. Eine der einfach- 
sten und kunstlosesten Arten, die Versuche über q anzustellen, würde 
darin bestehen, dass man die heliocentrischen Coordinaten des Kometen, 
hier bezogen auf die Ekliptik, also, unter Anwendung früherer Bezeich- 
nung, die Ausdrücke: 

X = Qcosßcosl — BcosQ, x'^ = q" cos ß'' cos X'' — B"cosQ'\ 

y = Qcosßsink — B sin ©, y" = q" cos ß" sin A" — Ä" sin 0", 

z = Qsin ß, £f" = q" sin ß'\ 

x» == ix" - xy + (y - yy + {z" ~ .0)3, 

r^ == Ä« + ()2 -f 2{Bq) Bq, r"2 = B"^ + q"^ + 2{B!' q") B*' q'\ 

worin die Symbole {B q) und (JS" q") die in Vorlesung Neunzehn ange- 
gebene Bedeutung haben, berechnete, und ztir Probe für den Werth von 
Q in die Gleichung: 

(r 4- r" f x)% — (r + r" — x)% = 6 Ä (t" — 

einsetzte. Man sieht übrigens noch leicht ein, dass sich der Ausdruck 
für das Quadrat der Sehne x für alle Versuche auf die Form 

x^ = Ä + Bq + Cq" + D92 + Eqq" + Fq"'^ 
bringen lässt, welche, wenn man unter Benutzung der Gleichung IV. der 
vorigen Vorlesung 

setzt, in 

yc^ = A+(B+ CM)q +(D + EM + FM'^) q^ 
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übergeht. Denkt man sich einen Versuch mit dem Werthe (» = ge- 
macht, so muss offenbar das entsprechende x' das Quadrat der Sehne 
der Erdbahn zwischen dem ersten und dritten Orte werden; also ist der 
Goefficient Ä das Quadrat dieser Sehne. Auch die Coefficienten B' und 
C enthalten nur gegebene Grössen und können daher vor den Versuchen 
berechnet werden. 

Die eben gegebene Form ist durchaus nicht unbequem und von 
01b er s selbst gewählt worden. Wir können für die Versuche aber auch 
an die Gleichung 4) der Vorlesung Neunzehn, welche wir hier unter 
der Form 

(rr") rf^' = {BB!')BB!' + (Rq'')Rq" + (B"q)B!'9 + (q q'") qq" 

schreiben, anknüpfen. Da «2 = r^ + r"« — 2 (rr^') rr*\ so erhält 
man aus ihr 

X» = r^ 4- r'/2 — 2 (ÄJB") RR'' — 2 (Äp") Rq" 

^ 2 (JS" Q) R"q^2 (q q") q q'\ 

oder auch, da 

r« =iB2 + q2 ^ 2 (Rq) Rq = R2 ^ q2 ^ 2RQC0SX 

r"2 = B"2 + ^"2 + 2{R"q") R"q'' = i?"2 + q"2 4- 2R!'q"cosx'\ 
x3 = Ä2 _j_ 22"« — 2 (RR") RR" + 2 (Rq) Rq — 2 (Rq") Rq" 

+ 2 (R" q") R" q" - 2 (R" q) R" q 

+ q' + q"^ - 2 (Q q") q q". 

Die Summen der drei Glieder R^ + R"^ — 2 (RR") RR!' geben 
sich hier unmittelbar als das Quadrat der Erdsehne, welches wir im Fol- 
genden mit g'^ bezeichnen wollen, zu erkennen. Die Summen 9^ + q"^ 
— 2 (^ q") q q" entsprechen dem Quadrat einer Grösse, welche man die 
geocentrisch genommene Sehne des Kometen nennen könnte, d. h. der- 
jenigen, welche man erhalten würde, wenn man die Verbindungslinie 
zwischen Erde und Kometen bis zu einem Durchschnitt in der Erdsehne 
parallel verschöbe. Bezeichnen wir diese Grösse mit s und setzen (q q") 
= cos 0}, so wird 

§3 = ^a + p"« ~ 2qq" cosg) = q^ -^ 2qq" + q"^ + 2 q q" 

— 2 ^ q"cosg) = (q" — ^)2 4- 4 ^ q" sin V2 »^ = [(M — 1)2 

— 4 Msin V2 C] ^2, 

Die Einführung des sin ^/2 co ist für scharfe Rechnung nothwendig, 
wenn o ein kleiner Bogen ist; denn der cos G) würde sich häufig für eine 
beträchtliche Aenderung des Beobachtungsmaterials fast ganz unempfind- 
lich zeigen. 

Die Erdsehne g berechnen wir nach der Formel: 

g2 = (B" - iJ)2 -. 4.RR"sin^^/2 (©" - 0)». 
Der Ausdruck für x2 wird mit Einführung von g und s 
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x2 = ^2 + s2 + 2 [(Rq) B — {IH'q) B" 

^r M [(i2'>") Ä" - (Bq") S\] q. 

Der CoefQcient von q, auch in der Form 

2 [(B q) — M(B q")] ä — 2 [(B" q) — M (B" q")] B'* 

zu schreiben, lässt sich nach den für {Bq)^ {Rq") u. s. w. bekannten 
Formeln, ohne weitere Umformung mit hinreichender Schärfe berechnen ; 
doch werden wir bald eine viel vortheilhaftere Transformation auch die- 
ser Glieder kennen lernen. 



Achtundzwanzigste Vorlesung. 

Die Gauss'sche Umformung der Olbers'schen Methode. 

In den Formeln von Gib er s und in der eleganten und höchst be- 
quemen Modification, welche Gauss daran vorgenommen hat, bedeuten q 
und Q*' nicht die Distanzen selbst, sondern deren Projectionen auf die 
Ekliptik, die sogenannten curtirten Distanzen, nach unserer Bezeichnung 
demnach die Grössen Qcosß und Q"cosß", Aus diesem Grunde wol- 
len wir ebenfalls wenigstens für die nächsten Untersuchungen unter Q 
und 9" die curtirten Distanzen verstehen. 

Die genannte Modification erstreckt sich nicht auf den Olbers' sehen 
Ausdruck für das Verhältniss der beiden Distanzen, sondern nur auf die 
Berechnungsweise von x, r und r". Um für x einen bequemen Ausdruck 
zu gewinnen, wird eine einfache Construction zu Hülfe gezogen, auf die 
"«vir durch das Vorhergehende schon vorbereitet sind. Wir verschieben 
(Fig. 19, a. f. S.) die Verbindungslinie zwischen Erde und Komet in der 
ersten Beobachtung, T G mit sich parallel auf der Erdsehne, bis sie durch 
den Erdort in der dritten Beobachtung T" geht, wobei wir ihre 
Länge ungeändert lassen; oder, was dasselbe ist, wir tragen in G eine 
Liinie, der Erdsehne parallel und gleich, also ebenfalls von der Länge g, 
auf. Die Coordinaten des auf diese Weise festgelegten Punktes wollen 
-wir mit Xq, y^, Zq^ den Punkt selbst mit Cq bezeichnen. 

Nach der Natur der eben ausgeführten Construction, wegen des Pa- 
rallelismus und der Gleichheit der in G aufgetragenen Länge mit der 
£3rdsehne, übertreffen die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes Cq die 
des Punktes G um eben so viel, als die Coordinaten des dritten Erdortes 
T^' die des ersten T übertreffen. Es ist also , mit Beibehaltung früherer 
Bezeichnung : 
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a^o — « = Bf'cosV — RcosL = RcosQ — Jff'cosQ" 
yo — y = Bf' sin L" — RshiL = RsinQ — B!'sinQ" 

£o — e = 0. 
Setzt man denmaoh: 

X -— Xo = jB"oosO" — RcosQ z=gcosG 

y — yo= B!'sm O -^ RsinQ = g sin G, 

so ist G die Lange des Punktes C von c^ aus gesehen, oder, was wegen 

der Construction dasselbe ist, die L&nge des ersten Erdortes, vom dritten 

Fig. 19. 




"o.^ 



9 m 



aus gesehen, und g wieder die Sehne zwischen beiden. Bezeichnen \nr 
hier mit Qh dieselbe Grösse, welche wir in der vorigen Vorlesung s ge- 
nannt haben, d. h. den Abstand des Punktes Cq von dem dritten Eome* 
tenorte C" und setzen: 

rc" — a?o = ^" <^os a" — (> cos a = 9 Ä cos % cos H 
y" — yo = q'* sina" — Qsina = QhcostsinH 
z'* — 0Q = 9" fang ß" — q tang ß = ghsin^^ 

so bedeutet offenbar H die Länge des Punktes (?\ von Cq aus gesehen, 
t die Breite derselben Hichtung. Da aber ausserdem , mit Rücksicht auf 
die hier stattfindende Bedeutung von Q und q" 

n _ t" — t' tgß'sin (A — Q') — ig ß sin (k' — QQ 
9 — t' -^ t 'tgß^'sin (A' — ©') — tg ß' sin ß" — Q')*^' 

welche in der Vorlesung Sechsundzwanzig abgeleitete Gleichung wir im 
Folgenden unter der Form: 
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ßchreiben, so haben wir: 

MQcosa" — Qcosa = Qhcos^cosH 

M Q sin a" — Qsincc = Qh cos t, sin H 

M Q fang ß" — ^ tang ß = Qhsin^, 

Da Q aus diesen Gleichungen herausfällt, werden h, g, H völlig bekannte 
Grössen. 

In dem allgemeinen Ausdrucke für K^: 

geben wir den Differenzen a?" — a?, «/" — 2/» ^" — ^ ^^® Form: 
a?" — iT = a?" — Xq — (x — xo) = Qh cos t^cosH — g cos G 
y'* ^ y =z y — yo — (^ __ y^) = Qhcos^sinH — gsin G 

z'* — z •= z" — Zfi — (js — Zq) = Qh sin g, 
wodurch der Ausdruck für x^ wird: 

x2 = 92/^2 4- ^2 __ 2gQhcost,cos (ff — H). 
Für r2 und /'2 erhält man durch Bildung der Summen a;2 + ^2 _|_ ^2 
und a?"2 ^ y"2 _|. ^'2^ in welchen : 

X ^= Q cosl — B cosQ 
y z=z Q sinX — B sin © 
z = Q tängß 
aj" = 9" cos 1" — Ä" cos O" 
y = p"smA" — B"sinQ" 
^" = ^" ^aw^ ß'\ 

die Ausdrücke: 

y2 = Q'isecß'^ + jB2 — 2iJ(>cos (A — 0) 
/' = M?Q^secß"^ + Ä"2 — 2 MB'' Q cos (A" — 0"). 
Zu weiterer Abkürzung führt Gauss noch die Hülfsgrössen ^, V' 
und 9 mittelst der Gleichungen: 

cosß cos (A — 0) z= cos^ 
cos ß" cos (A" — 0") = cos ^" 

cosi cos (G — S) = cosq) 
ein; dann wird: 

r2 = (Qsecß — Bcosty + B^sintl^^ 
r"2 = (MQsecß" — B" cosipy + B"Hint''^ 
71^ = (gh — gcostpy + g^sinq)^. 
Da es sich empfiehlt, für q eine andere Unbekannte einzuführen, so 
wird ferner 

Qh — gcosfp = u 

gesetzt. Man bestimmt also hierbei zunächst Uy aus dessen Werth sich 
dann Q nach der Formel: 
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Q = 



u '\- gcostp 
h 



ergiebt. 

Der Leser ist durch das Vorhergehende in Stand gesetzt , das fol- 
gende Schema in allen Theilen sn verstehen, welches Gauss för Anstel- 
lung der Versuche bei einer Kometenbahn (▼. Zaches monatliche Cor- 
respondenz Bd« 28) aufstellt *). Bei der schon früher angegebenen, doch 
der VoUst&ndigkeit der Vorschrift wegen hier noch einmal zu wieder- 
holenden Bedeutung der Zeichen, wobei: 

t, t\ if' die drei Beobachtungszeiten, 
ky X\ k" die drei beobachteten geocentrischen Längen, 
/), ß\ ß" die drei geocentrischen Breiten, 
Q^ q" die curtirten Abstände des Kometen von der £rde, 
Ol O'f O" die drei Längen der Sonne, 
i2, Bff B!' die drei Radienvectoren der Erde 
vorstellen, berechne man: 

/ _r--j[ lang ß' sin {X--Q')''iangß sin jk' — 00 
^ ^ — r tang /J" sin (X' — ©') — tang ß' sin (A" — ©0 



V. . 






B!'cosi&' - 0) — 
i^"sm(0"— '©) 
M — cos (A" — k) 
sin (A" — k) 
Mtangß" — tangß 
cos i cos (ff — B) 
cos ß cos (k — O) 
cos ß'' cos (k" — O") 
gsinq> 
Bsintl^ 
22" sin *" 
hcosß 
hcosß" 



B = gcos(G'-' ©)**) 
= gsin (ff — O) 
= hcostcos (H — A") 
= hcostsin(H— A") 
= h sin f 
= cosq> 
= costif 
= cos ^" 
= A 
= B 
= J2" 
= h 



M 

gcostp — hBcosii) 
\gcosq> — h" B!' cos^)" 



= 6" 



= c 
= c". 



*) Wir empfehlen dem Leser noch den vortrefflichen, in vieler Beziehung lelurreicheD 
Aufsatz von Encke: „üeher die Olhers'sche Methode zur Bestimmung der Kometes- 
bahnen** im Beiliner astronomischen Jahrbuche für 1833, zum Studium. 

**) Diese Gleichung ist mit der vorher abgeleiteten 

Bf'cosQ" — RcosQ = gcosG 
identisch, da man sich immer denken kann, alle Längen würden vom ersten Sonnenorte sq 
gezahlt. Eine ähnliche Bemerkung ist noch von einigen anderen Gleichungen der For- 
meln V. zu machen. 
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Die Ausdrücke für r\ r"* und x* werden dann 

+ c 



VI. 



r"2 = (^^r^y + ^"« 



X» = w» + .1«, 

und es muss noch u so bestimmt werden, dass der aus denselben abzu- 
leitende Werth von 

(r + r" + x)«/* — (r + r" — x)% , 
gleich 6 Je (^" — Q wird. Hat man dies durch in bekannter Weise an- 
zustellende Versuche erreicht, so berechnet man 



VII. 



u + gcosw 
9 = r 



vin. 



Man kann nun sofort die heliocentrischen Längen und Breiten des 
Kometen Z, &, 7", &" bestimmen, wozu sich die aus den Fundamental- 
formeln des Abschnittes I. leicht abzuleitenden Gleichungen: 
Q €08 {X — O) — B = r cos h cos (l — ©) 
Q sin(k — 0) = rcosbsin (l — ©) 

Q tangß = rsinl 

q"cos (r — 0") — JB"= r^' cos h" cos (V — 0") 
p"sm (r — 0") = r" cos V' sin Q!' — 0") 

q'' tangß'' =r^'sinV' 

sehr gut eignen. 

Es gewährt hier eine erste Prüfung der Rechnung, dass die durch 
die Auflösung der Gleichungen folgenden Werthe von r und r" mit den 
aus den Versuchen über u folgenden übereinstimmen müssen. Der Ko- 
met ist rechtläufig, d. h. die Neigung der Bahnebene gegen die Ekliptik 
i ist im Folgenden im ersten Quadranten zu nehmen, wenn 

V — l positiv; 
im anderen Falle, wenn V — l negativ, 

ist der Komet rückläufig, was, wie wir wissen, am einfachsten dadurch 
berücksichtigt wird, dass man i im zweiten Quadranten wählt und das 
Vorzeichen von (pt — <ß) geändert wird. 

Si und i berechnen sich aus den Gleichungen: 

Itang & = + tang i sin (l — Si) *) 
tangV' — tanghcos Q!' — , ^ , ,, r>x 
~ T—rTn rr = ± *<^ng%C0S (l — 66). 
stn (l — l) 

lieber den Quadranten von l — «ß bleibt kein Zweifel, da tang i po- 
sitiv werden muss, wenn V — l positiv, negativ, wenn T' — l negativ 



*) Wo in diesen und den folgenden Formeln ein doppeltes Vorzeichen vorkommt, 
bezieht sich das ohere auf rechtläufige Kometen, das untere auf rückläufige. 
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ist. Die erste der beiden eben genannten Gleichungen ist nichts ande- 
res, als die Auflösungsformel eines rechtwinkligen sphärischen Dreiecks, 
in welchem / — <ß die eine Kathete, t der ihr anliegende Winkel, b die 
andere Kathete ist. Es besteht daher auch noch die Gleichung 

tangb'' = ± taug i sin (V — <Q), 

welche mit der ersteren verbunden, die zweite der in Rede stehendeD 
Gleichungen giebt. Bequemer noch ist es, die beiden Gleichungen 

tangh = + tangisin (l — ß) 
tangV = + tangisin (V* — ß) 

durch Addition und Subtraction umzuformen, wodurch man für die Be- 
stimmung von i und Q> erhält: 

'+ tangisin [V2 G" + — ^1 

= V2 (tangh" + tangh) secV^ (V — l) 

± tang i cos [ V2 Q" + T) — Q>] 

— 1/2 (tangV — tangh) cosecV^ Q!' — l). 

Auch hier findet keine Zweideutigkeit der Lösung statt. 

Wir sind jetzt im Stande, die Argumente der Breite, t? + (jr — Sl) 
und r" i (^ — <ß) zu berechnen, da nach uns bekannten Formeln: 

tang Q, — Q) 

cosi 



XL 



tang [v + (jr — ß)] 

tmg K + (« - m = ^««g (^" - Q), 

cost 

und es bietet sich hier wieder eine Gelegenheit zur Prüfung der Kech- 
nung bis zu diesem Punkte. Der Werth von x^ aus der Gleichung: 

3c2 =r r2 + /'« — 2rr"cos {[v" ± (;r — ß)] — [» + (jr — ß)]} 

muss mit dem früher gefundenen genau übereinstimmen. 

Endlich haben wir noch, wie früher gezeigt, für die Bestimmung 
von V2 W -|~ ^)i welches mit dem bekannten Werthe von Vj (t;" — r) 
verbunden, die beiden wahren Anomalien und dann verglichen mit 
«; + (;r — ß) und v" + (Jt — <ß), das Element n — (ß ergiebt, und 
für die Bestimmung des Perihelabstandes, die Formeln: 



XIL 



-^ . sin \U (t/' + v) = \ '2 Q= - ^\ cosec V4 (t^" - v) *) 
OS V4 (v- + v) = 1 '2 Q^ + i^ sec V4 (t;" - v). 



iVI 



*) In der Olbers'schen Abhandlung ist den Formeln 

1 cos ^2 ^ ^^^9 V2 (*'" — ") cosec ^1^ («'" — t') «» y^ ff 

vT W' ~~W 



der Vorzug gegeben. 



— ? 
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Für die Berechnung der Epoche des Perihels T mittelst des Perihels 
bedurfte es keiner besonderen Vorschrift, da sie dem Leser aus dem Ab- 
schnitt I. schoii hinreichend bekannt ist. Es sei jedoch bemerkt, dass bei 
unserer Art, das i bei rückläufigen Kometen zu zählen, auch hier eine 
etwas lästige Unterscheidung überflüssig wird. Bei uns ist stets: 

T=t — Mg"/^ n — t'' — Jf'g^ w, 

wobei üf und M" die zu t^ und v" nach der Bark er 'sehen Tafel gehö- 
renden mittleren Bewegungen und n einen festen Coefficienten bedeutet, 
dessen Logarithmus = 0,0398723. 

Die Probe, dass die beiden Werthe von T übereinstimmen müssen, 
controlirt die sorgfaltige Auflösung der Lambert' sehen Gleichung. 



Neunundzwanzigste Vorlesung. 

Reclmungsbeispiel für die ^Qauss'sclie Modifloation der 

Olbers'öblien Methode. 

Nach Göttinger Beobachtungen vom 7., 14. und 21. April 1813 ist 
für den zweiten Kometen von 1813: 

t = 7,55002 

tf = 14,54694 

t" = 21,59931 

A =2710 16' 38" ß =-1-290 2' 0" 

A' = 266 27 22 ß' = + 22 52 18 

A" = 256 48 8 /3" = + 9 53 12 

O = 17 47 41 logR = 0,00091 

O' = 24 38 45 logR' = 0,00175 

0"= 313125 logü" =z 0,00260. 

Aus diesem Material ergiebt sich: 

logM= 9,75799 hgB = 9,98706 

G = 1 130 43' 57" log 5" = 9,86038 

logg = 9,38029 logh := 9,75645 

E= 1090 5' 49" logV = 0,05028 

g= 44 13 9 gcosq) = 0,17U7 

logh = 9,81477 c = 0,31365 

logA = 9,22527 c" = 0,95443, 



9f5 Die Bestimmung der parabolischen Bahnen von Kometen. 

In Beziehung auf h^ ^, H kann es vielleicht nütslich sein , den Lieser 
daran zu erinnern, dass h und t nach ihrer im Früheren gegebenen De- 
finition stets positiv zu nehmen sind; hiermit ist denn auch der Quadrant 
von H völlig bestimmt. 

Machen wir den ersten Yersnch mit u = 0,3, so stellt sich die Rech- 
nung für denselben wie folgt: 

logu = 9,47712 (u + c) = 0,61365 u + c" = 1,20443 



logu^ = 8.95424 
logÄ^ == 8,45054 



hg (u + €) = 9,78793 log {u + c") = 0,09844 



Differ. = 0,50370 
Zech = 0,11844 

log X» = 9,07268 

log X = 9,53634 

X = 0,34382 



log — = 0,24355 

0,03148 

0.06296 

logB^ = 9,97412 

Differ. = 0,08884 

Zech = 0,25888 



log jr, = 9,94972 



0,04816 

0,09632 

logB!'^ = 9,72076 

Differ. = 0,37556 
Zech == 0,15264 



logr''^ = 0,24896 

logr'' = 0,12448 

r" = 1,33193 



logr^ = 0,32184 

logr = 0,16092 

r = 1,44850 

r + /' + X = 3,12425, ' r + r" — x = 2,43661 

(r + r" + x)*/« — (r + r" — x)'^ = 1,71883. 
Es ist aber 

Zo^6 = 0,77815 

log X = 8,23558 

log (t" — f)= 1,14765 

0,16138 = log. numeri 1,45040. 

Die Hypothese u = 0,3 zeigt hiemach in der Befriedigung der 
Lambert'schen Gleichung einen Fehler von 0,26843, um welche Grösse 
die linke Seite die rechte übertrifft. 

Machen wir einen zweiten Versuch mit dem Werthe u = 0,4, so 
finden wir auf die nämliche Art ^ 

(r + r" + x)% — (r + r" — x)% = 2,24869 ; 

diese Hypothese hat in demselben Sinne, wie vorhin, den Fehler 0,79829; 
da demnach die Aenderung von einer Einheit der ersten Stelle von u den 
Fehler um die Grösse 0,52986 hat wachsen lassen, so werden wir den 
Werth u = 0,3 um die Grösse 

0,26843 ^, , ^^.^o^ 
3^52986 • 0.1 oder 0.05066 

vermindern müssen, um der Wahrheit näher zu kommen; den dritten 
Versuch würden wir deshalb mit u = 0,24934 anstellen. Setzen wir 
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die Versuche bis zur grössten Schärfe fort, so erhalten wir als definitiven 
Werth: 



welchem entsprechen: 



u = 0,24389, 

' log^K = 9,47150 

lo^r = 0,13896 

logr" = 0,11068 

log Q = log ^ f ^ = 9,80366 

n 

logQ'* = logMQ — 9,56165. 

Die heliocentrischen Coordinaten des Kometen werden: 

Qcosl — BcosQz!= 0,01418 — 0,95415 = — 0,93997 

qsinX — BsinQ == — 0,63614 — 0,30625 = — 0,94239 

Qiangß = 0,35319 

a;" = Q^cosk" — B"cosQ" = — 0,08321 — 0,85755 = — 0,94076 

2^" = Q'^sink" — B*'sinQ'' = — Oj35483 — 0,52599 = — 0,88082 

z" = q" tang ß = 0,06352. 

Aus diesen Zahlen folgt durch eine uns schon hinlänglich bekannte 
Rechnung : 

l = 2250 4' 25" 
b = + 14 51 40 
logr = 0,13896 
?'= 2230 6' 56" 
b" = + 2 49 18 

logr'' = 0,11069. 

• 

Diese Werthe von logr und logr^' zeigen, dass die Hechnung bis auf 
die kleinen unvermeidlichen Unsicherheiten der letzten Stelle richtig ge- 
führt worden ist. Da Z" — l negativ ausfällt, giebt sich der Komet als 
rückläufig zu erkennen. Wir wenden deshalb zur Berechnung von Si> ' 
und i die Formeln X mit den unteren Zeichen an, welches folgende 
Rechnung giebt: 

log 1/2 = 9,69897 log V2 = 9,69897 

log {igV + tgh) = 9,49781 log (fgl" — tgV) — 9,33458 

logsec V2 G" — = 0,00006 logcosec 1/2 G" — l)— 1,76735« 



9,19684« 0,80090. 

Die Auflösung muss so gewählt werden, dass tangi negativ wird; 
man erhält: 

Klinker fn es, theoretische Astronomie. 7 
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^^« (7" +• — ^ = 181025' 32" 

t = 98 59 5 

<Q = 42 40 8. 

Die Formeln XI. haben nur ein einfaches Vorzeichen, wenn wir bei re- 
trograden Kometen für n — Si Reine Ergänzung zu 360® nehmen. Sie 
ergeben : 

V -f- ar — ß = 164056'57''*) 
u" _f_ jr — ß = . 177 8 32 
v" — v =3+12 11 35, 

womit 

X« = r« + r"« — 2rr"co8 (v" — u) = 0,08771 

wird, während der früher erhaltene Werth die rechte Seite gleich 0,08770 
liefert. Der Unterschied ist von keiner Bedeutung. 

Bei der nun folgenden Rechnung der Bestimmung von q^ v und v" 
ist es immer zu empfehlen, siebenstellige Logarithmen anzuwenden. 

log Vj = 9,6989700 log i '2 = 9,6989700 

'"' (v^ " v^) ^ '•''"''''" '"Kf "^ v^) ^ ""'''"'"' 

logcosec V4 (v" — v) = 1,2742750 logsec^\(v" — v) = 0,0006149 

9,4235193« 9,9382624. 

Aus diesen Zahlen folgt eindeutig, da q positiv werden muss: 

1/4 (v" + v) == — 160 59'49",09 
V2 i'^" + v) = — 33 59 38 18 
V2 (^" — v) = 6 5 47 50 

v" = — 270 53' 51" 
V = — 40 5 26 
logq= 0,0846818. 

Wir hatten auch noch v + z — ß = 164^56' 57"; demnach wird: 

. n — Si = 2050 2' 23"**). 

Zu v = — 400 5' 26" gehört in der Barker 'sehen Tafel logM 
= 1,45605„; also wird — Mnq^^^ = 4V,971 , die Zeit des Perihek 
= April (7,550 + 41,971) oder Mai 19,52L Aus v" folgt T == Mai 



*) Wenn eosi negativ ist, liegt die Ergänzung des Argumentes der Breite zu. 
360^ mit l — ^ immer in demselben Quadranten. 

**) Bei den übergeneigten Bahnen retrograder Kometen ist, wie schon bemerkt 
•wurde, das n — SJder hier befolgten Zählungsweise identisch mit — (n — ß) der 
anderen Zählungsweise von », wie man am leichtesten findet, wenü man sich den üeber- 
gang von einer directen zu einer retrograden Bahn bei t = 90° vorstellt. 
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19,619, nahe mit dem ersteren Werthe stimmend, so dass wir T= 19,520 
setzen können. i 

Am Schlüsse stellen wir die einseinen Resultate, welche wir erhalten 
haben, noch einmal zusammen : 

T= 1813 Mai 19,520 Mittl. Berl. Zeit 

n — Si = 2050 2' 23" 

ß = 42 40 8 

i = 98 59 5 

logq = 0,08468, 

oder, wenn wir die andere Unterscheidung für rückläufige Kometen wäh- 
len wollen: 

T = 1813 Mai 19,520 

n — Q> — 1540 57' 37" 

ß = 42 40 8 

i = 81 55 

log q = 0,08468 

Bewegung : Retrograd. 



Dreissigste Vorlesung. 

Verschiedene Arten, die erste Hypothese für q oder 
bei der Olbers'schen Methode zu bilden. 

In dem eben gegebenen Rechnungsbeispiel haben wir bei dem ersten 
Versuche w = 0,3 angenommen, ohne davon Rechenschaft abzulegen, wes- 
halb wir mit diesem Werthe beginnen. Die Olbers'sche Methode über- 
lässt in der That die Bildung der ersten Hypothese dem praktischen Takte 
des Rechners, welcher uns in dem gegenwärtigen Falle mit einem leich- 
ten Ueberschlag erkennen liess, dass der Werth von u nicht viel grösser 
sein werde als 0,3 oder 0,4 , weil wir sonst auf Entfernungen des Kome- 
ten von der Sonne geführt werden, in denen diese Körper für uns meistens 
nicht sichtbar sind. Es kommt jedoch zuweilen vor, dass man das Fehlen 
einer bestimmten und festen Vorschrift in der Beziehung als eine Lücke 
in der Methode empfindet. Olbers selbst hat diesem Gegenstande noch 
eine besondere Abhandlung gewidmet, welche man in der zweiten und 
dritten Ausgabe des Olbers 'sehen Buches unter der Ueberschrift „Ueber 
die zweckmässigste Art, bei Berechnung einer Kometenbahn die Versuche 

7* 
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anzaetellen" und in denj Berliner Astronom. Jahr buche für 1833 mitab- 
gedruckt findet. Es wird darin gezeigt, wie aus einer genähei*t richti- 
gen Hypothese eine andere noch mehr genäherte gebildet werden kann, was 
den allerdings grossen Vortheil gewährt, dass man sich nicht, wie bei den auf 
das Gerathewohl angestellten Versuchen, von der Wahrheit einmal wieder 
entfernen kann. Beispielsweise begegnete uns das Letztere auch bei der 
Rechnung der Vorlesung Neunundzwanzig, wo der dem zweiten Versuche 
zu Grunde gelegte "Vi^erth von u, ti = 0,4, fehlerhafter war , als das bei 
dem ersten Versuche angenommene u =rr 0,3. Im Wesentlichen besteht 
das von Olbers vorgeschlagene Verfahren darin, dass aus einem genäher- 
ten Werthe von r -f- r" das nach der Lambert' sehen Gleichung, also 
phoronomisch, entsprechende x bestimmt wird, woraus sich dann wieder 
durch rein geometrische Bedingungen r und r" finden. So lange man 
nicht die richtige Lösung besitzt, werden die beiden Summen von r -f t'\ 
nämlich diejenige, welche man durch die Substitution in der Lambert- 
schen Gleichung erhält, und die geometrisch aus dem dieser GleicbuBg 
genügenden Werthe der Sehne x abgeleitete, verschieden sein. Die Um- 
formungen, welche wir unten für solche Zwecke mit der Lambert 'sehen 
Gleichung vornehmen werden, lassen uns auch erkennen, dass das ans 
derselben zu berechnende x für einen Fehler in der Annahme von r -\- *"" 
viel unempfindlicher ist als das geometrisch aus r -f" *"' zu bestimmende. 
Aus demselben Grunde wird das aus x geometrisch (d. h. hier immer ohne 
Zuziehung der Zeit) bestimmte r -^ ♦*" der Wahrheit näher kommen, als 
das, von welchem man ausgegangen ist. Den so gefundenen genaueren 
Werth von r -f- ^" substituirt man dann von Neuem in die Lambert' sehe 
Gleichung, erhält einen genaueren Werth von x, aus diesem abermals ge- 
nauer r und r" u. s. w. 

Der Gewinn, welchen dieses Verfahren mit sich bringt, würde noch 
erheblich grösser sein, wenn man von vornherein den Werth von 
r -|_ |." genauer bestimmen könnte. In der Bildung der ersten Hypo- 
these wird indessen von Olbers noch Vieles dem praktischen Gefühl 
des Rechners überlassen; es wird nur empfohlen, wenn der Coeffi- 
cient von q in dem Ausdrucke für r^ nahe Null ist, r + r" = 2 zu 
setzen, wenn er sehr stark negativ ausfallt, r -f* **" kleiner als 2, 
etwa = 1,5, und wenn er stark positiv wird, grösser als 2, etwa = 2,5 
zu wählen. 

In einer Zusammenstellung der Formeln für Berechnung einer Ko- 
metenbahn, welche sich im Anhange der Encke' sehen Ausgabe von 
Olbers' Abhandlung findet, wird in BetreflF der Bildung der ersten Hy- 
pothese Folgendes bemerkt: „Kennt man sonst keine Näherung für g 
oder r oder r", wodurch u genähert bekannt würde, so kann man aus- 
gehen von : 



• = ± v^y--". 
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f — t 

ein Vorschlag, der offenbar darauf hinauskommt, x = zu setzen. 

41 

Zu dieser wegen des Divisors 41 etwas fremdartig aussehenden Nähe- 
rungsformel wollen wir bemerken, dass — hier nur eine Abrundung für 

Tc Vi" ist. Entwickelt man die Differenz (r -f r" -f- x)"/« — (r + r" — x)% 
unter Voraussetzung eines sehr kleinen Werthes von x , dessen höhere 
Potenzen vernachlässigt werden können, setzt man demnach: 

{r + r" + x)% = (r + r'y/^ + 3/2 (r + r")'^x 

(r + r" — x)% = (r + r")'/« — V2 (r + r")'/*x, 

so geht die Lambert 'sehe Gleichung in die folgende: 

(r + r7/«x = 2x(<" — 
oder : 

_ 2Tc{i!' — t) 

^~ vr+7^ 

über. Setzt man hier, wasOlbers als Mittelwerth vorschlägt, r -f- r" = 2, 
so erhält man: 

In dem durchgeführten Eechnungsbeispiele würde danach log x = 9,53487 
geworden sein, was von dem definitiv gefundenen loga = 9,47150 nicht 
gerade stark abweicht. Indessen kann es doch für manche Fälle er- 
wünscht sein, gleich der ersten Hypothese mit Sicherheit einen höheren 
Grad von Annäherung geben zu können, ohne zu einer weitläufigen 
Kechnung genöthigt zu sein. Aus den für solchen Zweck in der näch- 
sten Vorlesung anzustellenden Betrachtungen folgt dann auch mit Leich- 
tigkeit der berühmte Satz von Lambert über die Krümmung der geo- 
centrischen Bahn eines Himmelskörpers, nach welchem man aus dieser 
Krümmung entscheiden kann, ob derselbe der Sonne entfernter oder 
näher ist als die Erde. 



Einunddreissigste Vorlesung. 

Vorbereitende Betrachtungen für den Lamberfschen 
Satz über die Krümmung des geocentrischen Laufes. 

Nach den Elementen der Attractionslehre , der wir einige Betrach- 
tungen hier entlehnen müssen, kann man die Bewegung eines die Sonne 



L 
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in einem Kegelschnitte amkreiseuden Körper» an jedem Punkte der Bahn 
als das Resultat einer in der Richtung der Tangente wirkenden Wurf- 
geschwindigkeit und einem nach der Sonne veitnöge deren Attraction ge- 
richteten Fallen ansehen, ist in Fig. 20 S die Sonne, PF^P' ein Theil 

Fig. lÄO. 




des Kegelschnittes, wobei -P, P', P" der Reihe nach den Zeiten ^ i\ t" 

entsprechen sollen, ferner TU die Tangente in F', so ist P' U zugleich 
die Richtung, welche der Körper verfolgen würde, wenn im Punkte P' 
zur Zeit t* die Attraction der Sonne plötzlich aufhörte. £r würde dann 
seinen Weg gleichförmig mit derjenigen Geschwindigkeit zurücklegen, 
welche er im Punkte P' besass, und auf diese Weise zur Zeit lf' bis zu 
einem gewissen Punkte p der Tangente gelangen. Unter dem fort- 
dauernden Einflüsse der Schwerkraft jedoch wird der Richtung von SP' 
parallel mit beschleunigter Geschwindigkeit in dem Zeitranme f — t 

das Stück |>P" durchfallen, so dass der Körper die nach der Sonne con- 

cave Bahn F* F" verfolgt. Ziehen wir noch durch den Punkt P" mit 

der Tangente parallel die Linie P" Q" , wodurch Q" F' parallel und gleich 

pP" wird. So lange nun das Zeitintervall i!* — f' an Grösse nicht die- 
jenigen Grenzen überschreitet, welche wir bei diesen Untersuchungen inne 
halten dürfen, sind die Veränderungen in der Intensität der beschleu- 
nigenden Kraft sehr gering; es ist dann erlaubt, diese Kraft während der 
ganzen Fallzeit gleich: 
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C C 

ZU setzen, wobei C eine gleich zu bestimmende, von der Sonnenmasse ab- 
hängende Constante vorstellt. Den durchfallenen Raum findet man be- 
kanntlich aus der beschleunigenden Kraft, indem man diese letztere mit 
dem halben Quadrat der Zeit multiplicirt ; also hat man: 

G 



Diese Formel muss aber offenbar auch noch ihre Gültigkeit für die 
Bewegung in einer Kreisbahn vom Radius 1 behalten; in einer solchen 
wird: 



Q''!^ = 1 — co8k(t'' — = 1 — [1 — V2Ä;2(^" _ ty ^ 1 

demnach : 

oder: 

Setzen wir zur Abkürzung Ä;(<" — t') = -9", so wird daher in dem 
aligemeineren Falle: 

Kin Körper, welcher nach der Figur 20 die Bahn P" P' verfolgt hätte, 
würde in dem Zeitintervall f — t nach P gelangen. Construirt man 
P Q und QP' gerade so, wie vorhin P" Q" und Q" P'\ so wird daher 
nach denselben Betrachtungen 

^^ ~" 2r'2 ~ 2/2' 

wenn wir zur Abkürzung lc{t' — = ^^' setzen. • 

In Fig. 21 (a.f.S.) wiederholen wir die Gonstruction von Q und §" 
und ziehen noch die Sehne P P", Deren Durchs9hnitt mit SP* sei Q\ 

Es entstehen wegen des Parallelismus von QP und §"P" die ähn- 
lichen Dreiecke P Q' Q und P" Q' Q'\ daher die Proportionen: 

l^q': WW = TqaP^' z^ Fe'": ^T^ 

oder, da sich die letzteren Grössen sehr nahe wie die Zeiten verhalten: 



QQ' .Q' <3" = #" : *, 

also auch, wenn wir h{f!* — t) = ^' setzen, wodurch -ö*' =: ^ -[- i^', 
wird: 



d. h. nach dem Vorigen : 
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FiR. 21. 



it • 




Hieraus ergiebt sich dann weiter : 

27 



oder endlich: 



^" (O' _ ^") 



2/ 



2 



Q) 



P'q = 






eine für viele Untersuchungen sehr wichtige Gleichung, weswegen wir 
sie mit dem besonderen Buchstaben Q) bezeichnen. 



Zweiunddreissigste Vorlesung. 

Der Lambert^ sehe Satz von der geocentrisclien 

Krümmung. 

Lambert, von dessen wichtiger Gleichung über die Bewegung in 
der Parabel wir schon so h&ufigen Gebrauch gemacht haben, verdanken 
wir auch die Entdeckung einer sehr merkwürdigen Eigenschaft des geo- 
centrischen Laufes aller Gestirne, für welche die Sonne Gentralkörper ist, 
der folgenden nämlich: 

Die Krümmung des geocentrischen Laufes eines Planeten oder Ko- 
meten ist gegen den Ort der Sonne auf der Sphäre concav, so lange die 
räumliche Entfernung des Körpers von der Sonne die der Erde von der 
Sonne übertrifft, im anderen Falle dagegen convex. 
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Oder auch: 
• Legt man durch den ersten und dritten von drei benachbarten geo- 
centrischen Oertern eines Himmelskörpers einen grössten Kreis, durch 
welchen die Kugel in zwei Hemisphären getheilt wird, so liegen der 
zweite geocentrische Ort und die Sonne auf verschiedener Hemisphäre, so 
lange der Radiusvector der Erde den des Gestirns übertrifft;; dieselben 
Geister liegen auf derselben Hemisphäre, w«nn der Radiusvector des Ge- 
stirns der grössere ist. 

Mercur und Venus z. B. kehren trotz aller Complication in ihrem 
geocentrischen Laufe der Sonne doch immer die concave Seite zu, die 
oberen Planeten, Mars, die Asteroiden, Jupiter, Saturn, Uranus imd Nep- 
tun stets die convexe Seite. Bei den Kometen geht die Couvexität gegen 
den Ort der Sonne in Concavität über, wenn sie der Sonne näher kom- 
men, als die Erde. 

Wir wollen den eben ausgesprochenen Satz zunächst beweisen und 
dann Anwendungen von demselben machen. 

In Figur 22 zeichnen wir wieder, wie in Figur 18 der 26. Vor- 
lesung, das ebene Dreieck ST Cf der zweiten Beobachtung und die Ver- 

Fißf. 22. 




bindungslinie Qq zwischen den Schnittpunkten der Sehnen mit dem mitt- 
leren Radiusvector, die dort gebrauchte Bezeichnung so weit hier unver- 
ändert beibehaltend. Ist nun S C > iS T', d. h. r' > B\ so ist noth- 
wendig Winkel SQq^ Winkel ST C; denn wären beide Winkel ein- 
ander gleich, so würde man die Proportion haben: 

QT :qa == Sr : SC. 

Nach der Voraussetzung, dass SG > ST, müsste also auch 
2 C? > QT' werden; dasselbe würde in noch höherem Grade stattfinden, 
wenn gar der Winkel S § g < Winkel ST C wäre. Nun ist aber nach 
der Relation Q) am Schlüsse der 31. Vorlesung: 
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qC' = 



QT = 



2/* 



also g[C' <i QT', so lange r' Z> •K'* Demnach uiass Winkel 8 Qq in 
der Thai grösser sein, als Winkel S T* C , wenn kein Widersprach mit 
den Bewegungsgesetzen entstehen soll ; und es liegt T' C oder die Rieh- 
tung des zweiten geocentrischen Ortes der Richtung T S, d. h. dem Ort 
der Sonne in der zweiten Beobachtung, näher als die Richtung von Qq 
der letzteren Richtung liegt. Q q zielt aber bekanntlich auf einen Punkt 
des durch den ersten und dritten geocentrischen Ort gelegten grössten 
Kreises und es ist somit bewiesen, dass, wenn / ^ £', der zweite geo- 
centrische Ort und der zweite Sonnenort auf einer und derselben von 
den beiden Hemisphären liegen, in welche die Kugel durch jenen Kreis 
getheilt wird. 

Auf ganz dieselbe Art ist zu zeigen, da^, wenn r' <^ Bf, dann noth- 
wendig auch Winkel SQq <^ Winkel 8T C* sein muss, weil sonst wie- 
der ein mit der Gleichung Q) der 31. Vorlesung unvereinbares Resultat 
erhalten werden würde. Es müssen also in diesem Falle der zweite 
geocentrische Ort und der zweite Sonnenort auf verschiedene Halbkugeln 
fallen. 



Dreiunddreissigste- Vorlesung. 

Anwendung diBS Lambert' sehen Kriteriums über die 
Entfernung eines Gtestims von der Sonne. 

Der in der 32. Vorlesung bewiesene Satz lässt sich ofifenbar auch 
umkehren, so d^ss aus der Krümmung des geocentrischen Laufes eines 
Planeten oder Kometen ein Schlüss, vorerst allgemeinerer Art, auf die 
Entfernung des Körpers von der Sonne zu ziehen ist. Ob nach der Seite 
der Sonne, d. h. nach derjenigen Richtung hin, nach welcher die Sonne 
weniger als 180^ im grössten Kreise absteht, die Krümmung concav oder 
convex ist, kann durch Construction auf einem Globus oder auf einer 
sorgfältig gezeichneten Karte, in welche man die geocentrischen Oerter 
einträgt, am Sichersten aber durch Rechnung ermittelt werden. 

Nach der Bezeichnung in Fig. 18 der 26. Vorlesung und den darauf 
folgenden Gleichungen ist zu entscheiden, ob der Bogen Sq <^ oder 
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grösser > S C. Nennen wir A«, ßo die geocentrische Länge und Breite 
des Punktes g, Grössen, welche sich leicht finden lassen, so wird: 



R) 



Istn Sq = — r-^y 
sin y 



IsinSff = 



sin ß' 



smy 



I » 



oder auch: 



[COS Sq = — — ^^ j ■ 



S) 



kos SC= 



cosy 
tang (A' — ©') 



cosy 



Es wird sich demnach hauptsächlich darum handeln, Aq und ßo auf 
möglichst kurze Weise zu bestimmen. Bezeichnen wir die heliocentrischen 
rechtwinkligen Coordinaten des Schnittpunktes der Sehne des Himmels- 
körpers und seines zweiten Radiusvector mit (Cq, yo> ^o> die entsprechen- 
den Grössen bei der Erde mit Xq, Yq» ^a und bedienen uns derOlbers'- 
schen Annahme, dass beide Sehnen im Verhältniss der Zwischenzeiten ge- 
schnitten werden, so haben wir: 



T). 



X(, = X -{- 



t' — l 



tif 



(a;" - X) = :n 



t" — f 



t" — t 



X + 



t' — t 



t" 
t' 



X 



n 



t"~t 

. «' — </ „ ^ i" — t ' , t'—t „ 



U). 



^ = s + 



Xo=X + 



Yo= Y + 



t'-t 
f' — t 

t'-t 



(«" — «) = jn — I « + 



«' 



t 



t" 
t' 



f' — t 



(X"— X) = 
(T' — Y) — 



^o = z+^,-—^^(2;'-z) = 



t"—t 
r—t 

■t 
■t 



t" 
t" 



t"—t 



i + 



Y + 



Z + 



t' — t 
f' — t 

t' — t 
f' — t 
f — t 
f' — t 
f—t 
f' — t 



Jl 



X" 



Y" 



Z!\ 



Gleichungen, welche, wie gleich bemerkt werden mag, auch für andere 
Fundamentalebenen, als die Ekliptik, ihre Gültigkeit behalten, da durch 
rechtwinklige Projection auf irgend welche Ebene das Verhältniss der 
Theilstücke einer Geraden keine Aenderung erleidet. 
Es besteht hiernach die Gleichung: 

/ . _ 2/0 - ^0 _ r - (j/ - D + {i' - t) jy'^ -^ rO 
tang^o — ^^^ ^ x," {if' — {x — X) ^ (t^ — t) (x'' — X") ' 

Substituiren wir, hier die Ekliptik als Fundamentalebene beibehal- 
tend, für a? — Z, 2/ — r, a?" — X", y" — Y" die dafür bekannten Aus 
drücke: 



lOS Die Bestimmung der parabolischen Bahnen von Kometen. 

X — X = (f cosk 

y — Y =1 Q sink 

x" — X"= Q*'co8k" = Mgvosk'* 

y" — r' = Q'^sink" = MQ8ink*\ 

worin noch Q und q" die curtirteu Distanzen von der Erde in der ersten 
und di'itten Beobachtung vorstellen, so erhalten wir: 

_ je' — t')sink + M{t' — Dsink'* 
tangh — ^^n _ ^^^^^^^ ^ j^^^, _ ^^^^^^„ , 

oder aber, wenn wir mit Rücksicht auf den Ausdruck für M in den For- 
meln V) der 28. Vorlesung; 

_ tang ß' sin (k — QQ — lang ß sin {k' — OQ 
^ ^~ iang ß" sin ( A' — ©') — tang ß' sin (A" — 0') 

und: 

setzen : 

«V ^ - sink -f Nsink'' 

X) . . . . tangX,=-^^^^^-^-j^—jrr 

Aus Grössen also, welche auf dem Wege der 01b er s' sehen Methode 
liegen, kann Aq auf die einfachste Weise berechnet werden. 

Es mag dann noch bemerkt werden, dass die Grösse tang y* mit der 
Grösse m am Schluss der 26. Vorlesung, deren Einführung Ol her s zur 
Abkürzung des Ausdruckes für "M. empfiehlt, identisch ist. 

Man sieht aus dem Vorhergehenden, dass aus den Vorbereitungs- 

grossen für die Olbers'sche Methode Sg und SC mit leichter Mühe 
und zwar, ganz seltene Ausnahme abgerechnet, nach den Formeln V), 
W), X) dieser Vorlesung und S) der vorigen Vorlesung zu finden sind. 
Findet sich dabei der Bogen SC < S 2 , oder wenn S C grösser als 
180« wäre, 360® — S C'<360ö — Sg, so ist der beobachtete Himmels- 
körper in der zweiten Beobachtung von der Sonne entfernter als die 
Erde; im anderen Falle ist er näher. 

Ein Beispiel wird die Bequemlichkeit der Rechnung zeigen. 

Aus den Zahlen der 29. Vorlesung erhalten wir: 

logm = log tang y' = log i^^^_Qf\ = 9,679974« 

_ __ . msin (k — 0') — tang ß ^^ka-ik 

logN= log- ^ ^-p p~ = 9,754olÖ, 

tang p — m sin (k — kv) 

woraus etwas abweichend, aber wegen der mit 6 Stellen geführten Rech- 
nung auch etwas genauer als im Früheren: 

log M = 9,757944 
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sich ergiebt. Bis hierher haben wir nur Grössen gebraucht, deren wir 
bei der Olbers'schen Methode nothwendig bedurften. Es wird nun 
ferner: 

, . '^ , sinA + Nsink*^ ' ,^^^«^ 

logtangAQ = log r— ^ — — 177 = 1,159989 

cos A -f- Jy cos a" 

Ao = 2ßß^ 2' 32",3 

logtangS^= y^^ ^^^^(^o — 00 ^ o,308152 

cos y 

S7= 243^48' 32';,1, Abstand des Punktes g von 

der Sonne = 116Öll'27",9 

logtangSC = log ^"^^^^^' "7 ®'^ = 0,315549 

cosy 

YC' = 2440 11'36",3, Abstand des Punktes C von der 

Sonne = 1150 48'23",7. 

Der Quadrant von S q ist stets derselbe , wie der von Xq — 0', 

ebenso liegt S C mit V — O' in demselben Quadranten, wie schon bei 
verschiedenen Gelegenheiten erwähnt wurde. Da nun also hier der Ab- 
stand des Punktes C von der Sonne kleiner als der der Eichtung Qg 
ist, so ist ganz gewiss der Komet in der zweiten Beobachtung von der 
Sonne entfernter gewesen als die Erde. Dieses sichere ürtheil haben wir 
durch kurze Nebenrechnung gewonnen. 



Vierunddreissigste Vorlesung. 

Bestimmung der Entfernung des Himmelskörpers von 

der Sonne. 

Mit einem nur geringen Mehraufwande von Rechnung kann das 
oben angegebene Lambert' sehe Kriterium zu einer wirklichen Bestim- 
mung von r' vervollkommnet werden. In den dahin führenden Betrach- 
tungen wollen wir für den Bogen S g[, den kleinsten Abstand des Punktes g 
von der Sonne, die Bezeichnung mit ;Uo, für das entsprechende S G* das 
Zeichen Ji;' einführen, wonach wir also haben ; 

. lang (A© — ©') 

^ ^ C08 y* 

^^ cony' 
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Ferner sei für die in Fig. 22 dargestellten ebenen Dreiecke S^^rr«, 
SC* = r\ SQ = Bo, ST= C, Winkel SCT = e, dann haben wir 

, _ JCsrnSrC _ Jffsivx' 
sin z sin 8 

iZp sin SQq Ep sin Xp 

^" - sin[z ^(SQq-Sr C)] - sifiiz + x' - XoY 

also auch: 

. , ^ ^^' li'sinx' JBq sin X o 

' w X 2 r * stn e sin (e -^x — x^) 

und wenn für r' sein Werth — : — =- gesetst wird: 

stn e 

^%" sin B^ _ i?^ sin x' _ J^sinXo 
^ 2 'B'^sinx'^~ stfijp siniz + x' — Xo) 

Die Seiten dieser Gleichung sind von der Ordnung des Products 
der kleinen Grössen & und 0*", oder nach einem gebräuchlichen Aus- 
drucke, kleine Grössen der zweiten Ordnung. Man darf deshalb die 
rechte Seite der Gleichung mit einem Factor multipliciren , welcher ?oii 
der Einheit um eine kleine Grösse zweiter Ordnung verschieden ist, da 
man dabei nur eine Grösse der vierten Ordnung vernachlässigt. Man 

r' 
multiplicire die rechte Seite mit dem Factor — , d. h. mit: 

^ sin x' sin (z + x' — X(d 
JRo sin Xi\ . sin z 

wodurch man erhält: 

li-^)" sinz"^ B^'-sini'^ sin^z + x' — Xo) Bf sin x' 

2 Ä'2 sifi ^'2 ji^ sin Xo sin z sin z sin z 

oder: 

2 E'* sin x'* sin (z + x' — X^^) 2 ff^sin x'^ 
d'd'^BosinXo sinz »^" 

Setzt man zur Abkürzung: 

B' sin X* 
Bq sin Xo 
B' sin x' 
Bo sin Xo 
so erhält man: 

,2 a B'^ sin y'^^ 2 h W^ sin y'^ , 
e) sm ='—^^, ^fr-^co(angz. 

Wird cotang z = x gesetzt, so geht die Gleichung über in: 



cos{Ti — Xo) — l =a 
" si^ix' — Z«) = ^ 
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d) (1 + x^r^f^ = ^^„ ww^'- 

Hieraus ist sofort eine sehr einfache Construction für die reellen 
Lösungen dieser Gleichung zu erkennen. Man zeichne nämlich die durch 
die Gleichung: 

y = (1 + a?2)-% ' 

vorgestellte Curve, was, da dieselbe keinen veränderlichen Parameter 
enthält, nur einmal für alle möglichen Fälle zu geschehen braucht, und 
lege durch diese die der Gleichung: 

_ 2aB'^ sin x'^ 2 h R'^ sin %*- 

entsprechende gerade Linie hindurch, deren Lage sich in jedem gegebe- 
nen Falle auf das Leichteste bestimmt. Die Abscissen der Schnittpunkte 
werden die Werthe von cotang e sein, welche die Gleichung d) befriedi- 
gen. Die Ordinaten stellen sin z^ vor. 

Die Curve besteht aus zwei von einander getrennten, zur Abscissen- 
axe symmetrisch liegenden und die letztere zur gemeinschaftlichen 
Asymptote habenden Zweigen; sie hat also nothwendig mindestens zwei 
Schnittpunkte mit jeder gegen die Abscissenaxe geneigten Geraden. Eine 
dieser reellen Lösungen entspricht sehr nahe der Erdbahn, liefert also 
r' = B\ d. h. AT = 180^ — x* ^ da doch auch die Erde ein in den Ge- 
sichts- oder Beobachtungsrichtungen gelegener Himmelskörper ist, welcher 
bei seiner Bewegung die zu Grunde gelegten Gesetze befolgt. Die prak- 
tisch in Betracht kommende Lösung ist in den allermeisten Fällen leicht 
dadurch zu erkennen, dass bei ihr z zwar positiv, aber kleiner als 180^ — x* 
ausfallen muss. In dem nicht seltenen Falle, wo mehr als dne Lösung 
dieser Bedingung genügt, giebt es auch in der That mehr als eine Bahn, 
welche die gegebenen Beobachtungen darstellt, und es können dann nur 
weitere Beobachtungen entscheiden, welche Lösung man zu wählen hat. 

B' 
In den Ausdrücken für a und h kommt das Yerhältniss — vor. Nach 

der in Vorlesung Zweiunddreissig entwickelten Relation haben wir: 

B — i?o — ö T^ = YW^ ' 
also : 

^' _ 1 . ^^'* 



B{\ 2 B ^ Bq 

wofür wir unter Vernachlässigung von Gliedern höherer Ordnung: 



1 + 
setzen dürfen. 



2JR'8 



112 Die ReBtimmung der parabolischen Bahnen von Kometen. 

Eine für die Auflösung durch Rechnung und Verbessernng des durch 
Construction gefundenen Werthea von z bequeme Form der oben ent- 
wickelten Gleichnng erhalt man, wenn man zwei Uülfsgrössen n und g 
einführt. 

Macht man: 

a =z ncosq 

h = nsinq^ 
so geht die Gleichung c) über in: 

Durch eine einigermaassen sorgfältige Construction kann meistens 
z bis auf einen kleinen Bruchtheil eines Grades genau gefunden werden; 
nachher kann man die Gleichung e) unter der Form: 

% %^* sin z* 
^^^ 2IÜ'sinx'' = 7o(7[nsm(^ + q)] 

durch Anwendung des schon bekannten Gauss'schen Kunstgriffes des 
logarithmischen Increments leicht so genau auflösen, als man für 
nöthig hält. 

Es ist somit: 

sinz 
bekannt und nach Vorlesung Dreissig wird: 

x=\/i.A;(<"-0 = ^'V^, 

ein sehr genäherter Werth für die in der Zeit t^' — t beschriebene Sehne 
sein. Das Ausgehen von demselben bei der Ol her stachen Art derHypo- 
thesenbildung oder ein derselben im Wesentlichen gleichkommendes Ver- 
fahren, welches wir später noch entwickeln wollen, führt dann bald zu 
den definitiven Werthen. 

Es erschien zweckmässig, die obigen Vorschriften zur Bestimmung 
von r' zu entwickeln, sowohl um zu zeigen, dass sich für die Bildung der 
ersten Hypothese ein gar nicht beschwerliches Verfahren angeben lässt, 
als auch, weil doch in einzelnen Fällen auch das praktische ' Gefühl des 
erfahrenen Rechners eine Zeitlang vergeblich nach einer brauchbaren 
Näherung suchen würde. 

Rechnnngsbeispiel für die fiestimüiung von r^ 

Am Schlüsse der Vorlesung Dreiunddreissig fanden wirt 

Sq=zXo = 116011'27^9 
Je = X* = 1150 48'23",7. 



so ist 
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Da: 

logd- — 9,083917 

log f^" = 9,080488 
Zö^22' = 0,001750, 



7?/ 

log— = 0,003121 



loga = 7,831253« 
logh = 8,020775 
logtangq = 9,810478 „ 

q = — 320 52'38",0 
logn = 8,096580 

% c ^f. . — 7 = 7,995009, 

wonach denn die aufzulösende Gleichung heisst: 

(7,995009) sin -^4 = (8,096580) stw (;er — 32» 52' 38",0). 

Die Curve des achten Grades verräth uns hier, dass sehr nahe gleich 
42 <^ sein wird. Nennen wir die Verbesserung von /s in Secunden x und 
entnehmen für jede Seite der Gleichung aus den Logarithmentafeln die 
Aenderung des Logarithmus in Einheiten der letzten Stelle, welche der 
Aenderung von z um V entspricht, so haben wir noch folgende Rech- 
nung zu führen: 

Zö^sm420 0'0" = 9.825511 + 2,34 a? 

4 mal = 9,302044 + 9,36 x 

7,995009 

7,297053 + 9,36 a; 
%sm(420 — 320 52'38",0) = 9,200168 + 13,28 a? 

8,096580 

7,296748 + 13,28 a?. 

Für die Correction x erhalten wir demnach die Bedingungsgleichung . 

7,297053 + 9,36 a? = 7,296748 + 13,28 a?, 

das heisst: 

3,92 a? = 305 

a? == 78",1 

=420 0'0" + 78",1 

= 420 1' i8",l 

logr' = log ^^-4^ = 0,13043. 

Stflff 

Da nun log^^ = log Je (f' — *) = 9,38323, so erhalten wir für die 
erste Hypothese bei log x den Näherungswerth : 

Klinker fn et, thooretiiohe A.Btrononile. 8 
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Jogx = log f^' y^ = 9.46863. 

in der 29. Vorlesung erhielten wir als definitiven Werth: 

log 7t = 9,47160. 

Die Kenntniss von r' giebt uns sogar die Mittel an die Hand^ q and 
q'' ohne die Vermittlung von x sn finden und darauf hin die ganze 
Bahnbestimmung zu voUenden. Wir würden aber damit ein wesentliches 
Stück der 01b er s 'sehen Methode, die Benutzung der Lambert^ sehen 
Gleichung, aufgeben. 

Da, wie wir in den vorhergehenden Entwickelungen gesehen haben, 
die erste Hypothese für die Versuche der 01b er s 'sehen Methode, wenn 
man will, auf eine systematische und sichere Weise gebildet werden kann, 
so beschäftigen wir uns im Folgenden mit der Verbesserung der Hypo- 
thesen. Hierbei ist, wie sohon bemerkt wurde, eine Transformation der 
Lambert' sehen Gleichung für die Parabel von grossem Nutzen. 



Fünfunddreissigste Vorlesung. 

Umformung der Lambert'soheii Gleichung; Ausdruck 
für das Verhältniss des Seotors zum Dreieck bei der 

Parabel. 

Durch Einführung der Hülfsgrösse q> mittelst der Relation: 

Sm 9 = j— 77 

nimmt die Lambert 'sehe Gleichung für die Parabel eine Gestalt an, 
welche unseren Zwecken sehr förderlich ist. Dieselbe geht dadurch zu- 
nächst über in : 

6Ä;(^" — = {r + r^'f^ {[i+cos(90«-.g))]%-.[l— cos(900— g>)p| 

= 2% (r + ry^ \cos (450— 1/2 ^Y — sin (45o — V2 q>y\ 
oder da: 

cos (450 — 1/2 ^y — sw(450 — 1/2 (pY 

= {cos (450— 1/2 qp) — s«»*(45o — 1/2 9>)} {1 + V2Cosg)| 

= 2 cos 45® . sin V2 9(1 + V2 cos (p) 
= 2V« sin Va 9> (i + V2 cos g>), .. 
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in: 

f) 3 Ä (t" — = 2 sin V2 g> (1 + V2 <^os (p) (r + r")"''«. 

Mnltiplicirt und dividirt man auf der rechten Seite mit cos ^/^ g> 
und bemerkt, dass 

2 sin Va 9> cos 1/2 9 = stn g> = — ; — -y. 

so erhält man: 

COS */2 9) 

oder nach x entwickelt: 

_ 3cQsVay 2A;(^^^ — t) 

g) . . . . '^ — 2 + cosfp' (r + ry/^ 

Auf dieser Umformung beruht die Construction der Encke 'sehen 
Hülfstafel für Auflösung der Lambert 'sehen Gleichung. Dieselbe giebt 

für das Argument -7 — ; jjr^ den Logarithmus von -- — - — - — ^ • Be- 

{r -\- r )^* 2 -|- cos (p 

3 cos ^/o CD 

zeichnen wir diese Grösse - — ; , welche in den Fällen der Praxis 

2 -\- cosq) 

immer sehr nahe gleich 1 bleibt, mit dem Buchstaben fi, so wird die 

Sehne aus der Formel : 

_ 2k(t" — t) 

erhalten. Auf diese Weise reicht die in dem Anhang aufgenommene 
kleine Hülfstafel von Encke aus, mit aller Bequemlichkeit x aus r -|- r'' 
der Lambert 'sehen Gleichung gemäss zu bestimmen. 

Aus Gleichung f) erhält man noch, wenn man cos qp in 1 — 2stnY2 9* 
umsetzt: 

h) . . . 8in V, y » - 3/, 8t« V» y = - V» ^/^ 7')% ' 

eine cubische Gleichung, deren kleinste positive Wurzel den Bogen <p 

ergiebt. Hiermit ist dann zugleich der Weg gezeigt, auf welchem die 

Jc(if^ — t) 
Hülfsgrösse (i aus . ^^ g r abgeleitet werden kann. 

Mittelst der Hülfsgrösse fp kann man auch das in vielen Rechnun- 
gen eine wichtige Bolle spielende Verhältniss des parabolischen Sectors 
zum Dreieck zwischen denselben Radienvectoren auf eine sehr einfache 
Weise ausdrücken. 

Es sei ^ die doppelte Dreiecksfiäche, also 

^ = rr'' sin (v" — v) = 2 r r" sin V2 (v" — v) cos V2 (v" — v), 
wenn wieder v und v" die wahren Anomalien von r und r" vorstellen. 
Bedeutet 27 den doppelten Sector, so können wir folgende Entwicke- 
lang des Ausdrucks für ^ vornehmen: 

8* 



1 
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j — 2 VrT^fitn V2 (v" — v) VT?* cos V, (v" — v) 

= q {fang ^/j v" — iang V« v\ 

wo 2 den Perihelabstand bezeichnet. Femer ist nach Vorlesung Sechs: 
S Q 

= 3 (ton^ Vi v" — ten^ V2 v) (Va ton^r Va v"« 
+ Va ton^ Vi v" tmg Va v + Va ^<^ng V2 v» + 1) 

= q (fang V2 v" — tang V« v) { Va (1 + ^on^r V2 v"») 

+ VaCl + tangy^v^) + VsCl + tott^ V2 v"«an^ V2 v)j- 
Da nun : 

^ = — n — 2 = 2 (1 + <öwa V2 v«) 



COS ^/g V ^ XVI y , 2 y 

1 + tang y,v'' tang i/,v = ^^V/'/f ""i/""^ = -VJVV^sV^K-t;), 

cos Vj V cos V2 V g ' ^ ^ 

BO erhält man aus dem Vorhergehenden: 

^=Y ^^^^ '/« ^" ~" ^^^^ '/^ *'^ (^' + *• + Videos V2 (v"-i;)) 

z/ = 2 g (ton^ V2 v" — to«^ V2 v) Vrr^cos V2 (v" — v). 
Für das Quadrat der Sehne haben wir aber den Ausdruck : 

x« = r"2 -I- r» — 2 rr" cos(t;" — v) 

= (r" + r)2 — 4 r r" cos V2 (v" — v)«, 
folglich: 

2 V^V^cosVaK —v) = V(r + r") — x« = (/' -|- r)cosg? 

— =_?_ 4. i 
-^ 3 cos 9 3 
oder: 

.X ^ 2 4- g<>gy 

' ' ^ Scosq> 

Obwohl diese Gleichung sich durch Einfachheit auszeichnet, kann 
sie doch meistens mit Vortheil durch eine ßeihenentwickelung ersetzt 

werden, welche nach Potenzen von ^ J^^ fortläuft; denn der Win- 

kel 9 ist nur selten unmittelbar gegeben. Wir wollen zur Abkürzung 
,. p .. 2 k (t" — t) 2 -»' 

aie Crosse — __ oder ^3^^ ., welche auch zugleich das Argu- 



^em^vr 
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ment der vorhin erwähnten Encke' sehen Hülfstafel ist, mit dem Buch- 
staben V bezeichnen und dann die Wurzel der cubischen Gleichung h), 
d. h. sin V2 ^ in eine nach Potenzen der Grösse v fortlaufende Reihe zu 
entwickeln suchen. 

Die kleinste positive Wurzel der reducirten cubischen Gleichung: 

3 V 

x^ — ^Ux = — ^ 

existirt unter der Form: 

worin Ä, B^ (7, D u. s. w. Zahlen factoren vorstellen, welche nach der be- 
kannten Methode der unbestimmten CoeMcienten zu ermitteln sind. Sub- 
Btituirt man die für x angenommene Reihe in x^ — % ^ ^^^ ordniat 
nach Potenzen von v^ so erhält man: 

3^ 35 „ . / .. 3C\ „ . /. ,_ 3D 
V 

2 2 

das heisst: 



.« + (^3_^),. + (3^,5_i^)..+... = ^, 



also: 



2 '* 

— ^ = — ^AB' — ^A^D 

2 

— ^' = — 3J58 — 6^J?C— ^A^D 

2 

— — = — 3J?2C— 3ulC« — &ABI) — 3A^E 

2 

u. 8. w. 



B ~ 

G = V12 
D= 

E = V24 
F= 

a = Vse. 
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Man hat also für sin Vi 9> den folgenden Ausdruck : 

smVaV = Vav + Via^» + i/^v* + ''seV + • • • 
Das Yerhältniss des Dreiecks snm Seotor hat man : 

^f 3co$<p 8 co8^ 1 — - 2 sm Va 9* 

£ ~ 2 + co8q>~ 3 — (1 — cos <p) ~ 1 — V« sin Va V* 

===(1 — 2stnV«V*)(l + V««tnV8 9>' + V»wnVs9>*+%7StnViy« 

+ ^Vbi ««»» Va 9>* + • ' = 1 — \U sin Va g?« — % stn V« SP* 

— "At sin 1/2 qp' — »Vsi sin % 9» 

Substituirt man nun den Werth von sin Va 9> aus obiger Reihen- 
entwickelung, so erhält man nach leichten Reductionen: 

k) . . . ^ = 1 — '/»v» - \',v* - V.v' - »V««v» 

Nach dieser in allen praktischen Fällen sehr schnell convergiren- 
den Reihe ist für den Anhang eine Tafel construirt worden, ans welcher 

der Werth von log -=; , welcher für viele Rechnungen von grosser Bedeu- 
tung ist, mit dem Argumente: 

2k(tf' — t) 

entnommen werden kann. 



Sechsunddreissigste Vorlesung. 

Systematische Verbesserung der Hypothesen in den 
Versuchen zur 01b ers' sehen Methode, durch ein Rech- 

nungrsbeispiel erläutert. 

Durch die vorhergehenden Entwickelungen haben wir uns die nöthi- 
gen Hülfsmittel verschafft, um ohne Unbequemlichkeit zu einem ange- 
nommenen oder gegebenen Werthe von r + ''" die Sehne x zu berech- 
nen, welche die Lambert 'sehe Gleichung befriedigt, und das schon früher 
angegebene Verfahren der Verbesserung der Versuchs werthe der 01b er s'- 
schen Methode mit weniger Arbeit durchzuführen. 

Ein Beispiel wird den Gang einer solchen Rechnung am besten 
erläutern. 
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In der 34. YorlesuDg ermittelten wir, dass der auf das Rechnungs- 
beispiel der 29. Vorlesung bezügliche Werth von logx nahe gleich 9,46853 
sein müsse. Wir hatten logr' = 0,13043 gefunden; betrachten wir dies 
als Näherungswerth für log V2 (** + ^'')t setzen demnach log(r + r") 
= 0,43146, so wird: 

Geht man mit diesem Werthe v = 0,10891 in die £ncke'sche 
Hülfstafel, so findet man: , 

log II = 0,00022, 
und es ist nun 

hgx= log-^Ajr = logliiv {r -\- r")] = 9,46853. 

Ferner ist: 

M» = x2 — .42 = (0,24143)*; u = 0,24143. 

Mittelst der Ausdrücke: 

findet man: 

logr = 0,13800 
logr''= 0,11008. 

Demnach hat man viel genäherter für die folgende Hypothese: 

hg(r 4- r")= 0,42529 

v = 0,11126 

log(Jt = 0,00023 

logx = 9,47185 

u = 0,24417, 

woraus dann wieder genauer: 

%r = 0,13907 

%r" = 0,11076 

log (r + r") = 0,42618 

V = 0,11092 

log^ = 0,00022 

%x = 9,47139 

u = 0,24380. 
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Jetst wird: 

log r = 0,13892 

Jogr^' = 0.11067 

log (r + r^') = 0,42605 
v = 0.11096 
log II = 0,00022 
?(>^x = 9,47146, 

ans dem Gange der Zahlen, welche wir für log k erhielten, nämlich : 

9,46863 

9.47185 Diff. = + 0.00382 

9.47139 - -''^'' 
9.47146 - +«'°«««^ 

können wir schliesBen. dass der definitive Werth von logx = 9,47145 
sein wird, welcher nur fünf Einheiten der letzten Stellen von dem in der 
29. Vorlesung gefundenen abweicht. 



Siebenunddreissigste Vorlesung. 



Verbesserung des naoh dem Olbers'sohen Princip gefdn- 
denen Werth es von — • KunstgriAT von Carlini. 



Erste Bahnbestimmungen von Kometen pflegt man im Allgemeinen 
nicht auf einen sehr hohen Grad von Schärfe anzulegen ; man vernach- 
lässigt auch meistens den Einfluss der Parallaxe und der Aberration, 
ohne die Gefahr, eine brauchbare Annäherung zu verfehlen. Nur 
in einzelnen Fällen kann diese Vernachlässigung für den Erfolg der 
Rechnung, welche aus nur wenige Tage umfassendem Beobachtungs- 
material schon die ganze Individualität der von einem neuen Ko- 
meten besehriebenen Bahn im Wesentlichen verrathen soll, von grös- 
serer Bedeutung, gewissermaassen verhängnissvoll, werden. Es tritt 
dies häufig dann ein, wenn der beschriebene geocentrische Bogen sehr 
klein ist. und dennoch eine Bahnbestimmuog gewagt werden soll; 
in einem solchen Falle ist es rathsam, eine Form der Rechnung zu wäh- 
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len, welche die Berücksichtigung von Abberration, Parallaxe nnd ande- 
rer kleiner Correctionen möglichst erleichtert, wie sie der Leser später 
kennen lernen wird. Hiervon abgesehen, ist aber die Olbers'sche Me- 
thode an und für sich, soweit dieselbe von der Voraussetzung Gebrauch 
macht, dass die Sehne der Eometenbahn und die der Erdbahn in glei- 
chem Yerhältniss geschnitten werden, welche Annahme man auch wohl 
das Olbers'sche Princip zu nennen pflegt, keine ganz strenge. Der 
dadurch begangene Fehler kann ebenfalls gewöhnlich vernachlässigt wer- 
den, besonders, wenn die Zwischenzeiten der Beobachtungen sich nicht 
sehr von der Gleichheit entfernen. Werden dagegen diese Intervalle sehr 
ungleich, oder ist die geocentrische Bewegung des Kometen so schwach, 
dass dadurch ein jeder sonst unschädliche Fehler eine grössere Bedeu- 
tung erlangt, so wird es nöthig, auch den Olbers'schen Ausdruck für 

p" 

— oder M zu verbessern. Ziemhch einfach kann dies durch einen von 

Q 

Carlini vorgeschlagenen Kunstgriff, auf welchen die folgenden Betrach- 
tungen fuhren, erreicht werden. 

Es ist einleuchtend, dass wir, um den Werth von M verbessern zu 
können, auch ein Merkmal haben müssen, zu erkennen, dass derselbe 
der Verbesserung bedarf; dieses Merkmal liegt in der Art, wie die Beob- 
achtungen dargestellt werden. Offenbar werden die äusseren Beobach- 
tungen nach den Rechnungen der Ib er s' sehen Methode stets voll- 
ständig dargestellt, wie fehlerhaft auch das angenommene M sein 
möge; damit aber auch die mittlere Beobachtung vollständig durch 
die Elemente wiedergegeben werde, dazu ist zweierlei erforderlich: 
erstlich müssen die Beobachtungen selbst einer parabolischen Bahn 
entsprechen, obwohl sie eine gegebene Grösse mehr enthalten, als die 
Parabel erfordert; zweitens darf die Voraussetzung, auf welcher- die 
Herleitung des Olbers'schen M beruht, nicht fehlerhaft sein. Ist 
diese zweite Bedingung vollständig erfüllt, aber nicht die erstere, so 
werden weder die geocentrische Länge noch die Breite der mittleren 
Beobachtung dargestellt, doch ist alsdann der aus den Elementen zu be- 
rechnende Ort der zweiten Beobachtung noch ein Punkt jenes grössten 
Kreises, welcher den beobachteten Ort mit dem Sonnenort in der zweiten 
Beobachtung verbindet. Es wird also dann mit anderen Worten die 
Grösse: 

, tang ß' 

sin (a' — O') 

durch das aus den Elementen zu berechnende A' und ß\ welches wir zur 
Unterscheidung im Folgenden mit Aq' und ß^ bezeichnen wollen, genau 
wiedergegeben werden müssen. Dass alsdann auch die Grösse M so dar- 
gestellt wird, wie sie bei der Rechnung zu Grunde gelegt wurde, die 
Elemente also a posteriori das angenommene M bestätigen, ist leicht ein- 
zusehen, weil in dem Ausdruck für die letztere Grösse k' und ß\ nur so 
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weit 816 in m enthalten sind, vorkommen. Ist dagegen das Ol berausche 
Princip wirklich fehlerhaft, so wird sich das eben dadurch Terrathen« dass 
der aus den Elementen berechnete Ort einem anderen durch den sweiten 
Sonnenort gelegten Kreise entspricht, als dem ebengenannten, wonach 
denn also die zweite Beobachtung selbst in dem Falle, dass sie genau 
einer Parabel entspräche, nicht dargestellt werden könnte. 

Diese Betrachtungen geben nun den von Garlini vorgeschlagenen 
Kunstgriff an die Hand, durch welchen man erreicht, dass nach einer 
zweiten Bestimmung der BUemente der durch den zweiten Sonnenort 
und den schliesslich berechneten Ort gehende grösste Kreis in Wirklich- 
keit auch sehr nahe durch den beobachteten Ort geht und folglich diesen 
darstellt, wenn derselbe einer Parabel entspricht. Man wird dies, wie 
leicht einzusehen, dadurch erreichen, dass man den bei der ersten Rech- 
nung gefundenen Unterschied: 

tang ß* tang ßo 

sin (A' — ©') "" sin (Ao' — ©') 

als eine Correction betrachtet, welche an den Werth: 

tang ß* 

^ ~ sin (V - ©') 

angebracht werden muss. Der verbesserte Werth von M^ welchen man 

bei der Wiederholung der Bahnberechnung zu Grunde zu legen hat, 

wird also auf einfache Weise dadurch erhalten werden, dass man 
darin: 

tang ß' tangßo* 



m = 2 



sin (A' — 0') sin (Aq' — ©') 



setzt. Ein Beispiel wird hinreichen, diese Vorschrift zu erläutern. 

Für den zweiten Kometen des Jahres 1813 fanden wir die Elemente: 

T = 1813, Mai 19,520 Berl. Zeit 
3r — ß = 2050 2' 23" 
<ß = 42 40 8 
i = 98 59 5 

log q = 0,08468. 

Die mittlere Beobachtung fiel auf April 14,5469; also ist t' — T 

75 h 
= — 34,9731. Die mittlere tägliche Bewegung ist y— ; logmotus me- 

dii diurni 9,83311. In die Bark er 'sehe Tafel hat man demnach mit 
dem Logarithmus 9,83311 + ?o^ 34,9731, d. h. mit 1,37684 einzugehen, 
um die wahre Anomalie v' zu finden. Letztere ergiebt sich gleich 

— 34013' 2", logr' = log ^ — t-, = 0,12399. 
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Das Argument der Breite ^ — . ü -|- v' wird demnach: 
2050 2' 23" - 340 13' 2" == 170M9'21". 

Setzen wir nach Formeln der Vorlesung Drei: 

X* = r*cos{n — Si -\- v*) 

y* = r^ cosisin(jt — ß + v') 

e' = r' 8inisin{7C — Q> -\- v') 

X* = Itco8i& — ß) 

r = JJ'sm(0' — ß), 
so wird: 

q' cos (A'e — ß) == aj' + Z' 

p'wn(A'o — ß) = 3^ + r 
g'tangßo = /. 

Im gegenwärtigen Falle werden wir auf folgende Zahlen geführt: 

x^ = r' cos (1700 49' 21") = — 1,31340 

y = / cos (980 59' 5") sm (1700 49' 21") = _ 0,03314 

y = /sin (980 59' 5") sin (1700 49' 21") _ 4. o,20959 

X' = JJ' cos 341« 58' 37" = + 0,95477 

r' = iJ' sin 3410 58' 37" = — 0,31065 

A'o — ß= 2230 47' 22" 

A'o = 2660 27' 30" 

/3'o = + 220 52' 28" 

Es sollte V = 266« 27' 22", ß' = + 220 52' 18" erhalten werden. 

Legt man nun auf diesen für eine erste Bahnhestimmung sehr wenig 
in Betracht kommenden Unterschied derartiges Gewicht, dass man die 
Bahnherechnung mit einem verbesserten M wiederholen will, so hat man 
zunächst die Grösse: 

tang ßf! 

sin (A'o — ©') ' 

welche hier gleich — 0,47865 gefunden wird , zu berechnen. Oben 
hatten wir: 

m = l^f^^ = — 0,47860 
Sin(k — O) 

erhalten. Bei der Wiederholung müsste deshalb: 

m = — 0,95720 — 0,47865 = — 0,47855 

angenommen und in die Formel: 

f' — i sinm'ß — 0') — tangß 



M = 



t' — t tang ß' — m sin (A" — 0') 
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eingesetEt werden. Duroh diese Substitatton wird : 

log M = 9,75826 

und hat demnach gegen die erste Rechnung eine Correotion von 0,00027 
erlitten. 



Achtunddreissigste Vorlesung. 

Die Berüoksiohtigiing der Aberration, der Parallaxe und 
der Bewegung der Aequinootien bei Bahnbestimmungen. 

Schon im ersten Abschnitte wurde bewiesen, dass in Folge der Aber- 
ration ein Himmelskörper unseres Sonnensystems bis auf eine in der 
Praxis völlig unmerkliche Grösse genau in derjenigen Richtung gesehen 
wird, welche zu der Zeit, als das unser Auge treffende Licht von dem 
Körper ausging, die Richtung der Verbindungslinie zwischen ihm 
und der Erde war, dass man demgemäss, wenn man die Zeit der 
Beobachtung um so yiel vermindert, als das Licht nöthig bat, den Weg 
zwischen den beiden Himmelskörpern zurückzulegen, Alles so betrachten 
kann, als sei die Aberration des Lichtes gar nicht vorhanden. In der 
Regel wird nun bei ersten Bahnbestimmungen, auch wenn sie gar keine 
Rücksicht auf die Aberration nehmen, die Entfernung von der Erde hin- 
reichend genau bekannt, um bei einer Wiederholung der Bahnbestimmung 
diese einfachste Methode in Anwendung bringen zu können, und so 
könnte man denn auch bei der ersten Bahnbestimmung selbst schon die 
ganze Rechnung mit wegen Aberration verbesserten Beobachtungszeiten 
wiederholen. Ein solches Verfahren würde aber die sehr fühlbare Unbe- 
quemlichkeit mit sich führen, dass man für die verbesserten Zeiten auch 
die Erd- oder Sonnencoordinaten von Neuem bestimmsn oder, den verän- 
derten Zeiten gemäss, ebenfalls corrigiren müsste, was zur weiteren Folge 
hätte, dass sogar unter den Grössen der Vorbereitungsrechnungen nicht 
eine einzige Zahl ungeändert bliebe. Diesen Uebelstand kann man nun 
aber dadurch vermeiden, dass man die Beobachtungsrichtungen von der- 
jenigen Täuschung, welche die Bewegung der Erde verursacht, d. h. von 
der sogenannten FixsternabeiTation befreit. Sind dann t, t\ t** die Beob- 
achtungszeiten, z/, /j\ z^" die wirklichen (nicht curtirten) Distanzen des 
Gestirns von der Erde, so entsprechen diese verbesserten Beobachtungen 
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den Eichtimgen der Verbindungslinien zwischen den Erdörtem der 
Zeiten t, t\ t'^ mit den Planeten- oder Eometenörtern der Zeiten^ — 493/'3 ^, 
t' — 493",3 ^', <" — 493",3 J". Da nun die Fixsternaberration im 
Gegensätze zu der Planetenaberration von der Entfernung unabhängig 
ist, so ändern sich weder die Sonnenörter, noch die beobachteten Oerter 
bei solcher Behandlungsweise der Aberration, wenn nur immer den ge- 
fundenen Abständen von der Erde gemäss die Zeiten, welchen die helio- 
centrischen C!oordinaten des beobachteten Himmelskörpers entsprechen, 
verbessert werden. Bequeme, von B es sei entwickelte Vorschriften für 
die Berechnung der Fixstern -Astronomie findet der Leser in den Lehr- 
büchern der sphärischen Astronomie und in jedem astronomischen Jahr- 
buche, doch miag hier die Bemerkung Baum finden, aus welcher sieh jene 
Vorschriften ergeben, dass die volle Wirkung der Fixstemaberration in 
einen durch die Richtung der Erdbewegung und die Richtung nach dem 
Stern gelegten grössten Kreis fällt, und dass sie stets beide Richtungen 
um eine Grösse zu nähern strebt, welche dem Producte aus der Erd- 
geschwindigkeit mit dem Sinus des von beiden Richtungen eingeschlosse- 
nen Winkels proportional ist. Bei der Aberration spielt also der Punkt 
am Himmel, auf den die Erdbewegung gerichtet ist, eine ganz ähnliche 
Rolle, als bei der Wirkung der Parallaxe Zenith oder Nadir des Beob- 
achtungsortes, da die Parallaxe den Ort eines Gestirns dem Nadir um 
eine Grösse zu nähern strebt, welche dem Producte aus der Horizon- 
talparallaxe mit dem Sinus der Nadirdistanz proportional ist. 

Die Parallaxe kann schon bei einer ersten Bahnbestimmung und 
ohne alle Eenntniss der Abstände des Gestirns von der Erde und der 
daraus folgenden Horizontalparallaxe in aller Strenge berücksichtigt 
werden. Man braucht zu dem Zwecke nur anstatt der Coordinaten des 
Erdmittelpunktes die des Beobachtungsortes in die Rechnung einzufuhren. 
Die letzteren findet man offenbar dadurch, dass die auf den Erdmittel- 
punkt bezogenen Coordinaten des Beobachtungsortes zu den heliocentri- 
schen des Erdmittelpunktes addirt werden. Wählt man den Aequator 
zur Fundamentalebene, so nehmen die zu den Sonnencoordinaten hinzu- 
zufügenden Grössen sehr einfache Gestalt an, denn bezeichnet man mit s 
die Stemzeit der Beobachtung, mit q) die Polhöhe des Ortes und mit II 
die Sonnenparallaxe in Secunden (nach den neuesten Bestimmungen zu 
8,89 angenommen), mit X, 7, Z die unmittelbar den Jahrbüchern zu 
entnehmenden Sonnencoordinaten, so sind für die Bahnbestimmung die 
Grössen : 

^ n 

206264,8 ^ 
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als Sonnencoordinaten zu gebrauchen, um die Parallaxe von yomherein 
zu berüclcBichtigen. £> ist nun aber noch leicht su sehen, dass, wenn 
diese corrigirten rechtwinkligen Goordinaten der Sonne in Polarcoordi- 
naten umgesetzt werden, z. B. in Reotascension und Dedination, der 
durch die Sonnenparallaze ver&nderte Sonnenort erhalten wird. Auf die 
Parallaxe des zu berechnenden Himmebkörpers kann also in dreierlei 
Formen Rücksicht genommen werden : entweder corrigirt man die Sonnen- 
coordinaten X^ F, Z auf die oben angegebene Weise, oder die geooentri- 
schen Oerter des Kometen (Planeten) mit der aus seiner Distanz jd fol- 
genden Parallaxe, oder man bringt an den Sonnenort den Effect der 
Sonnenparallaxe an. Im letzteren Falle muss jedoch auch R um eine 
▼on dem Cosinus der Zenithdistanz der Sonne abhängige Grösse yermin- 
dert werden und zwar um den Betrag 

rin n • €08 Zenithdistanz, 

wie sich leicht daraus ergiebt, dass die Sonne im Zenith dem Beobach- 
tungsort um den Erdhalbmesser, d.h. um sin 11^ gen&hert ist. 

Bei einer scharfen Bahnbestimmung muss auch noch auf die Bewe- 
gung der Aequinoctien von einer Beobachtimg zur anderen Rücksicht 
genommen und auf ein festes Aequinoctium reducirt werden. Man wählt 
zu letzterem gewöhnlich das mittlere Aequinoctium vom Anfange des- 
jenigen Jahres, in welchem der Komet in sein Perihel kommt. Es ist bei 
den Astronomen vorwiegend Gebrauch geblieben, den scheinbaren Ort der 
Beobachtungen, d. h. den mit der Nutation und der Fixsternaberration 
behafteten Ort anzugeben; die Reductionen demnach, welche ausser der 
für Parallaxe nach dem Vorhergehenden anzubringen, werden nichts Ande- 
res sein als diejenigen Grössen, welche man nach Angabe der astrono- 
mischen Jahrbücher an den mittleren Ort für den Jahresanfang angege- 
benen Ort anzubringen hat, um den scheinbaren zu erhalten, nur mit ent- 
gegengesetztem Zeichen. 

In Anbetracht des Umstandes, dass die weitaus grössere Zahl der 
Beobachtungen neuer Himmelskörper in der Form von Messungen des 
Rectascensions- und Declinationsunterschiedes gegen einen sehr benach- 
barten Stern erhalten werden, dessen Reduction vom scheinbaren auf 
den mittleren Ort bis auf eine äusserst kleine Grösse dieselbe sein wird, 
wie die des zu bestimmenden Gestirns, wird man sich ausserordentlich 
häufig erlauben dürfen, der Rechnung ganz einfach diejenigen Positionen 
zu Grunde zu legen, welche durch Anbringung des beobachteten Rectascen- 
sions- und Declinationsunterschiedes an den mittleren Ort des Vergleich- 
sternes erhalten werden. Nur, wenn der letztere nicht ganz benachbart 
war, wie wohl bei Meridianbeobachtungen vorzokommen pflegt, wird man 
zu einer Ausnahme genöthigt sein, d. h. die Reduction des Vergleich- 
sternes und die des Beobachtnngsobjectes verschieden setzen müssen. Die 
so behandelten Beobachtungen geben, wenn man noch ausserdem auf 
angegebene Art die Parallaxe berücksichtigt, die Bahnelemente, bezogen 
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auf das mittlere Aequinoctium des Jahresanfangs , also gerade Das , was 
man haben will. Man kann dann sogar mit diesen festen Elementen die 
£phemeride berechnen; nnr mnss man, wenn sie auf das Aequinoctium des 
Tages bezogen und auf die gewöhnliche, dem Leser schon bekannte Art 
mit den Beobachtungen vergleichbar sein soll, an die Oerter der Ephe- 
meride noch die Reduction vom mittleren auf den scheinbaren Ort, wie 
ihn die Jahrbücher geben, jedoch mit Ausschluss der Glieder für die Fix- 
sternaberration, anbringen. 

Diese letztere Form der Ephemeridenrechnung, bei welcher man ein 
unveränderliches System Gauss 'scher Constanten anwenden kann, empfiehlt 
sich vor dem früher erklärten durch grossere Bequemlichkeit und lieber- 
sichtlichkeit. 



Neununddreissigste Vorlesung. 

Die Olbers'sche Methode für den Aequator als Funda- 

mentalebene umgeformt. 

Die jetzige Einrichtung der Jahrbücher kommt, wie schon an ande- 
rer Stelle bemerkt wurde, dem Gebrauche des Aequators als Fundamen- 
talebene so sehr entgegen, dass die Ekliptik einen grossen Theil ihrer 
Bequemlichkeit verloren hat. Wo die Ekliptik ohne Weiteres den Vor- 
theil bietet, durch das Null werden der Z-Goordinate des Sonnenortes 
die Formeln zu vereinfachen, scheint sich allerdings auch bei der 
jetzigen Einrichtung der Jahrbücher die Verwandlung der Beobachtun- 
gen in Länge und Breite noch zu lohnen. In Strenge besteht aber jener 
Yortheil fast niemals, wegen der Sonnenbreite, welche nach der positiven 
sowohl als der negativen Seite ganz nahe 1^ erreichen kann, und ausser- 
dem, wie wir wissen , wegen der Parallaxe. Nur wo man diese Cor- 
rectionen vernachlässigen will, und dies ist allerdings bei ersten Be- 
stimmungen in der Regel erlaubt, dürfte sich die Ekliptik unbedingt 
empfehlen; für scharfe Rechnungen und diejenigen besonderen Fälle da- 
gegen, wo schon auf die erste Bestimmung ein höherer Grad von Sorgfalt 
und Genauigkeit zu verwenden ist, scheint der Aequator als Fundamen- 
talebene mehr Aufmerksamkeit zu verdienen, als ihm bis jetzt, trotz der 
sehr zu seinen Gunsten veränderten Einrichtung der astronomischen Jahr- 
büchei*, zu Theil geworden ist. Hierher ist besonders zu rechnen, dass 
die Jahrbücher jetzt auch die Sonnencoordinaten für das mittlere Aequi- 
noctium des Jahresanfangs geben. 

Man könnte vielleicht zu Gunsten der Ekliptik noch geltend machen, 
dass doch schliesslich die Bahnelemente auf dieselbe bezogen zu werden 
pflegen, wogegen wieder zu bemerken sein würde, dass man für den doch 
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vorwiegend wichtigen Zweck der Ephemeridenberechnnog der Gauss'- 
Bohen Goostanten für den Aequator bedarf, und dass es eben so leicht ist, 
die Elemente für die Ekliptik ans den G aus b 'sehen Gonstanten, wie diese 
ans jenen zu berechnen. Nur besteht hier auoh noch für den Aequator 
der Yortheil, dass sich aus den Zahlen einer mit dieser Fundamentalebene 
ausgeführten Bahnbestimmung sofort auch die Gauss'schen Gonstanten 
ergeben, w&hrend man im anderen Falle erst von den ursprünglich immer 
auf den Aequator bezogenen Beobachtungen durch Verwandlung der 
Rectascensionen und Declinationen in L&ngen und Breiten auf die Eklip- 
tik und von dieser schliesslich wieder auf den Aequator zurückgehen 
muss. 

Aus den eben angefahrten Gründen wollen wir denn die Ekliptik 
hier nicht in dem Grade bevorzugen, wie es in den meisten Schriften 
dieser Art zu geschehen pflegt, imd demnach untersuchen, wie sich die 
Olbers 'sehe Methode für den Aequator als Fundamentalebene gestaltet. 

n" 

Die Hauptaufgabe wird hier darin bestehen, das Yerhaltniss — oder 

Q 
das 01b er 8 'sehe M möglichst unmittelbar durch Rectascensionen und 

Declinationen auszudrücken, was wir aber jetzt auf eine andere und all- 
gemeiner anwendbare Art thun wollen, als früher. In der Vorlesung 
Sechsundzwanzig kam es uns vor Allem darauf an, die Eenntniss jenes 
Verhältnisses als nahe und fast unmittelbare Folge des Olbers' sehen 
Princips darzulegen. Zu unserem jetzigen Zwecke können wir an die 
Bemerkung anknüpfen, dass für irgend drei Bogen Ä^ B und C folgende 
identische Gleichungen: 

siniß — A)sin C + sin(C — B)sinÄ + sin(Ä — Cl)8inB = 

sin(B — Ä)co8 C + 8in(C — B)cosÄ + sin(Ä — C)cosB = 

existiren, wovon man sich sehr leicht durch Auflösung der Klammem über- 
zeugt. Bezeichnen wir nun die doppelte Dreiecksfläche zwischen den 
Radienvectoren r' und r", d. h. die Grösse r'r"stn(i;" — v') mit n, die 
doppelte Dreiecksfläche zwischen r und r', d. h. rr' 8in(v^ — v) mit n", 
r f" sin (v" — v) mit n\ und berücksichtigen, dass auf irgend welche durch 
die Sonne gelegte Fundamentalebene bezogen, die rechtwinkligen helio- 
centrischen Goordinaten rc, y, jer, xf, y\ £^ Qi\ y", /' durch die Formeln: 

X ■=^ ül r 8in(A' + '^) 
y = Vr 8in(B' + v) 
e =i dr sin{(y '\- v) 
ixf = aW sin{A' + v*) 
^f = Vr' 8in(B' + v') 
^ =cV 8in(Cf -f vO 
a/'=a'r''8m(Ä' + v") 
y''z=Vf^'siniB' + v") 



\ 
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erhalten werden, so ist nach obigen Identitäten : 

v! X* = na? + Va?" 

r! ii =^ nz + w" ef* 

oder, wenn -7 = c, — r = c" znr Abkürzung gesetzt werden : 
n n 



1) 



/^«.'' 



y z= c» + c'^si 



Letztere Gleichungen bilden den Ausgangspunkt sehr vieler hierher ein- 
schlagender Untersuchungen! so auch der uns jetzt vorliegenden Aufgabe. 
Bedeuten nämlich a, a\ a!* die drei beobachteten Rectascensionen, d, 8\ 8^' 
die Declinationen, X, T, Z, X\ Y\ H, X", 7", Z" die zugehörigen Son- 
nencoordinaten, aus denen das Yerhältniss der für den Aequator curtirten 
Abstände ^ und q!* gefunden werden soll, so haben wir zunächst die 
bekannten Gleichungen : 

y + Y' . 
^^r^r^ = fang a: 

l/'L X' — ^^ "' ^^si *' 

oder, nach dem Obigen: 

"> cx + c>v> + r = ^^'''^""^^- 

Drückt man hier nun noch a?, fl/', y, y", jer, iBf" durch q und 9" 
ans, da 

X =^ Q cosc^ — X 
y z=z q sina — Y 
z = Q lang 8 — Z 

so erhält man aus m) und n) zwei Gleichungen zwischen q und qf\ Setzt 
man zur Abkürzung: 

Jlf == (X sin cd — Y cos «') . cosec (a" — a') 

M' = (X' stw a' — r' cos a') . cosec («" — «') \ 

Jf ' = (X" sin «' — T' cos «') . cosec (a" — a'X 

Klinker fu es, theor<:ti8che Astronomie. 9 
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BD geht Gleichung m) in die folgende über: 

' ^ sin(a — a') ^ 

Der Gleichung n) kann man eine gans analoge Gestalt geben ; setzt 
man: 

JV = X igS — Z cosa' 

IT = X! tgd' — Z'cosa' 

2r'=X*'tgd' — ^'co8a\ 
so hat man: 

p) icasa'tgd'' — co8a''tgS')c"Q" = IT ^ Nc -- JfV 

— (cos a!tg8 — cos a tg d') c g. 

Aus diesen beiden Gleichungen o) und p) könnte man nun die Grösse c" 
eliminiren, in der Weise, dass die daraus resultirende Gleichung nur das 

Verhältniss -77 oder —jj als einzigen nicht in aller Strenge bekannten 

Factor von q enthielte. Erlaubten wir uns nun auch hier, dieses Ver- 
hältniss der Dreiecksflächen für die Erde und für den Kometen gleich 
gross zu setzen, so kämen wir auf einen für jede beliebige Fundamental- 
ebene gültigen und brauchbaren Ausdruck. Da nun aber hier die Z, 
Y, Z u. s. w. wegen der in voriger Vorlesung angegebenen Berücksich- 
tigung der Parallaxe nicht mehr den Punkten einer Planetenbahn ent- 
sprechen, indem sie sich nicht auf den Erdmittelpunkt beziehen, so wür- 
den wir hier mit Anwendung des Olbers 'sehen Princips ohne Correction 
eine Inconsequenz begehen. Deshalb müssen wir, wenn sich die Berück- 
sichtigung der Parallaxe und der Aberration vollständig lohnend seigen 
soll, der Gleichung zwischen Q und ^" eine grössere Genauigkeit geben, 
als in der Olbers' sehen Annahme enthalten ist. 

Vorläufig aber machen wir hier von den Gleichungen o) und p) un- 
mittelbar Gebrauch; von der ersteren, wenn die Rectascension des Ko- 
meten sich stärker ändert, als die Declination, von der letzteren, wenn 
das Gegentheil der Fall ist. Weiter unten werden wir aus p eine Glei- 
chung ableiten, welche vollkommen streng den Olbers 'sehen Ausdruck 

q" 

für ^— als speciellen Fall enthält. 

Um in den genannten Gleichungen c und c'' auf eine vortheilhaite 
Weise auszudrücken, führen wir die Verhältnisse des Sectors zum Dreieck ein. 

Bezeichnet man das dem Zeitintervall ^" — t' entsprechende Ver- 
hältniss: 

r . mit % das dem Intervalle f' — t entsprechende mit iy", daa 

für t" — t mit 12, so ist offenbar : 
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n = k («" — f)ii .Yp 
n"=k(t' —t)'^".Vp 

n' = k(t" — t)n' .Vp. 
demnach: 

_ t"—f 2L-. ^n 

„ _ t'—t v;_£V' 

'' ~ t"—t ' ri' ~ »'fj' ' 
Hierdurch gehen die Gleichungen o) und p) in die folgenden über : 

q) Q" = M'^^^M^jr^,-M _ -^-^-^^-—^ ^^, . p . 
r) {cos «' tg d" - cos a" tg d') g" = If ^, - N^ - N" 

— (cos a'tgd — cos a ig d') 



welche yöllig streDg sind, aber auch die nicht völlig bekannten Grössen 
iy, 7i\ ri'' enthalten. Aus unseren Entwickelungen in der Vorlesung 
Fünfunddreissig, speciell der Gleichung oder Reihenentwickelung k) geht 
hervor, dass ri von r' + ^\ ^' von r + r", rf* von r -{- r' abhängig ist 
und sofort bekannt wird, sobald es diese Summen werden. Zu bemerken 
ist, dass die Verhältnisse % vfi t^* nur um kleine Grössen zweiter Ordnung 
von der Einheit verschieden sind, durch welchen Umstand es ermöglicht wird, 
wenn man will, das unten zu beschreibende Verfahren der successiven 
Verbesserung schon während der systematischen Versuche für die q 
und 9", welche die Olbers'sche Methode vorschreibt, durchzufahren, im 
Gegensatze zu der Verbesserung des Olbers' sehen ilf nach ausgeführter 
Bahnbestimmung. Zugleich erhält man Gelegenheit, an die Zeiten die 
Verbesserung wegen der Aberration anzubringen. 

Dass die Gleichungen q) und r) überhaupt auch zur Verbesserung 
des Olbers' sehen Verhältnisses gut gebraucht werden können, liegt auf 
der Hand; wir wollen es aber hier doch noch an dem früher behandelten 
M. des zweiten Kometen von 1813 erläutern. Wo die beobachteten geo- 
centrischen Längen und Breiten gebraucht werden, wird zur Anwendung 
von q) etwas einfacher: 

M = R sin (A' — O ) cosec (X" — A') 
M' = R' sin (A' — O' ) cosec (k" — k') 
M*'= B!'sin(k* — O") cosec (JJ* —V\ 
und wenn wir r) anwenden wollen : 

N = B tg.ß' cosQ 
IT —B' tg.ß' C0S& 
ir' = B''tg.ß"cos&\ 
Für das in Rede stehende Beispiel gestaltet sich die Aufstellung der 
Gleichung q) wie folgt : 

9* 
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Es wird: 

logM =0,74555 

logN^ = 0,72240 

%J!f" = 0,69108 

sin (A — if) 

"^ sin (r - AO = ^'^'^^'- 

Ferner ist nach früher gefiüirter Rechnung: 

r = 1,37708 
/ = 1,33042 
/' = 1,29027; 

2-^ 

da nun TT^t — mir = 0,057191, welche letztere Zahl fürv indieReihen- 
(r + r") « 

entwickelung X;) der fünfunddreissigsten Yorlesung gesetzt werden mnss, 
um 1} zu erhalten, so ergiebt sich': 

fj = 0,99891, log'q = 9,99953, 

was auch der Hülfstafel im Anhange entnommen werden kann. 
Ebenso findet sich: 

fl' = 0,99587, log V = 9,99820, 
12" = 0,99903, Ugn'' = 9,99958, 

also, da %^ = 9,08392, %^ = 9,38323, ^-Ö"" = 9,08049, 

logd^ri = 9,08345 
log^ri' = 9,38143 
log^^n'' = 9,08007, 
wird die numerisch ausgedrückte Gleichung q) 

q" = 0,04278 + 0,50509 . 9. 

Wir hatten früher gefunden, dass log q sehr nahe gleich 9,80366 
sei; nach der eben aufgestellten Relation gehört dazu: 

logq'* = 9,56130, 

also ist hiernach der verbesserte Logarithmus des Olbers'scheD 
M = 9,75764. 

Die üebereinstimmung der aus den Gleichungen q) und r) folgenden 
Relationen zwischen 9" und Q mit der nach der Garlini'schen Ver- 
besserungsmethode folgenden ist davon abhängig, ob die Länge und die 
Breite der zweiten Beobachtung einer und derselben Parabel entsprechen. 
Wenn wir die Gleichung r) zur Aufstellung jener Relation benutzen 
wollen, was hier in Anbetracht der grösseren Bewegung in Breite das 
Genauere ist, so bekommen wir: 
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logN = 9,60476 
log IT = 9,58541 
log IT' = 9,55840 
Ug (cosVtgß'' — cosü'tgß') = 8,93215 
log {cos X' ig ß —cosltgß') =8,64061« 
und endlich: 

9" = 0,03638 + 0,51504 9; 

dem Werthe logq = 9,80366 entspricht hiemach logg" = 9,56122; 
folglich ergiebt sich aus Gleichung p) der Logarithmus des 01b er s 'sehen 
M = 9,75766 *). 

Nach dieser Abschweifung über die Verbesserung des Verhältnisses 

— kehren wir zu unserem Hauptthema, der strengen Bestimmung einer 

Eometenbabn aus drei vollständigen Beobachtungen, welche in Recta- 
scension und Declination gegeben sein sollen, zurück. 

Es lässt sich zu dem Zwecke folgender Gang der Rechnung vor- 
schlagen. 

Man macht zuerst eine Annahme über Q, welche dem Werthe r = l 
entspricht, setzt gleichzeitig für die Berechnung von ^2) ^'9 ^" ^ ^^ ^* 
r' = 1, r" = 1, und bestimmt das zu Q gehörige q" entweder nach der 
Formel q) oder nach r), je nachdem der Gebrauch der Rectascensionen, 
oder der der Declinationen eine grössere Genauigkeit verspricht. Aus 
q'' ergiebt sich dann auf einfache Weise r'^ und nach der Encke' sehen 
Hülfstafel die zur q und q'\ oder r und r" gehörige Sehne x. Darauf 
berechnet man die heliocentrische Bewegung (v" — v), deren Cosinus wir 
in der neunzehnten Vorlesung mit (rir^') bezeichnet haben. Die Glei- 
chungen 4) oder 5) der genannten Vorlesung, d. h. die Gleichung: 

mit Beibehaltung der dort eingeführten Bezeichnung geschrieben, liefert 
hier mit aller nur zu wünschenden Schärfe das Product der Radienvec- 
toren rr^', da das gegen die Anwendung derselben bei kleiner geocentri- 
Bcher Bewegung geäusserte Bedenken jetzt wegfallt. Denn man kann 
nun nicht mehr, wie früher der Fall war, das Beobachtungsmaterial merk- 
lich ändern, ohne auch auf das Resultat für rr'' erheblich einzuwirken. 
Dem so gefundenen Logarithmus des rr'^ zieht man von demjenigen, 
welcher der Hypothese für Q und 9" entspricht, ab; die ganze Differenz 
betrachtet man als die an den angenommenen logr anzubringende Ver- 



*) Im Berliner Jahrbuchc von 1833 findet Encke nach ebenfalls beinahe strengen 
Formehi in diesem Falle einmal log M = 9,75863 , ein anderes Mal log M = 9,75824, 
welcher letztere Werth mit dem nach der Carlini »sehen Verbesserungsmethode gefun- 
denen log M = 9,75826 fast ganz übereinkommt. Die Unterschiede sind bei einer mit 
fünf Stellen geführten Rechnung zu erwarten. 
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besserung. Sollte dieselbe zufWigerweise schon bei dem ersten Yersnche 
klein ausfallen, so lohnt sich die Mühe, gleich auch r' aus der Formel: 

r'> = x'^ + y* + b'^ ^-{cx^r c" «")* + (<* ^ + c" y")* + (c ^^ + c" /')^ 

und hieraas dann noch q' zu berechnen. Die drei Abst&nde von der 
Erde Q sec d, g' sec d\ g" sec d" dienen dann dazu, die Beobachtungszeiten 
wegen der Aberration zu corrigiren; die r, r\ r" ergeben mit gesteigerter 
Schärfe rj^ 17', ij" und ermöglichen auch, eine genauere Relation zwischen 
g und g" für die weiteren Versuche in Anwendung zu bringen. 

Zeigt sich hingegen der erste Versuch, indem sich aus Gleichung 5) 
der neuozehnten Vorlesung ein ganz anderes rr'' ergiebt, als den zu 
Grunde gelegten Werthen entspricht, noch sehr ton der Wahrheit entfernt, 
so wird man sich erlauben, die Correction wegen Aberration noch zu unter- 
lassen, und für die eine Berechnung von iy, i^'» ^"» *^' = ^'2 (^ ~I~ O zu 
setzen. Sollten die beiden Zwischenzeiten sich aber hierfür zu weit von 
der Gleichheit entfernen, so interpolire man r' im Verhältniss der Zwischen- 
zeiten, setze demnach: 

Dieser letztere Ausdruck wird sich h&ufig auch während der ganzen 
Rechnung vollständig genügend erweisen. 

Erscheint die Zweideutigkeit, welche der Bestimmung von g aus r, 
oder von g*' aus r" anhaftet, störend, so wird man es vorziehen, die obige 
Gleichung 5) in Beziehung auf g g'^ aufzulösen, und den dafür gefunde- 
nen Werth mit dem Producte der angenommenen Werthe zu vergleichen. 
Im Uebrigen bleibt dei* Gang der Rechnung wie beschrieben wurde. Der 
Leser darf bei der Gleichung 5) aus Vorlesung 19 nicht übersehen, dass 
darin g und g" die wirklichen, nicht curtirten Abstände bedeuten. 

In den meisten Fällen wird man bei der eben beschriebenen Art, 
bei welcher die Verbesserung des Olbers'schen Verhältnisses mit der 
Auflösung der Lamb er tischen Gleichung vereinigt wird, ziemlich schnell 
definitive Werthe bekommen; übrigens sind die Formeln dieser und der 
folgenden Vorlesung mehr für einen Noth- und Ausnahmefall der Olbers'- 
schen Methode geeignet, und ausserdem hier als Vorbereitungen zu einer 
weit vollkommeneren Form zu betrachten. 
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Vierzigste Vorlesung. 

Zusammenstellung der Formeln für eine auf den Aequator 
zu beziehende Eometenbalinbereclinung. 

Es seien: 

a, «', a" die zu den Zeiten t, t\ t^' gehörigen, von der bekannten 
Keduction vom mittleren Aequinoctium des Jahresanfanges auf das schein- 
bare Aequinoctium wieder befreieten Bectascension, d, d\ d^' die auf eben 
solche Art behandelten Declinationen des Gestirns, X, Y, Z, X\ Y\ Z', 
X'\ ÜT", Z" die zugehörigen, auf das mittlere Aequinoctium des Jahres- 
anfanges bezogenen, wegen der Lage des Beobachtungsortes verbesserten 
Sonnencoordinaten. Um daraus den heliocentrischen Goordinaten des 
Gestirns, bezogen auf das genannte mittlere Aequinoctium, mit aller 
Schärfe zu finden, hat man nun zunächst folgende Yorbereitungsrechnun- 
gen, betreffend die Grössen B'-, B'^, i^"^ (BB"), {Bq"), {B" q), {q q"), 
desgleichen cos % oder {B q) tmd cos %" oder {B" q'!) zu erledigen : 

JR« = Z^ + r2 + Z^ 

jR'2 = X'» + r^ + Z'2 
i2"2 = x"2 4- r"2 4- z"2 

BB'' {BB'') = XX" + rr" + ZZ" 

— B.(Bq") = Xcosd"cosa'' + Ycosd"sina" + Zsinö" 

— J2" . (B" q) = X" cos äcosa + Y" cos Ssina + Z" sin 8 
{qq") = sind sind" '\-cosdcosd'^cos(a" — a) 

— B.(Bq) =Bcos% =Xcosdcosa + Ycosäsina 

4- Zsind 

— i2" (12" ^") = i?" cos f = X" cos ö" cos a" + F'cos S" sm a" 

+ Z"sm5". 

X 

Nachher berechne man, wenn die geocentrische Bewegung in Rec- 
tascension den grösseren Bogen umfasst, die Relation zwischen den auf 
den Aequator projicirten Abständen Q und q": * 



II. 



sin (a" — «0 ^" = M' 



ff ^tf 



d^'^Ti 



— M 



ff ^ff 



d^'fi 



— M 



ff sin (a — «') ^ri 



sin («" — «') ^" n'' 

wobei ^ , 12' > ^" ^^ö i"^ ^®r neununddreissigsten Vorlesung erklärte Be- 
deutung haben, die Grössen M, M\ M'* aber der Reihe nach durch die 
Gleichungen : 

IM = (Xsina' — Ycoscc') 
M! = (X! sin a' — F cos «') 
M!'=(X!'sina' — T'cosa') 
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definirt werden, und ab nur Gegebenes enthaltend, in die Yorbereitangs-' 
rechnong mit aaÜBunehmen sind. 

Entspricht dagegen der Bewegung in Declination ein grösserer Bo- 
gen, 8o bediene man sich statt der Gleichung II. der folgenden: 

(cosa'tgd'^ - cosa^'tgö') ,>" = IT Ä _ xi ^ 



IV.. 



I — IT' — (cosa'tgd — cosatgd') -^jßw'Q^ 



worin die Grössen: 

N =Xtgö' — Zcosa' 
2r =X'tgd' -- Zcosa! 

ebenfalls schon in den Yorbereitnngsrechnungen yollständig zu bestim- 
men find. 

Man mache nun über Q eine zweckmässig scheinende Hypothese und 
berechne: 

VI. r« = JB» + 9«secd> — 2BQsecdcosx* 

Dem hieraus folgenden Werthe von r setzt man zuerst auch r' und r" 
gleich, und mit diesen Werthen bestimme man auf die oben beschriebene 
Weise die Grössen 17, fj', rj'' in IL oder IV. Man ist jetzt im Stande, das 
zu Q gehörige q'' zu berechnen, aus welchem wiederum r'' durch dio 
Formel: 

VII. .. . r"« = Ä"« + Q"Uecd"^ — 2 B'>" scc d" cos x" 

zu bestimmen ist. Es kommt darauf die Enck ersehe Hülüstafel für die 
Lambert 'sehe Gleichung in Anwendung, welche aus ^ und r -\- r" die 
Sehne x liefert. Zur Prüfung der Richtigkeit des angenommenen Wer^ 
thes von Q dient dann die Gleichung: 

(Q P") Q Q'^secösecS*' = V2 (r^ + r"« — x^) — {BR") BB" 

— (iJ" Q) B" Qsecd -- (B 9") Bj^'' sec d", 

aus welcher q q^' übereinstimmend mit den der Gleichung IL oder FV. ge- 
mäss angenommenen Werthen von Q und q'^ sich ergeben müsste. Aus 
einem sich zeigenden Unterschiede leitet man auf die oben beschriebene 
Art ein verbessertes Q ab, um damit denselben Versuch zu wiederholen. 

Ist man durch die successiven Verbesserungen der Wahrheit schon 
sehr nahe gekommen, so berechnet man, wenn man sehr grosse Schärfe 
in die Bestimmung zu legen wünscht, / aus der Gleichung: 

^ 1(9' n'r')' = [(» 1?)» + »9"n n"] r* + [(d" ij")« 



vm.. 



M . • . I 



genügt geringere Genauigkeit, so setzt man: 
IX. a) ^V = -ö-r + a^"r". 
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Aas r' bestimint man, wenn man der Rechnung die volle Schärfe bewah- 
ren will, q' unter Anwendung der Formel: 

X Q'secd' = BUosjd ± j/r'» — R'^sinx\ 

wobei : 

Sfcosx! = X!cosS'cosa' + Y* cos8* sina! + SÜsin^^ 

bei etwas geringeren Ansprüphen an die Genauigkeit kann man auch hier 
einfacher : 

X. a) -y 9' = a^p 4- -y'p" 

zu setzen sich erlauben, was zugleich dazu dienen kann, im anderen Falle 
das Vorzeichen der Wurzelgrösse in Gleichung X. zu entscheiden. Die 
weitere Rechnung hat man dann mit den Zeiten: 

t — 493",3 QsecS 
e — 493 ,3 Q'secS* 
f — 493 ,3 9"5ecÄ" 

la führen, um die Aberration zu berücksichtigen; demgemäss sind auch 
^, ^', -9^' au ändern. 

Hat man die definitiven Werthe von Q und 9'', r und r" und ans x 
noch den heliocentrischen Bogen t/' — v gefunden, so berechnet man zu- 
nächst auf schon bekannte Weise die Epoche des Perihels T, den Radius- 
vector des Perihels ^, sowie die wahren Anomalien v und v'\ Diesem 
Geschäfte kann man dann fast unmittelbar die Bei'echnung der Ephemeride 
folgen lassen, da sich, wie wir wissen, die heliocentrischen Coordinaten 
auf die Form: 

X = a' rsin (A^ + ^) 

y = l'rsin (ß + v) 

e z= c'rsin (C + v) 

bringen lassen , deren Constanten a\ h\ (f, Ä\ B\ C', sich deshalb aus 

X y z 3/' ^' ^* 

— , — , — , -j,t*-m Tf ^ 'i^d t/ auf folgende Weise bestimmen: 

r T r r T r 

a'sin lA' + 1/2 (i/' + V)] = V»(^ + j)secy, (i/' - v) 
o' cos U' + V» (»" + »)] = Vi ^ — j\ cosec Va (d" — v) 



XI. 



• • • 



Vsin [B' + V, V' + »)] = 'U(f + ^)secy, (v" - v) 
l'cos [B' + V» (i/' + v)] = V« (^ -^^ cosec \U (t/' - ») 
cfsinia + V. (t/' + V)] = yt(f, + j)secy, (»" - .V) 
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Will man die Ephemeride, wie das in der Regel bei der ersten Be- 
rechnung eines Himmelskörpers sn sein pflegt, nur zum Zwecke des Auf- 
Buchens und der Yorausberechnung seiner Helligkeitsverhältnisse (da nach 
der Erfahrung auch bei Kometen nahezu die Helligkeit dem Quadrate 
des Products der Entfernungen von der Erde und von der Sonne sich nm- 
gekehrt proportional zeigt) benutzen, so kann man auch die zu berechnen- 
den Oerter s&mmtlioh auf das mittlere Aequinoctium des Jahresanfan^res be- 
ziehen. Es sind dann abo mit den heliocentrischen Goordinaten die 
Sonnencoordinaten , bezogen auf dasselbe Aequinoctium , zu verbinden. 
Im anderen Falle, wenn die Ephemeride auch zu scharfen Yergleichungen 
zwischen Rechnung und Beobachtung dienen soll, und dieses Geschäft; aaf 
die gewöhnliche Weise ausgeführt werden soll, hat man den berechneten 
mittleren Oertem noch die Beduction auf das wahre Aequinoctium des 
Beobachtungsmomentes hinzuzufügen. Die Fixsternaberration hat man 
wegzulassen, da diese nachher bei der Yergleichung der Beobachtungen 
mit der Ephemeride in der uns bekannten anderen Art berücksichtigt 
wird*). 

Um endlich mit leichter Mühe auch die Elemente Si, Jt — Si und i 
bezogen auf die Ekliptik, zu haben, braucht man nur die G-leichungen 
12) und 13) der neunzehnten Yorlesung in Anwendung zu bringen. Jene 
Gleichungen machen keinen Unterschied zwischen rechtläufigen und rück- 
läufigen Kometen; man erhält bei letzteren einfach einen im zweiten 
Quadranten liegenden Wei*th von t, und für x — Si das ß — st der an- 
deren Zählungs- und Bezeichnungsweise rückläufiger Kometen; will man 
auf diese andere übergehen, so hat man daher i in 180^ — i, 7C — «ß in 
360<^ — (ä — ß) zu verwandeln, und den Elementen noch das Zeichen 
B. oder Betrograd hinzuzufügen. 

Da hier die Bezeichnung in einzelnen Stücken von der .in der neun- 
zehnten Yorlesung abweicht, und der Yollständigkeit halber, mögen hier 
jene Yorschriften zur Berechnung von st — ß, Si, i noch einmal aufge- 
führt werden. Bedeutet 6 die Schiefe der Ekliptik zur Epoche des ge- 
wählten Aequinoctiums, so berechne man einen Hülfswinkel ^ aus der 
Formel : 

c 
dann hat man: 

Itang [1/2 (B' + C) - (^r - ß)] 

I cos (£ -f !^) 



*) Nach der Bezeichnung des Berliner Jahrbuchs hat man also an die mittleren 
Rectascensionen noch die Grössen Aa, Bb, an die Declinationen die Grössen Aa^ Bb 
Anzubringen; im Nautical Almanac sind dieselben mit Cc, D dy C c\ D d! bezeichnet. 



xin.. 
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cosQ> = a'sin [Ä' — (jt — ß)] 

— sin Sicosi = ü! cos [ä' — (ä — ß)] 
sinSi> =h' sece sin [B' — (« — ß)] 

= c'cosecssin [C — (x — ß)]. 

In welchem Quadranten st — Q> und Si liegen, muss hier, da wir 
die geocentrischen Breiten nicht unmittelbar haben, auf etwas andere 
Art, als in Vorlesung Neunzehn entschieden werden, nämlich dadurch, 
dass eine der beiden Gleichungen : 

t' cos [B' — (tc — SiJ] = cosSi cos i cos B — sin i sin s 
c' cos [Cf — (JT — ß)] = cos ß cos i sin b + sin i cos b 

zugezogen wird. Ist noch eine derselben befriedigt, so ist in XII. der 
Quadrant von st — Si richtig gewählt; im anderen Falle sind st — Si 
und Si um 180^ zu ändern. Das auf solche Weise bestimmte System 
wird die Gauss'schen Constänten wiedergeben, daher die Beobachtungen 
darstellen, und man hat somit auch die Elemente, bezogen auf die Eklip;- 
tik und das mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges. 



Einundvierzigste Vorlesung, 

Reohnungsbeispiel zu Vorlesung Vierzig. 

Der Komet 1867. III. wurde vom Herrn Professor Förster am Ber- 
liner Refractor wie folgt beobachtet: 

Mittl. Berl. Zeit. Rectascension. Deolination. 

1857. Juni 23. 12*56' 53" Ö30 6'53",4 +400 59'38",5 

27. 12 56 37 61 20 51 ,1 + 44 53 50 ,1 

Juli 2. 13 27 37 77 2 50 ,6 + 48 47 8 ,8. 

Wir führen zunächst an diesen Beobachtungen die Reduction vom 
scheinbaren Ort auf den mittleren aus , d. h. beziehen die Beobachtungen 
auf das mittlere Aequinoctium des Jahres 1857,0, indem wir sie zugleich 
von der Fixsternaberration befreien. Die Jahrbücher geben die dazu 
gehörigen Formeln und Zahlen. Dem Jahrbuche (hier dem Nautical 
Almanac) entnehmen wir auch noch die Sonnencoordinaten für die Beob- 
achtungszeiten und bringen daran zur Berücksichtigung der Parallaxe 
die in der achtunddreissigsten Vorlesung angegebenen^ von der Stem- 
zeit und Polhöhe des Beobaohtungsortes abhängigen Correctionen an, 
nämlich 
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77 



an den X die Correction — 



n 



206264,8 

n 

206264,8 

n 

206264,8 



cos fp cos 8 



cosfpsins 



9M^>* 



Wir wollen diese leichten Reductionen hier nicht in das Einzelne 
durchführen, sondern gleich das auf solche Weise von fremdartigen Bei- 
mischungen befreiete Material der Rechnung selbst hier anfahren. 



o, «', o" . . 
«, *', 8" . . 
Z. Z*. Z" . 

r, r, Y" . 



Juni 23,58950 
630 6' 61" 
40 59 35 
— 0,04203 
0,93183 
0,40432 



Juni 27,53932 
610 20' 48" 
44 43 46 
— 0,10953 
0,92730 
0,40236 



Juli 2,56085 

770 2' 44" 

48 47 4 

— 0,19350 

0,91569 

0,39731. 



Die Vorbereitungsrechnungen nach den Gleichungen I. der vorigen 
Vorlesung ergeben nun nach L: 



1,03355 
1,03377 
1,03378 
1,02204 



B» = 

{JBB")BJB" = 

(Bq") B = — 1,36029 

(JB" 9) B" = — 0,72577 

(9 ^") = 1,90622 

(Bq) R = Bcosx = — 0,80873 

{B!*q'*)B'* = B'^cosf = — 0,85827, 

und für den Fall einer scharfen Berechnung der Aberration: 

B!cos%' = — 0,82396 
Bf^inx'^ = 0,36486. 

Von den Formeln 11. und IV. verdient offenbar hier die erstere bei 
dar Aufstellung der Relation zwischen Q und 9" den Vorzug, weil die 
Bewegung in Rectascension die in Declination bedeutend übertrifit; be- 
rechnet man deshalb die If, itT, 3f\ so erhält man: 

Jf = — 0,48370 

Jf' = — 0,54077 

Jtf" = — 0,60888, 

und jene Relation wird überhaupt: 



Die Bestimmung der parabolischen Bahnen von Kometen. 141 
0,27058 . 9" = - 0,54077 ^^ + 0,48370 -^ 

+ 0,60888 + 0,14319 -^riF'Q' 

Die Gleichungen VI. und VIT. nehmen, in Zahlen ausgedrückt, fol- 
gende Gestalt an: 

r2 = 1,03355 — 2,14293 Q + 1,75529 q^ 
r"2 = 1,03378 — 2,60520 ß" + 2,30340 9"^ 

und die Gleichung YIII. endlich wird: 

3,81244. 9 p" = r2 + r"« — x» — 2,04408 + 1,92310 p + 2,72058 9". 

Da hiermit die Yorbereitungsrechnungen beendigt sind, schreiten wir 
zu den Versuchen über Q; ohne Gefahr, unser Ziel zu verfehlen, könnten 
wir mit einem Werthe beginnen, der r = 1 entspricht. Die Grösse der 
negativen GoefEicienten von q in dem Ausdruck für r^ lässt indessen ver- 
muthen, dass r bedeutend kleine als 1 ist; deshalb schätzen wir r = 0,75 
und beginnen die Versuche mit Q = 0,9. Mittelst der geschätzten Werthe 
von r' -{- r^\ r -\- r", r + r', welche wir vorläufig bei der Berechnung 
von 17, 1}', 1}" alle drei gleich 1,5 setzen, bekommen wir nach den nun 
bekannten Vorschriften: 

logvi =9,99871, logd'ij =8,93513 

% 17' = 9,99578, lagd^'t!' =9,18663 

logri'' = 9,99918, logd^'ri'' = 8,83680. 

Um die Gleichung zwischen q und p" zu verbessern , hat man jetzt 
die ij, 1/', ij" mit den Werthen r = 0,72574, r'= 0,64809, r" = 0,55063 
zu berechnen. Zu 9 = 0,9 oder logg = 9,95424 gehört zufolge der 
Relation II. logg" = 9,79022, aus VI. und VII. ergeben sich die zuge- 
hörigen r^ und r"2: 

r2 = 0,52670, r = 0,72574 
r"2 = 0,30325, r" = 0,55067. 

Bestimmt man aus d^ und (r + ^'0 die Sehne x mittelst der Lam- 
bert'schen Gleichung und Encke's Hülfstafel, so wird logx= 9,43970, 
x2 = 0,07575. Wird letzterer Werth auf der rechten Seite von Glei- 
chung Vm. substituirt, so erhält man: 

(rr") rr'' = 0,37710; 

wir wollen diesen aus Gleichung Vlll. hervorgehenden den geometrischen, 
den aus der Lambert' sehen Gleichung zu bestimmenden, wenn man das 
derselben entsprechende x in die Formel (r r") r /' = Va (^^ + ^"^ — ^^) 
einsetzt, den phoronomischen Werth von (rr'') rr" nennen. Der letztere 
wird hier ebenfalls gleich 0,37710, zufallig ganz mit dem ersteren über- 
einstimmend. Da aber die ly, ri', ?y" in Gleichung II. bei dieser ersten 
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Hypothese noch als ziemlich fehlerhaft gelten müssen, so sind wir trotz 
der Uebereinstimmung jener Werthe noch nicht am Ende der Versuche 
angelangt, wie sonst der Fall sein würde. Um die Fehler von rj, i^', i^" 
zu yerbessem, berechnen wir zu dem r und /' der ersten Hypothese noch 
das / nach der Formel : 

Diese Bechnung liefert uns: r' = 0,64407; bestimmen wir jetzt aus 
den drei Radienvectoren von Neuem 17, ti\ ij", so erhalten wir: 

log 71 =9,99744, logd'f] =8,93386, 

logri' = 9,99309, log^'rj' = 9,18394, 

logri" = 9,99893, %'9'"i^" = 8,83655. 

Dem Werthe von log q = 9,95424 entspricht nach Gleichung II. demnach 
genauer der Werth: logg'* = 9,80303; die weiteren Zahlen der zweiten 
Hypothese werden nun: 

r2 = 0,52670, r = 0,72574, 

r"2 = 0,30839, r" = 0,55533, 

logx = 9,43894, 
x2 = 0,07548, 

(rr") rr" geometr. = 0,38240, 

(rr") rr'^ phoron. = 0,37980. 

Um der Wahrheit sich mehr zu nähern, müsste daher das Produet 
r r'\ welches dem angenommenen Werth von Q und ^" entspricht, in dem 
Verhältniss von 0,37980 zu 0,38240, oder das hypothetische r = 0,72574 

im Verhältniss von j/0,37980 : 1/0,38240 vergrössert werden. Es würde 
dies eine Vermehrung des r von 0,00248 erfordern, welchem Zuwachs von 
r nach der Relation: 

r2 = 1,03355 — 2,14293 9 + 1,75529 q^ 

oder: 

r/\,r = (1,75529 q — 1,07146) A Q 

als Zuwachs von Q die Grösse 0,00354, als Zuwachs von log q die Grösse 
0,00171 entspricht. 

Bei der folgenden Hypothese nehmen wir demgemäss an: 
log Q = 9,95595 ; um mit grösserer Genauigkeit den entsprechenden 
Werth von log ^" zu finden , verbessern wir mit den drei Radienvectoren 
der vorhergehenden Hypothese r = 0,72574, /^ 0,64859, /' = 0,55533 
die Werthe von logri, logi]', logri". Die letzteren werden dadurch: 

logri =9,99750, 
logri' = 9,99316, 
logri^' = 9,99894. 
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!q" wird skskii 9,80459, rnnd die watoen ZdUen der Beduing erge- 
a sich, ^wie folgt: 

r* =0,53032, r =0,72822, 

Z'* r= 0,30915, r^ = 0,55601, 

loys =9,43839, 

«» = 0,07530, 

(r/'j rr^ geunetr. = 0^8411, 

(rf^ rf^ phorai. = 0,38208. 

I>ab8 J-og ^ der HypoUiese bedürfte diesmal der YerbesBenuig von 

0,001 3 X * TMHk die GonYeigeiiz des V erb e eoen ui gHverfa hrais zu erliöhen, 

nehmeik ^«rir an, dess die dnrdi dassdbe zu erhsltenden einielnen Gor- 

Tectionexk eine geom e trische Progressioii bilden ; dieselbe würde hier mit 

den Grüedcm: 

0,00171 + 0,00131 H 

beginn^Ti ; ihr Exponent würde 0,77, ihreSomme gleich 0,00171 •- TT^» 

Also gleich 0,00727 sdbcu Demgemass dürfen wir schüessen , dass log Q 
sehr naOie gleich 9,95424 + 0,00727 oder 9,96151 sein wird, was sich 
in der* That bestätigt findet. 

Ss ist deshalb jetzt die Yerbesserong der Beobachtungszeiten wegen 
der Al>erraiion vorzunehmen. Benutzen wir die 17, i}'» 17" der vorher- 
gehenden Hypothese, so finden wir, dass zu Jogg ^^ 9,96151 ein logg" 
= 9,80982 gehört, nnd dann wieder folgende drei Radienyectoren: 

r = 0,73658 
r' = 0,65664 
r" = 0,55819. 

Ans dem r' folgt der Abstand von der Erde in der zweiten Beob- 
achtung gleich: 

— Sfcosx' + y/i'^ — m^smj;^ oder gleich 0,82396 + 0,27628. 

Die drei nicht curtirien Abstände von der Erde, mit denen man die 
Aberrationsconstante von 493,3 nach den gegebenen Yorschrifben multi- 
pliciren soll, werden somit: 

1,21250 

1,10024 

0,97950, 

nnd die geforderten Verbesserungen der Beobachtungszeiten, in Tagen 

ausgedrückt, gleich : 

— 0,00692 

— 0,00628 

— 0,00559. 



i 
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Man wird aLso für den Schluss der Rechnung die Beobachtungszeiten : 

Juni 23,53258 

Juni 27,53304 

Juli 2,55526, 

und die ij, ij', i^", ^ rj, d^ ri\ %" ij" noch einmal dem entsprechend be- 
rechnen. 

Für die folgende Hypothese wird mit B^cksicht hierauf: 

log 71 = 9,99757, logd'.Ti = 8,93405, 

logri' = 9,99338, lagd^'i]' — 9,18430, 

logri'' = 9,99898, logd'"ti'^ = 8,83667. 

Führt man die Versuche zu Ende*), so findet man endlich für log q die 
definitive Lösung: 

logQ = 9,96102, 

und für log p" : 

log p" = 9,80809. 

Es entsprechen dieser Lösung die Radien vectoren : 

r = 0,73582, logr = 9,86677 

r" — 0,55755, logr^' = 9,74628 -'^ 

x2 = 0,074787. "' 

Zunächst berechnet man darauf den Bogen V2 (^" — ^) nach der 
Formel: 

4 r r" sin V2 (v" — r) = x» — (r" -- r)«, 

woraus sich: 

V2 (t>" — «;)=;= 9n8'59",3 

ergiebt. 

Rechnet man darauf nach den Formeln XU. der achtundzwanzig- 
sten Vorlesung, so findet man noch: 

V4 K + «;) = — 400 21' 45\8 
loga= 9,565436 
oder: 

V = — 900 2' 30",9 
t;" = — 71 24 32 3, 



.i 






*) Bei dem Schlüsse der Versuche ist es, wenn man eine sehr grosse Genauigkeit 
in die Rechnung legen will, vorzuziehen, den geometrischen Werth von x^ aus der Glei- 
chung (or" — x)^ -\- (y" — y)2 -|- (a" — z)^ zu suchen, um mit dem phoronomischen 
Werth zu vergleichen; um so mehr, als die heliocentrischen Coordinaten doch später be- 
rechnet werden müssen. 
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and' hieraus mittelst der Bark er 'sehen Tafel die Zeit des Perihels: 

T = 1857, Juli 17,99482 (Berl. Zeit). 

Die definitiven Werthe der heliocentrischen Goordinaten des Kometen 
waren für die erste Beobachtung: 

X = 0,59073, 2/ = — 0,20066, e = 0,39015; 

für die zweite Beobachtung: 

a?" = 0,33761, y" = — 0,28923, i^' = 0,33658; 

also werden die Grössen a\ A\ h\ B\ c\ C u. s. w. 

a' = num. log. 9,97237, Ä' = 211» 13' 14" 

5' == num. log. 9,93412, 1?' = 288 32 45 

cf z= num. log. 9,79078, C = 149 10 41. 

Hiermit ist nun alles für Berechnung einer Ephemeride Erforderliche be- 
kannt. Prüft man, wie die zweite Beobachtung durch diese Gonstanten 
dargestellt wird, so ergiebt sich: 

Berechnete Rectascension = 61« 20' 50" 

Beobachtete „ = 61 20 48 

Berechnete Dedination = -\- 44 43 56 

Beobachtete „ = 44 43 46. 

Die Rectascension wird so genau dargestellt, als es der Gebrauch der 
fünfstelligen Tafeln ermöglicht. Eine eben so genaue Dai'stellung der 
Dedination dagegen war, weil wir die Relation IL angewandt, welche nur 
die Rectascension en berücksichtigt, nicht zu erwarten. 

Wollen wir nun noch die atif die Ekliptik bezogenen Elemente des 
Kometen kennen lernen, so haben wir, nach den Gleichungen XII. und 
XIII. der Vorlesung Vierzig, mit dem Werthe s = 23» 27' 37" für die 
Schiefe der Ekliptik zu der Epoche 1857,0: 

x — Si = 1340 4' 0" 

ß = 23 48 42 

i — 121 6 52, 

oder, nach anderer Bezeichnungsweise: 

3r — ß = 225Ö56' 0" 
ß = 23 48 42 
i = 58 53 8. 
Retrograd. 



Klinker fueB, theoretische Astronomie. IQ 
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L 
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Zweiundvierzigste Vorlesung. 

Die QauBB'solie Form der OlberB'solien Methode, auf 

den Aequator übertragen. 

Wir haben abBichtlich in den vorhergehenden Rechnungen ans bald 
zu errathenden Gründen von einer Umformung der Gleichung lY. keinen 

Gebrauch gemacht, durch welche dieChrösse -77, welche am meisten durch 

c 

die Convergens der VerbesBerungen verzögert wird, ganz aus der Relation 
verschwindet Unsere Absicht war, den Leser schon an diesen Rechnun- 
gen erkennen zu lassen, wie man für den Fall, dass eine Beobachtung 
wegen fehlender Declinationsbestimmung unvollst&ndig w&re, doch nicht 
allzu mühsam zu einem scharfen Resultate gelangen könnte. Diesem Fall 
widmen wir in der folgenden Vorlesung noch einige Betrachtungen; jetzt 
aber wollen wir zeigen, wie in dem Falle vollständiger Beobachtungen 
für die Fnndamentalebene des Aequators eine vollständig strenge Glei- 
chung zwischen q" und (>, den auf diese Ebene curtirten Bistanzen zu 
erhalten ist, in welcher als Unbekannte ausser Q und q" selbst nur das 

c 
Verh&ltniss -j-, noch auftritt. Von diesem Verhältniss l&sst sich nach den 

früheren Entwickelungen erkennen, dass es bis auf Grössen von der Ord- 
nung des Products der kleinen Zwischenzeiten , d. h. bis auf Grössen der 
zweiten Ordnung inclusive genau, gleich dem Verhältniss der Zwischen- 

Zeiten --; 7 oder ^ gesetzt werden kann. Hieraus geht noch hervor, 

dass eine solche Relation, wie wir sie zu entwickeln vorhaben, um die 
Genauigkeit des Olbers 'sehen M zu. erreichen, die Eenntniss der ^,i}',V' 
nicht mehr erfordert Substituirt man aber bei einer Wiederholung der 
Rechnung die 1} und 7i'\ welche dann selbst bis auf Grössen zweiter Oird- 
nung inclusive bekannt sind, so erhält man die Unbekannten his auf 
Grössen vierter Ordnung genau; überhaupt steigert jede Wiederhplung 
die Genauigkeit hier um zwei Ordnungen, und wenn die Zwischenzeiten 
gleich sind, sogar um drei Ordnungen. 

Dieses vorausgeschickt, bemerken wir, dass der CoSfficient N* der 
Gleichung IV. im Gegensatze zu JlT der Gleichung IL von der Wahl der 
Anfangsrichtung in der Fundamentalebene abhängig erscheint, so dass es 
immer möglich sein wird, durch eine blosse Drehung des Coordinaten- 

systems um die Z-Aze den Goefficienten N* und demnach auch N* • -n 

c 

zum Verschwinden zu bringen. Es sollen also jetzt die Rectascensionen 
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?on einem Meridian gerechnet werden, welchem nach der gewöhnlichen 
Zählweise die Bectascension A\ entspricht, unter der Bedingung, dass: 

N" = X'.tg.S'cosÄ'o + l^tgd'smÄ'o — Z'cos («' — Ä'o) = 
wird. Die Auflösung dieser Bedingung ergiebt: 

xiY.) |,,.^',=_wzi|^;*). - 

{ X tgo — 2jstna' 

Die Zweideutigkeit des Quadi*anten von A'o ist hier gleichgültig, da 
sie keinen Einfluss hat. 

An die Stelle der Gleichung IV. können wir daher jetzt die folgende 
setzen : 



XV.) 



• • 



„ tgSeos (a' — ^'o) — tgS' cos (a — Ä'o) ^i) 

^ ~ tgS'cos (a" — A\) — tgS"cos (a' — A'o)'W^ ^ 
tgS" (X"cosA'o + T'sinA'o) — Z"cos («' — Ä'p) 
■^ tg S* cos («" — ^'o) — tg d" cos («' — A'o) 
tg Ä' (X cos A'o +• T sin A'o) — Zcos (a' — A'o) »rj 



+ 



Nimmt man nun aber an, dass das Yerhältniss ^f, „ bei dem Eo- 



tg «' cos («" — ^'o) — tg *" cos («' — A'o) '9'" i?" ' 
welche Formel noch vollkommen streng ist. 

meten und bei der Erde gleichen Werth hat, was bis auf Grössen zweiter 
Ordnung inclusive richtig ist, so muss die vorstehende Relation auch die 
Lösung der Erdbahn: q = und ^" = mit einschliessen , was nur 
möglich ist, wenn sich auch das von Q freie Glied der rechten Seite auf 
Nall reducirt. Man kann daher mit demselben Grade von Annäherung, 
den die 01b ers' sehe Methode besitzt, von der Gleichung: 

^„. „ _ tgdcos («^ — ^^o) - tgd'cos (a - Ä'p) f — Ü 
AVI.; . . 9 _ ^^^,^^^ ^^„ __ ^,^^ _ tgS'fcos («' - ^'o)' t' — t'^ 

Gebrauch machen, bei welcher die Verwandlung der Beobachtungen in 
Länge und Breite nicht mehr verlangt wird. 

Gelingt es nun noch, die Gau ss^ sehe Form, die Versuche anzustellen, 
auf den Aequator zu übertragen , so werden wir zu einer Methode gelan- 
gen, welche grösste Bequemlichkeit mit grösster Schärfe vereinigen lässt. 
Wir erreichen unseren Zweck, wenn wir setzen : 

Z" — Z = gcosycosG 

Y" — Y = gcosycos G 

7!^ — Z =1 gsiny, 

wobei, wie leicht ersichtlich, g die Erdsehne zwischen der ersten und 



*) Es mag hier vorläufig Erwähnung finden, dass nach dieser Gleichung ^0 ™** <*«'" 
Rectascension (beziehungsweise der Länge) der Pole eines grössten Kreises identisch ist, 
welcher den zweiten geocentrischen Ort und den zugehörigen Sonnenort verbindet. 

10* 
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dritten Beobachtung, Q die Rectadoension des ersten Erdortes, vom drit- 
ten aus gesehen, y die zugehörige Dedination bedeutet. 

Femer setzen wir, analog den früheren Entwickelungen in Vorlesung 

Achtundzwanzig : 

Mcos a" — cosa = h cos t cos H 

Msina" — sina ■= hcosisinH 

Mtgö'' —tgS —hsini, 

wodurch man für x« oder (a;" — xy + W — vY + (^" — «y folgen- 
den Ausdruck erhalten wird: 

x2 = 92^2 _ 2gQh [sinysinl + cosycosicos (G — H) + g^]. 

Bezeichnen wir den Winkelabstand des ersten geocentrischen Ortes des 
Kometen vom ersten Sonnenorte mit ^, die entsprechende Grösse bei dep 
dritten Beobachtung mit 4^", so haben wir: 

JRcosip = Xcosdcosa -f Ycosösina -|- Zsind 
le^cos^** = X'' cos 8'' cosa'' -f T' cos 8" sin a!* + 2!' sin 8". 

Es sei auch noch der Kürze wegen : 

cos(p = sin Y sin i + cosycosicos (ff — H), 

so werden r*, r"* und x' wieder ganz ihre frühere Form (Vorlesung 
Achtundzwanzig) annehmen; man wird nämlich haben: 

r» = (p 5ec Ä — i? cos ^y + B^sin *» 
r"2 = {MQsec8'' — B!' cosi>y + B*'Hinil>'*^ 
x2 = (^Ä — gcos(py + g^sintpK 
Man braucht jetzt nur noch wieder die Grösse tl mittelst der Gleichung: 

(fh — gcostp = tt, 

d. h.: 

tt 4- gcosq> 

^ = — Ä 

einzuführen, und die Versuchsgleichungen werden wieder ganz die frühe- 
ren, nur mit dem Unterschiede, dass sich p, und entsprechend u^ ebenso 

wie das wieder mit M bezeichnete Verhältniss ^— hier auf den Aequator, 



statt auf die Ekliptik beziehen. Es ist leicht zu sehen, dass die Formeln 
für die Ekliptik durch Specialisirung aus den Vorhergehenden zu erhal- 
ten sind. 

Wir wollen für diese der 01b er s^ sehen nahe verwandte Methode, 
welche ihr an Bequemlichkeit ungefähr gleichkommt, aber dabei so un- 
gemein leicht den höchsten Grad von Schärfe in die Bestimmung legen 
läset, noch einmal die Formeln zusammenstellen. 



M = 
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« 

Dreiundvierzigste Vorlesung. 

Zusammenstellung der Formeln für die unmittelbar auf 
den Aequator bezogene, strenge Form der Olbers'schen 

Methode. Rechnungsbeispiel. 

Man berechne: 

^^^ -' rtgS' ^ Z'sina' ^' 

tgdcos (V + «0 — tgS'cos (V + a) f — t* 
ig 8' cos (V + a'O — tg d''cos (F +«')*«' — ^ 
g cos y cos G = X'* — X 
gcosysin ff = J" — - T 
gsiny = ^' — Z 

M — cos («" — a) = h cos t cos (H — a") 
sin («" — «) = h cos t sin (H — «") 
Mtgd'' — tgö = hsin^ 
costp = sin y sin ^ + cos y cos t cos (ff — E) 
Rcosxlf = XcosScosa + Ycosdsina + Zsind 
B!'cos^' = X*'cos8'*cosa!'-\-r'cosS"sina!' + Z"s%n8'\ 
A =gsin(p 
B = Bsini> 

B"z=B"sint" 
h =z hcosd 
,,, hcosS*' 

M 
c = gcosq> — hBcostIf 
c" = gcosq) — l" B" cos ^", 
dann wird wieder: 

■ '■=(^)'+^' 

x2 =u^ + A^\ 



*) Oder auch, wenn man lieber die Polarcoordinaten , Rectascension und Declination 
des Sonnenortes A* und D' gebrauchen will: 

tg ^' cos A' — tg P' cos a' 
^3^ — tgd'sinA* — tg D* siii af ' 
Desgleichen kann man im Folgenden setzen: 

cos ^p = sin d sin D -\- cos^ cos D cos (« ^— -4), 

cos ip'f = sin (f" sin Z>" + cos (f" cos /)" cos («" — A"). 
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ist u auf bekannte Weise, der Lamberfschen Gleichung genügend, be- 
stimmt, so wird: 

u + gcosq> 
Q= jj 

Für eine Wiederholung der Rechnung wird man die Zeiten wegen 
Aberration corrigiren, und M nach Gleichung XV. unter Berücksichtigung 
der 12 ^^^ ^'' ^^^ Neuem bestimmen, dabei jene Gleichung unter der 
Form: 

q" = aQ + a' = (a + ^J 9 

schreibend, in welcher 

_ tgd' (X''co8 V — r*sin F) — Z^'cos {(x! + TQ 



a 



+ 



tgb'cos (F + a") — tgi'*cos (7 + «') 
ig «' {Xcos V — Ysin F) — Zcos («' + F) 



a 



tg ö' cos (V + a'') — ig d" cos (V + a') ' 
, _ tgdcos (F + a') — tgd'cos (V + «) ^V 
tgö'cos (V + a") — igö"cos (F + a')'^' V ' 
Die zweite oder Yerbesserungsrechnung wird also mit dem Werthe: 

worin der in der ersten Rechnung gefundene Werth von Q zu substi- 
tuiren ist, zu führen sein. 

Man erreicht durch die Verbesserung des M hier dasselbe , was man 
auch durch andere Arten der Correction des Olbers'schen M erreicht, 
dass der durch den zweiten Sonnenort und den zweiten geocentrischen 
Ort gehende Kreis durch die berechnete Parabel wiedergegeben wird. 
Entsprechen die Beobachtungen in Wirklichkeit einer Parabel , so müssen 
auch wieder der beobachtete und der berechnete Ort in einen Punkt 
des genannten grössten Kreises fallen. 

Wir benutzen noch weiter das Material des Kometen 1857111., um 
die grosse Bequemlichkeit der oben gegebenen Formeln zu zeigen. Mit 
Zugrundelegung also der Daten der einund vierzigsten Vorlesung erhält man : 



V = — 28» 3' 32" 


Bcosilf 


-— 


0,80873 


logM = 9,84828 


Sf'cosilf'' 


f 


0,85827 


a — 1860 4' 56" 


log A 




8,54866 


y — — 2 38 5 


logB 


— 


9,78961 


logg — 9,18324 - 


logB'' 


= 


9,73647 


H — 1940 17' 28" 


logh 


: 


9,54128 


e — — 7 59 19 


logV 





9,63398 


logh — 9,66345 


c 


— 


- 0,13227 


gcosip — 0,14833 


c" 




- 0,22117 


Den Gleichungen: 









Jt2 



Die BestiinmuDg der parabolischen Bahnen von Kometen. 151 

and der L am bar fachen Gleichung wird nun, wie man leicht findet, ge- 
nügt durch: 

u = 0,27132, 

d. h. durch folgende Werthe von log Q^ log q'\ logr, logr'' und x^: 

logQ = 9,95942 

log p" = 9,80770 

log r = 9,86595 

logr'' = 9,74617 

x2 = 0,074866. 

Will man die Genauigkeit noch weiter bis zu den Grössen vierter 

Ordnung inclusive treiben, so hat man die Gleichung XY. anzuwenden, 

in welcher JL'o mit — F identisch ist Es wird nun, wie wir hier nicht 

von Neuem zu berechnen brauchen, mit Berücksichtigung der Aberration, 

log y; '„ = 0,09738, demnach : 

p" = 0,70285 Q + 0,24517 — 0,24458 



= (o,70285 + 0,00059 • ^ ß. 



oder, wenn wir für (q) den eben gefundenen Werth, dessen Logar. 
= 9,95942, einsetzen: 

p" = 0,70350 9, 

d. h. : logM= 9,84726 ; 

bei der zweiten, mit diesem Werthe zu führenden Rechnung wird man 
80 gut wie völlig strenge, mit dem früher auf längerem Wege gefundenen 
Resultate übereinstimmende Zahlen erhalten. 



Vierundvierzigste Vorlesung. 

Der sogrenannte Ausnalimefall der Olbers'sohen Methode. 
Bereclmung der Bahn eines Kometen aus drei Beobach- 
tungen, von denen nur zwei vollständier Bind. 

Nach den Prinoipien der Olbers'schen Methode war das Yerh&ltniBs 
M der Distanzen von der Erde aus der Lage des Durchschnittspunktes 
jener beiden grössten Kreise der Sph&re zu finden, von denen der eine 
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die beiden äusseren geocentrischen Oerter, der andere den mittleren geo- 
centrischen Ort mit dem Orte der Sonne verbindet. Es ist klar, dass die- 
ser Durcbschnittspunkt und demnach auch der Ol her s 'sehe Ausdruck für 
das genannte Yerhältniss an grosser Unbestimmtheit und Unsicherheit 
leiden werden, so oft die beiden Kreise nur einen sehr kleinen Winkel 
mit einander bilden, d. h. wenn die Richtung der geocentrischen Bewe- 
gung eines Kometen sehr nahe mit dem durch die Sonne gelegten gröss- 
ten Kreise zuE|ammenfallt. Diesen Fall, wo man demnach die Relation 
zwischen Q und q'' mit anderen Hülfsmitteln ableiten muss, nennen die 
Astronomen den Ausnahmefall bei der 01b er s' sehen Methode. 

Die Hülfsmittel nun, welche alsdann zugezogen werden können, 
besitzen wir schon in den Entwickelungen der Vorlesung Vierzig; denn in 
den Relationen IL und IV. dieser Vorlesung spielt der Durchschnittspunkt 
der genannten Kreise keine Rolle. 

Obgleich hiernach die Untersuchung im Ausnahmefall als erledigt 
betrachtet werden könnte, weil man sich, sei es für den Aequator, oder 
für die Ekliptik, durchaus der Formeln der genannten Vorlesungen be- 
dienen kann, so mag doch hier noch eine Entwickelung Platz finden, 
welche zuweilen mit Nutzen bei Kometenbahnen von geringer Neigung 
gegen die Erdbahn angewendet werden kann. Die Parallaxe kann dabei 
nicht gut von vornherein berücksichtigt werden , weshalb es hier beque- 
mer erscheint, die Formeln auf die Ekliptik zu beziehen. 

Die früher entwickelte Relation: 

sin (A" — A') . c"p" = iir — Jfc — M'c'' — sin (X — i') .cq 

geht dann über in: 

sin (A" — A') c" p" = B' sin (A' -^ Q') — B sin (A' — 0) . c 
— JB"sm (A' — O") c" — sin (A. — l") cq. 

Es ist nun einleuchtend, dass, wenn in dieser Gleichung die Verhält- 

n n" . . . 
nisse —, —7, wie sie bei der Erdbewegung sind, substituirt würden, die- 
selbe durch die Werthe g = und q" = befriedigt werden müsste, 
da die Erde selbst sich in den drei durch die Beobachtungen gegebenen 
Gesichtslinien befindet. Bezeichnen wir daher die genannten Verhältnisse 
bei der Erdbewegung mit G und C", so wird die Gleichung: 

= B'sin (A' — 00 — CBsin (A' — 0) — O' B" sin (A' — 0") 
oder: 

= B'sin (A' — 0').-L — Esin (A' — 0).-§. — J2"sm (A' — 0") 

erfüllt sein müssen. Subtrahirt man diese Gleichung von der obigen 
Relation, nachdem man die letztere durch c" dividirt hat, so findet man: 



stn 
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in (A - A') . Q- = B'sin (A' - ©') Q, - ^) 

— Bsin {V — Q)Q., — ^j — sin ß — A') ^^ q. 

Feroer aber ist, mit Rücksicht auf die Definition von c und c'\ sowie 
die Entwickelungen der Vorlesung Zweiunddreissig: 

_n__ n n + n" _ 9^ t. — 2L(\ ±. ^^'' \ 
^ — n' ~ n + n"* n' ~ ^'fo ~ ^ \ "^ 2r'3y 

also: 



1 — £1 /^i _ i^\ 



^ — ^ 



und analog für die Erde (da die Ausdrücke bei den Kegelschnitten allge- 
mein galten): 

_1_ _ d^ / _ d^\ 

C" ~ &'' \ 2 RV 

C _ d' 
C" ~ ^" ' 

Folglich erhalten wir, wenn wir von diesen Gleichungen in der obigen 
Relation Gebrauch machen, die Gleichung: 

9" sin (A — A') 



-&" sm (A" - A') 



•P- 



Nach dem Vorschlage von Encke für den Ausnahmefall der 
Olbers'schen Methode kann diese Gleichung so angewendet werden, dass 
man zuerst: 

TT h^ ?l-± ^^'^ (^' - ^) 

^ Q ""-^"'stwCA"^ A') 

den Formeln der 01b ers' sehen Methode als Ausdruck für M zu Grunde 
legt. Der danach durch die bekannten Versuche erhaltene Werth von q 
sei gleich (9), so wird dann nach Gleichung ILa) der Ausdruck: 

Q^ ^ »^'R' / 1 _ J__\ sin {V — 00 ^ sin {V — A) 
9 ~ 2{q) V-R" /a / sin (A" — A') + >" ' stn (A" — A') 

ein verbesserter Werth des Olbers'schen üf sein, mit welchem die Rech- 
nung zu wiederholen wäre. Es ist demnach der zuerst angenommene 
Werth: 
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d^ sin (k — AQ 

mit dem Correctionsfactor : 

8u multipliciren. 

In dem von uns schon mehrfach benutzten Beispiel vom zweiten 
Kometen des Jahres 1813, welches zwar keinen Ausnahmefall bietet, ge- 
rade deshalb aber geeignet ist, den Grad der Annäherung der vorhw- 
gehenden Formeln zu zeigen, war: 

%«• = 9,08392, 

log^ = 9,38323, 

log»'' =r 9,08049, 

log (q) = 9,80366, 

logr' ' = 0,12399, 

logE' = 0,00170, 

A' — X = — 4« 49' 16", 

A" — A' = — 9 39 14 , 

log sin (A' — A) = 8,92451« 
hg sin (A" — A') = 9,22452«, 

i' — Q' = 2410 48' 37", 
log sin (A' — ©') = 9,94517«. 

Setzt man in der Formel II. a) zuerst r' = E\ d. h. macht man 
von ILb) Gebranch, so erhält man: 

logM= 9,70342. 

Rechnet man hingegen mit Benutzung der obigen Werthe von r' und Q , 
auf welche man successive durch Wiederholung der Rechnungen der 
Olbers'schen Methode geführt werden würde, so findet man: 



£^' sin ß' - 00 jr / Jt L\ — 

2 (q) * sin (A' — A) \Bf» r" J~ ' 



13563, 



den Correctionsfactor des obigen M demnach gleich: 

1,13563, 
dessen Logarithmus: 

0,05524 

zu dem Werthe von log M = 9,70342 addirt werden muss, um diesen 
letzteren zu verbessern. Man ^ erhält demnach jetzt: 

logM= 9,75866, 
während nach dem gewöhnlichen Ausdruck der Olbers'schen Methode: 

Zo^Jlf= 9,75795 
gefunden wurde. 
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Nicht immer, obwohl meistens, wird in dem Ausnahmefall der 01- 
b er s' sehen Methode die Bewegung in Länge die überwiegende sein; auch 
der Fall, dass der geocentrische Ort hauptsächlich Breitenanderungen er- 
leidet , und also wegen der Kleinheit von A' — k und A" — A' auch die 
Yorliergehende Formel für M ihre Dienste vei*sagen würde, hat einigen 
AnBpruch auf unsere Berücksichtigung. Aus der Relation IV. : 

\cosk'tgß'' — cosX''tgß') . q*' = IT . \, — N ^, 

^ ^ <- 

— N'' — (cos X' tg ß — cosktgß') • ^, Q, 

c 

worin: 

N = E C08Q tgß' 

IT = B' cosG' tgß' 

N*' =B''cos&*tgß\ 

folgt dnrch Betrachtungen, welche den vorhin angewendeten ganz ana- 
log sind: 

{cosk'tgß'' - cosk"tgß') 9" = ^ • B'cos&igß' . (1^ ^ 1^^ 

— (cosk'tgß — cosktgß*) ^, p, 

oder: 

... „ _ ^ cosktgß' — cosk'tgß ^ 

IV.a; . . . p — ^,, cosk'tgß" - cosk"tgß' ^ + 2 

/ J 1_\ B' cos Q' tg ß' 

* \ JB'3 r'3 ) cos k' tg ß" — cos k" tg ß' ' 

Es ist einleuchtend, dass es für die Relation zwischen q" und Q ganz 
gleichgültig sein muss, von welchem Punkte der Ekliptik die Längen ge- 
zählt werden, so. dass man unbeschadet der Richtigkeit der vorhergehen- 
den Gleichung die in derselben vorkommenden Grössen A, A', k" und Q' 
um den Betrag Q' vermindern kann« Dadurch geht dieselbe über in: 

TVM -» _ » tgß'cos (A - 00 - tgßcos jX' - 0') . 

IV. d; ... 9 _ Kf' tgß" cos (A' - 0') - tgß' cos (A" - ©') ^ 

"•" 1''^^ tg ß" cos (V - Q') - tg ß' cos il" - Q') 



\Bf» r'»J 



Der Factor von Q auf der rechten Seite dieser Gleichung anterschei- 
det sich von dem gewöhnlichen Ausdruck tüx das M der Olbers'schen 
Methode, wie man sieht, bloss dadurch, dass hier überall die Cosinus der 
Bögen A — 0', k' — 0', A" — 0' vorkommen, wo dort die Sinus stehen. 
In einem Ausnahmefall der in Rede stehenden Art kann man daher so 
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yerfafaren, dass man in dem gewöhnlichen Ausdrucke für das Ol her steche 
M die Cosinus statt der Sinus der obigen Unterschiede einsetzt. Hat man 
hierdurch eine erste Näherung erhalten , so kann dann dieses M durch 
Multiplication mit dem Factor: 



«•'«•" tgß' 






1 -4- 

^ 2 ig ff cos (A — O') — ig (^ cos {V 

verbessert werden. 

Bei dem Kometen 1813 II. liefert die Cosinusformel: 

Zo^ilf= 9,73400; 

der Logarithmus des V er besser ungsfactors aber wird, log(Q) = 9,80366 
und logr' = 0,12399 gesetzt, gleich: 

0,02427, 

also der verbesserte Werth selbst: 

JogM= 9,75827, 

was mit dem nach der Carlini'schen Methode gefundenen log M= 9,75826 
so gut wie völlig, und auch mit dem Ergebniss der Formel Il.b) ziem- 
lich gut übereinstimmt. Die Formel IV. b) verdiente aber hier vor 
jener wegen det* stärkeren Breitenbewegung den Vorzug. 

Der aufmerksame Leser wird vielleicht selbst schon die von uns viel- 
gebrauchte Relation IL, und die daraus abgeleitete ILa), in welchen bei- 
den die Winkelcoordinaten des Abstandes von der Fundamentalebene, 
d. h. die Declination oder die Breite, explicite nicht vorkommen, als un- 
mittelbar brauchbar auch für den Fall einer Bahnberechnung erkannt 
haben, welche auf zwei vollständige und eine unvollständige Beobachtung 
gestützt werden soll. Es ist dies ein Problem von praktischer. Bedeu- 
tung, weil bei den Beobachtungsmitteln, auf deren Gebrauch sich die 
Astronomen bei den Kometen vorzugsweise angewiesen sehen, die Be- 
stimmung einer Peclination ziemlich leicht misslingt. 

In dem Rechnungsbeispiele der Vorlesung Einundvierzig hätte es, 
wie man leicht erkennt, der Kenntniss der Declination der zweiten Beob- 
achtung gar nicht bedurft; diese Declination diente dort nur dem unter- 
geordneten Zwecke, die für die Berücksichtigung der Aberration nöthige 
Bestimmung von q' aus r' auf eine bequemere Art auszuführen. Es hätte 
dies aber auch dadurch geschehen können, dass man das Formelsystem: 

Q'cosa' = cx + c"ä" + Z' 

Q'sina' = cy + c'' y'' + ^ 

Q^gd' = C0 + c"/' + Z^ 
auflöste, wodurch dann sowohl der für die Verbesserung der Beobach- 
tungszeit zu suchende Abstand von der Erde q' sec ö' bekannt , als auch 
eine schätzbare Controle der Rechnung gegen gröbere Fehler gewonnen 
wird; denn es wird das so zu findende a' mit der gegebenen Rectascension 
sehr nahe übereinstimmen müssen. 
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Wäre die unvollständige Beobachtung immer die mittlere, so würden 
wir den gegebenen Vorschriften nichts weiter hinzuzufügen haben. In 
der Praxis aber ist es gerade die Beobachtung in der Nacht der Ent- 
deckung, also die erste, welche mehr als andere der Gefahr, unvollständig 
sa werden, ausgesetzt ist. Aber auch diesem Falle können die Formeln 
der Vorlesung Vierzig durch eine leichte Modification angepasst werden, 
indem man den auf die unvollständige erste Beobachtung bezüglichen 
Daten den Accent ' giebt. Das Material der Rechnungen der Vorlesung 
Eanundvierzig würden wir dann, nämlich unter der Voraussetzung, die 
Declination der ersten Beobachtung (Juni 23.) sei nicht gelungen, in fol- 
gendes Schema stellen: 

t, t\ f ... Juni 27,53932, Juni 23,53950, Juli 2,256085 

a, a\ a" . . . 610 20'48" 53« 6' 51" 77» 2' 44" 

8 Ä" . . . + 44 43 46 + 48 47 4 

X, X', Z" . . . — 0,10953 — 0,04203 — 0,19350 

Y, r', F' . . . 0,92730 0,93183 0,91569 

Z, ^, Z" . . . 0,40235 0,40432 0,39731, 

um dann darauf mit consequenter Berücksichtigung der Vorzeichen die 
Formeln der vierzigsten Vorlesung anzuwenden. Es wird dabei %^* nega- 
tiv, desgleichen ^^^ tll\ da die Reihe für das Verhältuiss des Sectors zum 
Dreieck nur die geraden Potenzen von %" enthält. Die Vertauschung der 
ersten mit der zweiten Beobachtung hat also bei diesen Grössen die Folge, 
dass auch ^t\ und -^'ly' sich vertauschen, während ^'* rf' negatives Vor- 
zeichen bekommt. Bei den Jlf, M! ^ M" dagegen werden in Folge der 
veränderten Ordnang des Materials ganz andere Zahlen zum Vorschein 
kommen, im vorliegenden Falle z. B. : 

Jlf = — 0,64417 

Jlf = — 0,59291 

Jlf ' = — 0,70437, 
als Relation zwischen Q und q'* wird die Gleichung: 
0,65889 . c" p" == — 0,59291 + 0,64417 c + 0,70437. c" + 0,17816 cp 
oder: 

0,65889 9" = — 0,59291 -sj;^ 4- 0,64417 



*"ij" ^ -'-"" ^"^" . 
+ 0,70437 + 0,17816 ^^ Q 

■ 

erhalten werden. Im Uebrigen weicht der Gang der Rechnung von dem 
des Beispiels in Vorlesung Einund vierzig nicht nb; es erscheint daher un- 
nöthig, dieselbe hier von Neuem durchzuführen. 

J^an kann vielleicht noch wünschen, auch den Fall behandelt zu 
sehen, wo die Declinationen alle gegeben sind, dagegen eine der drei 
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Rectascensionen fehlt. Derselbe kann ganif leieht in einem praktischen 
werden, z. B. dann, wenn man nach Anstellung einer in beiden Goordi- 
naten gut gelungenen Beobachtung entdeckt, dass an der Rectascension 
des gebrauchten Yergleichstemes eine Unsicherheit haftet. Der erfahrene 
Beobachter weiss, dass Unsicherheiten von mehreren Zeitsecunden , aus 
Zähl- oder Schreibfehlem entsprungen, gar nicht so überaus selten selbst 
in den besten Stemkatalogen sich vorfinden, dass darauf nicht einige 
Rücksicht au nehmen wäre. 

Dieser Fall kann ohne besondere Schwierigkeit auf Grundlage der 
GleichanglY. (Vorlesung Vierzig) behandelt werden; denn obwohl in der- 
selben die als nicht genau bekannt anzusehende Rectascension ol ebenfalls 
vorkommt, so können wir es, da sie nur durch ihren Cosinus vertreten 
ist , leicht so einrichten , dass eine ganz rohe, nur bis auf etwa eine Zeit- 
minute genaue Eenntniss derselben, wie wir sie ja immer zur Hand haben 
werden, zur Aufstellung der Relation zwischen p und (>'' vollkommen hinreicht. 

Offenbar ist die die Abhängigkeit des p" von p ausdrückende Glei- 
chung unabhängig von dem Nullpunkte der Zählung der Rectascensionen ; 
man kann diesen Nullpunkt daher, anstatt in das Frühlingsäquinoctium, 
in einen Punkt des Aeqnators verlegen, dessen Rectascension nach der 
gewöhnlichen Zählungsweise einen gewissen Werth a'o hat. Die Glei- 
chung rV. der Vorlesung Vierzig wird dann übergehen in : 

- N' - \coB (a' - a'o) H^- C08 (a - «'o) tgd'] -^ q, 

worin dann aber für N^ ^, JT' der Reihe nach die Ausdrücke: 
(X cos a'o + y sin a'o) tgö' ^ Z cos («' — a'o) 
(X' cos a'o + T sin a'o) tgS* — Z cos (a' — a'o) 
(X"cosa'fi + r'sma'o) tgö' — H* cos (a' — a'o) 

zu setzen sind. 

Es wird nun aber immer möglich sein, die willkürliche Grosso a'o so 
nahe dem a' zu wählen, dass ohne merklichen Fehler: 

cos (a' — a'o) = 1 

gesetzt werden kann, und die obigen Ausdrücke die Form: 

\tgb" - cos (a" - a'o) tgS'] g" = IT ^ - N -^ 

-N"- [tgd - cos (tt- a'o) tgd'] -^ q, 

N =(X cos a'o + r sin a'o) tgö' — Z 

IT = {X' cos a'o + y »in «',) tgd' — Zf 

N" — (X" cos «'« + r" stw a'o) tg S' — Z" 
annehmen. 
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Ans dem Material des Kometen 1857 IIL z. B. hf^tten wir, wenn wir 
statt der Declination der zweiten Beobachtang dereA Rectascension als 
nicht genaa bekannt voraussetzten, mit der Annahme: 

a'o = 610 30'; 
N = — 0,38703 
2^' = ~ 0,35315 
Jf' i= — 0,30840 

pflfö" — cos (a" — tt'o) tgö'] = 0,18732 
[tg ö -- cos(a ^ a'o) tgö'] = — 0,11093. 
Hieraus ergiebt sich die Relation: 

0,18732 q" = 0,35315 ^ - 0,38703 ^ 
- 0,30840 + 0,11094 ^^ q. 

Substituirt man für _ » » und _ ., '. die definitiven Werthe, wie sie sich 
schliesslich in Vorlesung Einundvierzig ergaben, d.h. log ^^ tf = 0,34761, 

log ^77-V = 0,09737, so erhält man den zu dem Werthe ?o^p = 9,96102 

gehörigen Werth von log 9" gleich 9,80828 , während derselbe an jener 
Stelle gleich 9,80809 gefunden wurde. Der kleine, für praktische Zwecke 
meistens nicht in Betracht kommende Unterschied rührt zum grösseren 
Theile daher, dass die hier gebrauchte Declination der mittleren Beob- 
achtung, und die oben zu Grunde gelegte Rectascension nicht einer und 
derselben Parabel entsprechen. 

Da, wie wir eben gesehen, eine Schätzung der verfehlten Rectascension 
bis auf 15 Bogenminuten oder 40 bis 60 Zeitsecunden genau, genügt, die 
zur Bahnberechnung erforderliche Gleichung zwischen Q und 9" aufzu- 
stellen, so ist also das Fehlen der Rectascension bei einer Beobachtung 
eben so wenig wie das der Declination * ein Hinderniss für die Ausführung 
der Vorschriften der Vorlesung Vierzig. 
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Fünfundvierzigste Vorlesung. 

Eine andere Umformung der Oleioliung IV. in Vorlesung 
Vierzig. Bessel's Beitrag zur Kometentheorie. 

t)arch einen Eunetgriff, welchen wir im Vorhergehenden schon 
einigemal in Anwendung brachten, kann die Relation IV.: 

(eosl'tgß" - cosX"tgß') q" = IT ^, - N ^ 

c c 

-IT'- (eosl'tgß -cosXtgß')^,^ 

1 . c 

80 umgeformt werden, dass die Grösse -77, welche im Gegensatze zu —, 

c c 

schon in der ersten Näherung den Radiusvector r' in die Formeln einfahrt, 

verschwindet. 

Wir machen wieder die Bemerkung, dass der Nullpunkt der Zählung 

für die Längen nach Belieben gewählt werden kann, und nehmen jetzt 

als solchen einen Punkt der £kliptik von der Länge 90® -f" ©'• Es 

geht dadurch cos k über in cos (l — 90® — ©') oder sin (k — ©), cos k' 

in sin (V r- 00, cosl'' in sin (A" — ©'), JV^in Bsin (© — ©') tg ß\ 

ir in JR!sin (©' — ©') tgß' oder Null, JV" in E" sin (©" — ©') tg ß* 

und die ganze obige Gleichung in: 

_ tgß'sin (A - QO -tgßsm {k' ^ 0') c_ 
W Q — tgß'igin (A' -&)- tgß'sin (A" - 0')'c" ^ 

Btgß'sin (0' — 0) ^ + m' tgß'sin (0' - 0") 

tgß"sin iX' — 0') — tgß'sin (A" — 0') 

fiber. 

Es ist dies wieder eine durchaas strenge Gleichung, welche speciell 

das Olbers'sche i(f ergiebt, sobald das Verhaltniss -^ bei dem Kometen 

c 

dem entsprechenden VerhäHniss bei der Erde oder der Grösse: 

B'^ sin jQ" - ©0 
B sin (©' — ©) 

gleichgesetzt wird; man erkennt sofort, dass alsdann das Zusatzglied zu 
dem 01b er 8 'sehen Ausdrucke verschwindet. 

Die Gkichung fuhrt uns daher ebenfalls auf das schon bekannte 
H&lfsmittel, die Olbers'sche Methode von dem Fehler der Voraussetzung 
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zu be&eien, dass die Sehne der Eometenbahn von dem mittleren Radius- 
vector in demselben Yerhältniss, wie bei der Erde geschnitten werde. Es 
ist zu dem Zwecke nur nötbig, wenn eine erste Rechnung die Distanz 

Q = (q) ^^^ "77 = ("7/) hat finden lassen, die Bestimmung mit Zu- 
grundelegung des Ausdrucks: 

^ ^ ig ß' sin {l — 00 — tgßsin {V -~ pQ /^\ 
ig ß*' sin {}f - ©0 — ig ß' sin (^ — ©') V7 

Btgß'sin (©' - ©) . {^ + R'^tgß'sin (©' — ©") ^ 

'^ ig ß'' sin (V — ©) - tgß'sin (A" — ©') (ff) 

zu wiederholen. Um nun aber zu vermeiden, dass man bei der Berech- 

nung von -77 jedesmal auf die Elemente selbst zurückgehen müsste, be- 
c 

handelt Be SS el die Aufgabe: -j^ durch die beiden äusseren Radien und 

die Zwischenzeiten unmittelbar zu finden"'). 

Wir haben für diese Aufgabe schon oben eine indirecte, praktisch 
sehr bequeme Auflösung kennen gelernt, indem wir bemerkten, dass für 
r'^ die Gleichung: 

r2 



J2 - r/^^V» ±^ ^ÜjDi 



^1, ^"1?%,^ 



existire. Von einer Schätzung für / ausgehend', fanden wir einen Nähe- 
run gswerth für 1^, 1^', r{\ mit welchem wir dann r' genauer bestimmen 
konnten ; dieses lieferte uns darauf genannte Werthe von 17, 17', 17", dann 
wurde die Berechnung des r' wiederholt und so fort, bis sich nichts mehr 
änderte. Obgleich die rasche Convergenz dieses Verfahrens das Bedürf- 
niss einer directen Auflösung nicht fühlen lässt, so kann doch die ele- 
gante Behandlung des Problems durch Bessel hier nicht gut übergangen 
werden. 

Bedeuten nach unserer gewöhnlichen Bezeichnung t?, t;', v*' die wah- 
ren Anomalien, so wird bei der Parabel: 



*) S. Astronomische Abhandlungen, herausgegeben von Schumacher. Zweites 
Heft, Seite 1. 

Klinker fuea, theoretische Astronomie. |X 



y 
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c w r'f^' sin (t;" — v') sin (v" — v') cos V.»*'* 

^ ' * * ' c" w" rr^ sin {v' — v) sin (v' — v) cos 1/2 v"^ 

_ {tg^^2v"cos^!2v'—sinyf^iV'Xcos^kv'^-tg^'.2V*'sin^Uv') 
{sin ^liV*—tg ^j^vcos V2 v'){cos V2 v*+tg Va vsin Vi ^) 

^ tg V, v" — tg V, V* 1 + tg\i,v'tgy^v'' *) 

tgVi^' -tg\'2v'\ +tg'kvtgy^v' 

Wir fanden nan schon in Vorlesung Fünfunddreissig für den dop- 
pelten parabolischen Sector ZI die Gleichung : 

^ = q(tg i/, 1/' — tg '/« v) ( i/g tg V, »"« + V. tg V» v" tg V, t; 
+ Vsif^'A«» + 1), 
also wenn wir zur Abkürzung: 

^«•-0 = 1- 

setzen und die Gleichung auf die Intervalle (" — t und f — t anwenden: 

f 2" = «'/« (tg Vj r' — tg % r) (3 + tg V, »» + *(; 1/2 » «^7 '/, »' 

+ tg V2 »'*) 
= i'^ (tgViv"- tgy,v')(3 + tg\',v"^+ tg\!2v"tg\/^t/ 

+ tg Vü »'») 

oder: 

r — a% (<«7 V2 V — tg V, »)« = 3 3% (*</ 1/, «' — <<7 'A v) 

(1 + igyiVtgy^iT) 
T - q'k (tg y, t," _ tg 1/2 1;')" = 3 3% (^i/ 1/2 «>" - tg V2 f ') 

(1 + tg V2 »' <«7 V« »")• 
Es sei' noch zur Abkürzung : 

Vq. (tg 1/2 v' - tg V2 ») = «", Vä . (fi7 V2 «" - <«? V» »') = «; 

dividirt man die- letzterhaltenen Gleichungen in einander, so erhält mtyi 
mit Rücksicht auf (B): 

^^^ • • • c" w" T' — tt"« 

Die uubekannten Grössen u und m'', von welchen demnach das ge- 
suchte Yerhältniss abhängt, erhält man durch die gegebenen Grössen 



(0 . . . 



. 
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r, r", T, T" ausgedrückt, wenn man g, ig^j^iV, tg^j^v*' B.m den Gleichun- 
gen (C) und aus: 

(E) . . . tgy.v' = tg\!iV + -^, tg^Uif = <</ V»f" - ^, 

Vq. Vq 

(F) . . . tg^Uv^=^ - 1, <flri/2»"» = ^ _ 1 • 

eliminirt. Substituirt fiaan für tg Y2 «'' in (B) seine Werthe aus (E), so 
erhält man, mit Berücksichtigung von (F): 

T" = u" (3r + ^u"tg\l2V Yo. + w"2) 

1t =« (3r" +.3w ^^Vat^^Vs + «*2), 

ferner, weil nach (E) und (F): 

t'' —r = ^tgy^v"^ — citg\l^v\ 
die Gleichungen: 



(G) 



r" — r 
m" + « 



= «<; 1/2 »" 1/3 + <<;V2»V7 



Substituirt man diese Ausdrücke in^ (G), so wird : 

2 !r" = t*" (^r + 3w" ^» 7 ^ — 3 wm" — «"2"^ 
6r" — 3w -TTH 3ww" — w2). 

Addirt man diese Gleichungen, einmal unmittelbar und einmal nach Mul- 
tiplication mit — w" und + w, so erhält man : 

2 (T + T") = 3 (r" + r) (w" + w) — (w" + w)^ 
2 (Tw — T"w") = wtt" [3 ('S"" — '^) + w"2 + u«], 

und, wenn: 

w 4- w" = 2 £r, tt — w" = 2 £?' 

gesetzt wird: 

T + T" = 3 (r" + r) — 4 ;er3 

(H). . . |2 (T — T") ^ - 2 (T + ^') ^' = {^' - ^") [3 (r" - r) 

--4;er/]. 

Der zweiten Gleichung kann man auch, mittelst der ersten, die fol- 
gende Form geben: 

11* 
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(I) . . . 



.// 



/3 3' 



-er' 



£?' 



•• .■■ + 3 '■•" + •• 



ef-' - ••) 



T — r' 



V* (r" - r) e. 



C 91 

Die Bestimmung des Verhältnisses -77 odwr —jj ist also von zwei cu- 

C Tv 

bischen Gleichungen abhängig, von denen die einfachere dem irreductiblen 
Falle angehört. Die Grösse e kann ihrer Natur* nach nicht negativ wer- 
den; die bekannte trigonometrische Formel lässt sogleich erkennen, dass 
zwei positive Wurzeln existiren, von denen die kleinere zu wählen ist, 
wenn der Komet weniger als 180^ in wahrer Anomalie zurückgelegt hat. 
Die Gleichung für e' hat nur eine reelle Wurzel. Für die praktischen 
Anwendungen wird man zuweilen mit Reihenentwickelungen, durch welche 
noch die Glieder zweiter Ordnung berücksichtigt werden, hinreichende 
Schärfe erlangen. Die Keihenentwickelungen sind nach der Methode der 
unbestimmten CoSfficienten ganz ähnlich, wie in Vorlesung Fünfund- 
dreissig leicht auszuführen und ergeben : 

T + r' r 

•4« • • • 



oder: 



e ■=- 



JS' 



u" = 



u 



3 (r" ^+ 
T T 


r) 


3 (r" + 
2 T" 


r) 


3 (r" + 
2 T 


r) 



-Vi 



3 (r + r") 



+ Vi 



8 



3 (r" -f f) 



-Vi 



8 






+ 



woraus dann nach Gleichung (D), und da -77 

c 






n 



n 



II • 



iy =1 - 



w' 



12" = 1 — 



u 



ffs 



rpll 



bestimmt wird. 

Bei den oben gebrauchten Beobachtungen des Kometen 1857 III. 
haben wir: 

hg T = ?oflF -7= = 9,26309 

V2 



logd' = 8,93648, 



log^' = 9,19092, 



log^" = 8,83769, 



logr =log ^7=- = 9,51753 

OAff 

log T" =r ?oflr ^ = 9,16430 

r = 0,73582, 
r" = 0,55756. 



•« 



-AwuJg t m;^^^^*.».— 
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Es crgiebt sich nach den Reihenentwickelangen: 

logri = 9,99698, %ij" = 9,99923. 

Für den vorliegenden Fall zeigen sich hiemach, wenn man mit den 
früher erhaltenen Werthen vergleicht, die Reihenentwickelungen für u 
und t*" nicht hinreichend weit fortgesetzt. Eine solche Fortsetzung fällt 
indessen ziemlich complicirt aus, ebenso wie die strenge Auflösung der 
cubischen Gleichung (I) weitläufig wird. Wo es auf Erlangung grösse- 
rer Schärfe abgesehen ist, dürfte daher meistens das oben beschriebene 

c 
indii'eete Verfahren zur Bestimmung von -77 aus r und r" den Vorzug ver- 

c 

dienen. 



Sechsundvierzigste Vorlesung. 

XTebep Oonstpuction einer Tafel zum solinellen Erkennen 

der Identität von Kometen. 

Die in den vorhergehenden Vorlesungen entwickelten Methoden neh- 
men auf alle Umstände Rücksicht, welche bei neu entdeckten Kometen 
vorzukommen pflegen, es sei denn, dass sich die Bahn schon in den ersten 
Rechnungen als merklich von der Parabel abweichend erweist. Letzterer 
Fall ist gar nicht selten, und die Geschichte der Kometenerscheinungen 
hat auffallende Beispiele davon verzeichnet, dass die Astronomen durch 
solche Körper von kurzer Umlaufszeit überrascht wurden, wie bei dem 
grossen Kometen des Jtdu^es 1770, dessen Periode sich unerwarteterweise 
zu nur ÖV2 Jahre herausstellte. Es fällt bei einem solchen Vorkommnisse 
der Berechnung der parabolischen Bahn die Rolle zu, den Beweis zu füh- 
ren, dass die Beobachtungen nicht darstellbar werden, eine Aufgabe, 
welche bei der gebräuchlichen Anwendungsweise der Olbers'schen Me- 
thode etwas weitläufige Rechnungen verursacht; denn es ist dergesammte 
Einfluss aller der Vernachlässigungen, welche man sich zu erlauben pflegt, 
wie der Parallaxe, der Aberration, der Bewegung des Aequinoctiumsu. b.w. 
auf die Bahnbestimmung sehr schwer zu schätzen. Die zuverlässig- 
sten Beobachtungen vorausgesetzt, wird man daher erst, wenn die Ab- 
weichungen- von der Parabel in ansehnlicher Orösse hervortreten , den 
Beweis ihres Vorhandenseins leicht führen können. Mit geringerer Mühe 
dürfte derselbe Nachweis auf überzeugende Art nach der in Vorlesung 
Zweiondvierzig gegebenen Uebertragung der Gauss 'sehen Form auf den 



A 
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Aeqaator za führen sein, weil eie der Berücksichtigung aller Gorrectionen 
in hohem Grade Vorschub leistet. 

Um aber die eben empfohlene, eben so kurze als scharfe, Methode 
noch nützlicher zu machen, wäre es wünschenswerth , den Rechner auch 
noch der schliesslichen Bestimmung der Elemente für die Ekliptik zu 
überheben. Dies ist um so leichter thunlich, als ja vorerst die beiden 
Hauptzwecke der Bahnbestimmung, die Aufstellung der Ephemeride, und 
die Untersuchung der Identität mit früheren Kometen, ohne die Eennt- 
niss jener Elemente erreicht werden können. 

Um nun die Frage nach der Identität möglichst rasch zur Entschei- 
dung bringen zu können, bedarf es nur einer leichten Umformung des 
Verzeichnisses der früher erschienenen Kometen, bei welcher an die Stelle 
der Elemente ß, jr — ß, t die Gauss'schen Constanten A -\- 7C — ß 
oder A\ B •{- n — Q) oder J5', C + jr — ß oder C mit Hinzufügung 
ihrer Secularänderungen gesetzt werden. Eine solche von dem Verfasser 
auf Grund des in der dritt-en Ausgabe der Olbers 'sehen Abhandlung ent- 
haltenen Kometenverzeichnisses berechnete Tafel findet der Leser im An- 
hange zu diesem Werke. Es ist klar, dass die drei von einander unab- 
hängigen Constanten A\ B\ C die Elemente Q>y 7C — Q> und i vollstän- 
dig ersetzen. 

Soll ein neu erscheinender Komet, dessen Bahn man eben bestimmt, 
mit einem früheren für identisch gelten können, so müssen, unter Berück- 
sichtigung der Secularänderungen, die ^', J?', C und q, der neuen Er- 
scheinung mit denen der alten übereinstimme^. 
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Siebenundvierzigste Vorlesung. 
Einleitende Bemerkungen. 

Was in der Einleitung zu der dritten Abtheilung über das Bedürf- 
niss nach Methoden gesagt wurde, welche die Bestimmung der Bahn aus 
den Beobachtungen eines kurzen Zeitraumes ermQglichen, behält auch in 
Bezug auf die elliptischen Bahnen der Planeten und der Kometen von 
kurzer Umlaufszeit seine Bedeutung, und ist dort schon grossentheils aus- 
gesprochen. Die Aufstellung solcher Methoden ist eines der vielen un- 
sterblichen Verdienste von Gauss um die Wissenschaft, und sie hat we- 
sentlich dazu beigetragen, ja war fast dazu unentbehrlich, aus den zahl- 
reichen Entdeckungen der Neuzeit dauernden Gewinn für die Astronomie 
zu ziehen. 

Die Yorschriften zu solchen Berechnungen bilden bekanntlich den 
Gegenstand des hier schon oft citirten classischen Werkes: Theoria mo- 
tus corporum coelestium in sectionibus conicis solem ambientium, auctore 
Carolo Friderico Gauss. Wie aus der Geschichte dieser Untersuchun- 
gen hervorgeht und ausserdem in der Vorrede des genannten Werkes aus- 
drücklich gesagt wird, war die von Gauss ursprünglich namentlich auf die 
Geres angewandte Form der Methode, aus drei vollständigen geocentrischen 
Oertem die elliptischen Elemente zu finden, von der später in dei|^heoria 
motus bekannt gemachten in der Form erheblich verschieden*). In 



'*') Methodi enim ab initio adhibitae indentidem tot tantasque mutationes passae 
sunt, üt inter modum, quo olim orbita Cereris calculata est, institutionemque in hoc 
opere traditum rix ullum similitudinis vestigium remanserit. 
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neuerer Zeit ist die Encke'sche Form der Gauss'schen Methode (ent- 
wickelt im Anhange zu dem Berliner Jahrhuche von 1854) wohl häufiger 
von den Rechnern benutzt worden. 

Das Wesentliche in dieser Methode ist die Au&tellung einer Glei- 
chung achten Grades für die Bestimmung des mittleren Eadiusvectors r\ 
Der Weg, auf welchem dazu gelangt wird, kommt dem schon in Vorle* 
sung Vierunddreissig eingeschlagenen sehr nahe, da dieselben Principien 
zur Anwendung kommen, wie bei dem Lambert'schen Kriterium über 
den geocentrischen Lauf, und die Gleichung ebenfalls dieselbe ist, welche 
man durch Erweiterung jenes Kriteriums zu einer Bestimmungsmethode 
erhält. Nur ist hier bei den Planeten die ganze Rechnung so anzulegen, 
dass man von den Fehlern aller nicht vollkommen correcter Voraussetzun- 
gen sich in beliebigem Grade unabhängig machen kann. Es ist dies eine 
an jede Planetenbahnmethode nothwendig zu stellende Forderung, da hier 
die Bestimmung im Allgemeinen viel empfindlicher gegen Yernachlässi- 
gungen ist, als bei den Kometenbahnen, auch der grösseren Schärfe der 
Beobachtung wegen die Unterschiede zwischen Rechnung und Beobach- 
tungen viel leichter die Fehler der Rechnung verrathen. 

Sobald r* durch Auflösung der Gleichung achten Grades berechnet 
ist, folgen daraus sehr einfach auch die beiden^ Radienvectoren r und r", 
sowie der zwischen ihnen durchlaufene heliocentrische Bogen. Aus diesen 
Stücken und dem gegebenen Zeitintervall t*' — t müssen dann schliess- 
lich die Elemente selbst berechnet werden, eine Aufgabe, welche analyti- 
schen Kunstgriffen einen grossen Spielraum gestattet und mehrere nume- 
risch bequeme Losungen zulässt. 

Die eben in ihrem Grundriss gezeichnete Methode der Bestimmung 
einer elliptischen Bahn aus drei vollständigen Beobachtungen vorsagt, 
wie schon in dem zweiten Abschnitte erwähnt wurde, ihre Dienste, sobald 
die Bahn sehr nahe mit der Erdbahn zusammenfällt, weil alsdann die 
drei geocentrischen Breiten aufhören, drei von einander unabhängige 
Data zu enthalten. ' Man erkennt dies leicht, wenn man sich den Fall 
denkt, dass die Neigung der Bahnebene vollkommen zu Null wird; es 
bleiben dann, ausser i und ^, welches letztere beliebig gewählt werden 
kann, noch die vier Elemente: Lage des Perihels TT, halbe grosse Axe a, 
Excentricität e und die mittlere Anomalie M einer bestimmten Epoche zu 
finden übrig, und es ist offenbar, dass hierzu vier Längen in den Daten 
enthalten sein müssen. Aus diesem Grunde ist es nöthig, wenn i sehr 
klein wird, eine andere Methode, als die obige, anzuwenden; die Vor- 
schriften der Bestimmung einer elliptischen Bahn aus vier Beobachtun- 
gen, von denen zwei vollständig sind, wie Gauss sie gegeben hat, beruht 
im Uebrigen auf denselben Principien, wie die ersterwähnte Methode. 
Doch erfordert die Anwendung derselben, zumeist aber die Auswahl der 
vier Beobachtungen, welche der Rechnung zu Grunde gelegt werden 
sollen, noch besondere Yorsichtsmaassregeln, ohne welche man zu 
ganz fehlerhaften Resultaten kommen kann. Wir werden daher 
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später bei der Entwickelang dieser Methode auf dieselben aufmerksam 
machen. 

Die Methode der Berechnung aus drei vollständigen Beobachtungen 
geben wir im Folgenden wieder in verschiedenen Formen, von denen die 
auf den Aequator unter Einführung der Sonnencoordinaten bezogene bei 
solchen Gelegenheiten, wo es sich um Berücksichtigung aller kleinen Cor- 
rectionen handelt, die bequemste zu sein scheint. Bei anderen Gelegen- 
heiten tragen die Umformungen, welche Encke und in neuerer Zeit 
Hansen mit den Fundamentalgleichungen der Aufgabe vorgenommen 
haben, erheblich zu der Vereinfachung der Rechnung bei. 



Achtundvierzigste Vorlesung. 

Entwiokelung der Fundamentalgleiolmngen fiir die Be- 
stimmung der Entfernung eines Himmelskörpers aus drei 
vollständigen BeobacMungen und Auflösung derselben 

für den Aequator. Erste Näherung. 

Bezeichnet man wieder mit n, n', n!* beziehungsweise die doppelten 
Dreiecksflächen rW sin (v" — «;'), rr" sin (v'' — v), rr* sin {v' — t;), so 
bestehen zwischen den heliocentri sehen Coordinaten des Planeten die 
schon bekannten Relationen: 

n' x' = nx + n" x'\ 
n^y* z=iny + w" y^\ 
n' z* = nz + w" z'\ 

n vv 

oder, bei Einführung von c =^ -r^ c'^ = —r, 

n n 

x' = cx + c^'ixf' 
y' = cy + d'y'' 
^ zzzCZ + c**z". 

In dem dritten Abschnitte gestalteten wir diese Relationen zu einer 
Gleichung zwischen den beiden curtirten Distanzen Q und q'* um, indem 
wir die heliocentrischen Coordinaten durch die Distanzen q^ q\ q*' und 
die Sonnencoordinaten X, Y, Z, X', T, ZI, Z", Y", Z" ausdrückten und 
^' eliminirten; es gab das zwei verschiedene Gleichungen. Eliminirten 

wir durch einen Kunstgriff auch noch die uns unbequeme Grösse -77, 
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so wurden wir auf den Ausdruck für das Ol her s 'sehe M mit den vor- 
hessemden Zusatzgliedern gefübi*t. Für den gegenwärtigen Zweck da- 
gegen, wo wir uns nicht mehr nach der Lambert 'sehen Gleichung ein- 
Burichten haben, eliminiren wir aus den obigen Fundamentalgleichungen 
Q und qf*. Denn wir erhalten durch diese lineare Elimination offenbar 
eine Gleichung zwischen q\ c, c** und lauter gegebenen Grössen; nun lässt 
■ich aber p' strenge, c, c" wenigstens sehr angenähert mit Hülfe der 
früheren Entwickelungen durch den mittleren Radiusvector W ausdrücken; 
es entsteht also eine Gleichung zwischen r* und bekannten Grössen. Der 
daraus hervorgehende Werth von / und der entsprechende von 9' geben 
in die bei der Elimination zum Vorschein gekommenen Zwischengleichun- 
gen substituirt, auch noch Q und q'\ Führen wir nun die eben in Ge- 
danken durchlaufenen Operationen wirklich aus, so erhalten wir: 

q' cos a' — X' = c (Qcosa — X) + c" (9" cos a" — X") 
g'sina' — r = c (gsina ^ T) + c" {q*' sina!* — T') 
Q'tgV -^ Z! = e (gigS -^ Z) + c'' iQ"tgä" — Z"), 
oder : 

Ig'cosn' = Z' — cZ — c" X*' + cQCOsa + c'^g'^cosa" 
g'sma' =r — er— c"r'+ CQsina + c"9"sma" 
Q'tgö' =Z! — cZ — c''Z" + cQtgd +cf'Q"tgd''. 

Multiplicirt man die zweite dieser Gleichungen mit cosa'\ die erste 
mit sin a'\ und zieht die eine von der anderen ab, so wird : 

Q'sin («" — «') = {Xlsina! — Tcosa!') — (Xsina" — Ycosa'*) c 

— {X*'sina!' — T'cosa'') c" + cgsin («" — a), 

oder, wenn wieder zur Abkürzung: 

X sin a" — Y cos a" = M„ 
X! sina" — T cosa" = M',, 
V^sina!' — T'sina" = MH 

gesetzt wird: 

ß) . . . g'sin («" — «') = Ml, -^ M„c — M'/,c'' + cQsm(a" — a). 

Addirt man die erste der Gleichungen a zu der dritten, nachdem 
man sie beziehungsweise mit tgö'^ und — cosa!' multiplicirt hat, so er- 
hält man : 

q' iigöyosa' —tg8*cosct!')={JCig8" — Zcosa'') — {Xtg8'' — Zcosa'') c 
— (X"tg d" — Z^'cos a") c" + cQ (ig Ä" cos a — tg 8 cos a"), 

und wenn: 

X tgd" — Z cosa*' = N 

X' tgS" — Z cosa" = IT 

X'tgS" — Z'coso!* = N'* 
gesetzt wird: 
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Y) ... 9' (tgd''cosa' — tgS'cosa") = N' — Nc — N'' c'* 
+ e Q (tg ö" cos « — tgS cos a"). 

Aus den beiden Gleichungen ß) und y) kann nun ohne Schwierig- 
keit auch noch c Q eliminirt werden ; den letzteren Zweck erreicht man 
indessen leicht auf anderem Wege. Man kann nämlich wieder bemerken, 
dass der Coefficient von c^ in Gleichung y) von der Zählungsweise der 
et abhängig ist und deshalb durch eine Drehung des Coordinaten Systems 
um die Z-Axe, wobei die Z offenbar ungeändert bleiben, zum Verschwin- 
den gebracht werden kann. Es sei diese Drehung oder die Rectascension 
der neuen X-Axe gleich Ä'q, so wird, wenn die neuen Coordinaten durch 
die alten ausgedrückt werden, (menbar: 

X cos Ä'o + Y sin Ä'o für X 
X! cos-4'o + T sin A\ für Y 
X'UosA'o + T'sinA'o für Z, 

demnach, um JV, N* <, N*' durch die gewöhnlichen Coordinaten auszu- 
drücken : 

'N = (X cos Ä'o + Y sin A'o) tg ö" — Z cos («" — A'o) 
S) . . .lir = (Z' cosA'o + Y' sinA'o) tgS'' — Z' cos («" — A'o) 

N*' = (X'' cos A'o + T' sin A'o) tgd" — Z^' cos {a" — A'o) 

zu setzen sein. Damit der Coefficient von c Q: 

tg d" cos (a — A'o) — tgd cos {a" — ^'0) 

zu Null werde, hat man : 

^ tg 8" cos OL — tg 8 cos od' 

^ tg8" sina — tg8sina" 

Die Grösse A'o hat eine kurz anzugebende geometrische Bedeutung: 
es ist die Rectascension des Pols eines durch den ersten und dritten geo- 
centrischen Ort gelegten grössten Kreises, d. h. die Rectascension eines 
von den beiden Oertern um 90^ abstehenden Punktes der Kugel. 

Damit dieses wirklich der Fall sei, wäre nöthig, dass: 

sinD'oSin8 + cosD'oCOs8 cos (a — A'o) = cos 90^ = 0, 

und desgleichen: 

sinD'oSinS" + cos B^o cos 8" cos (a" — A'o) = cos 90» = 

wird, wenn D'o die Declination des in Rede stehenden Punktes vorstellt, 
also auch: 

1 + cotg Ifo cotg 8 cos {a — ^'0) = 1 + cotg D'o cotg 8" cos (a" — A'o) = 0, 

also ist die Bedingung für ^'o^ 

tg 8" cos (a — ^'0) — tgS cos (a" — A'o) = 0; 

endlich ergiebt sich nach dem Vorhergehenden: 

tangPo = — cotg 8 cos (a — ^'0) = — cotg 8" cos {a" — A'o), 
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Man erhält für Ä'o zwei um 180^ verBchiedene Werthe, von denen 
deijenige, welcher fang I/q positiv liefert, dem Nordpol des grössten Krei- 
ses entspricht. 

Wir hahen hiermit eine der Formen, in welchen die Aufgahe, die 
Lage eines durch zwei gegehene Punkte gelegten grössten Kreises zu fin- 
den, eine Aufgahe, die uns noch einigemal hei wichtigen Gelegenheiten 
aufstossen wird, gelöst werden kann. 

Die Gleichung y) geht dann, wenn man die Bedeutung der NtN\N" 
aus 8) zu Grunde legt, üher in: 

q' [tgS^cos («' — ^'o) - tgS'cos («" — .l'o)] = 1^ — Nc — iV'c", 

welche Gleichung wir der Kürze halber unter der Form: 

s) mQ' = 2r — Nc-' Ä^'c" 

schreiben wollen. Um daraus eine sehr genäherte Bestimmung des Ra- 
diusvectors / zu gewinnen, führen wir, wie früher, den Winkel js ein, 
welcher in dem ebenen Dreieck Sonne-Erde-Planet der mittleren Beob- 
achtung an dem Planeten gebildet wird. Bezeichnen wir noch ferner in 
demselben Dreiecke den äusseren Winkel an der Erde mit x\ so ist: 

K! cosj! = — X' cos 8' cos cd — Y cos 8* sin a* — Z! sin8\ 

und: 

q' sec8' = r^ ^• 

smz 

■ 

Für c und c" fanden wir früher die einschliesslich der kleinen Grössen 
;s weiter Ordnung richtigen Ausdrücke: 

^=^(^ + 27^; 

"" ^' V + 2/8; 

Es wird also in Folire der Gleichung a) und weil r' = — : — ^, 

^ sine 

fnB'cos8'sin (x' — e) = (iT — N ^, — iV" |r) sinz 

Löst man die Parenthese der linken Seite auf und führt zwei Hülfs- 
grössen a und q ein, derart, dass: 

mR* cos8' 8in%* = asinq 



m 
so wird: 



N* — N ^, — N'^ 07 j = acosa. 
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t) . . . 






a) 



mB' cosS' siny! . , . 

= : ^ ' sin [ß — g). 

sma 

Zur ' leichten Aufsuchung der reellen Wurzeln dieser Gleichung, 
welche in Beziehung auf sinz von derselhen Form ist, wie die Gleichung 
c) der vierunddreissigsten Vorlesung, lässt sich nun wieder die hei der- 
selben Gelegenheit gezeigte Waterstone'sche Gonstruction anwenden. 
Wir werden dadurch einestheils einer weitläufigen Discussion über die 
möglichen und brauchbaren Wurzeln derselben überhoben, an deren theils 
erhalten wir eine höchst schätzbare Näherung, wodurch die scharfe Auf- 
lösung für jeden in der Praxis vorkommenden Fall ungemein erleichtert 
wird. Wir wissen, dass nach der Bedeutung des Winkels z in unserer 
Aufgabe die zulässigen Lösungen zwischen ;e^ = und z •==. 'jj^ liegen, 
dass ferner eine liösung, welche sehr nahe z=^%* liefert, stets vorkommen 
muss , da sich diese Lösung auf die Erde selbst bezieht. Aus der Natur 
der Gonstruction ist auch ferner leicht zu erkennen, dass ein Schnittpunkt 
der geraden Linie und der Curve achten Grades, welcher eine brauchbare 
Lösung liefert, einer Berührung der Gurve mit der Geraden sehr na.he 
liegen kann, in welchem Falle dann noch eine weitere brauchbare Lösung 
vorhanden und ein nur durch Zuziehen nicht benutzter Beobachtungen 
zu lösender Zweifel entsteht, welche der beiden Wurzeln gerade Gültig- 
keit hat. 

Man kann, wie später gezeigt werden wird, die Aufstellung der 
wichtigen Gleichung i) auf sehr elegante Weise von dem Durchschnitte 
der beiden grössten Kreise abhängig machen, welche den ersten und 
dritten geocentrischen Ort und den zweiten Sonnenort mit dem gleich- 
zeitigen geocentrischen Orte verbinden. Mit noch grösserem Yortheile 
für die Uebersiehtlichkeit werden wir später die Abstände der geocentri- 
schen Oerter und der Sonnenörter von drei gegebenen grössten Kreisen 
einfahren, welche Form für Aequator und Ekliptik fast gleiche Bequem- 
lichkeit hat und daher bei der Berücksichtigung der kleinen Gorrectionen 
gute Dienste zu leisten vermag. 
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Neunundvierzigste Vorlesung. 

Verbesserungsverfahren für eine aus den Fundamental- 
gleichongen der achtundvierzigsten Vorlesung herge- 
leitete Näherung. 

Durch wiederholte Anwendung der in voriger Vorlesung gegehenen 
Fundamentalformeln kann jeder heliehige Grad von Annäherung erreicht 
werden, wenn man in den Ausdrücken für c und c" die Factoren von 

1 
-T—i- als unhekannte, nach und nach zu verhessernde Grössen einführi 

Setzen wir demgemäss: 



V) 



h" = ^' ( 






1 + 



so wird, da c = 



n 



jt 



n 



ff 



n 



I ? 



n 



I » 






Bezeichnen wir auch hier, wie früher hei der Parahel, das Verhältniss 

Dreieck 

t; , welches n entspricht, mit 17, das n' entsprechende mit i^' und 

Sector 



») 



das für n" mit i^", so können wir einfacher setzen : 

«"= 2 (? ~ •"*• 

Suhstituiren wir die Gleichung i^) in den Formeln der vorigen Vor- 
lesung, so geht die Gleichung £) üher in: 

In dieser Gleichung ist hei der ersten Annäherung: 
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zu setzen; nachher aber kommen die Ausdrücke aus ^) zur Anwendung. 
Es ist deshalb wünschenswerth , die Werthe von i^, 17', fj" auf ähnliche 
Weise, wie wir es für die Parabel thaten, berechnen zu können, nämlich 
nicht aus den Elementen selbst (deren Berechnung man gern bis zum 
Schluss der ganzen Rechnung verschieben wird), sondern aus den Bestim- 
muDgsstücken, welche auch ausserdem schon in der Rechnung vorkommen. 
Mit der Entwickelung der dazu nöthigen Formeln werden wir uns daher 
weiter unten zu beschäftigen haben. 

In Betreff der Gleichung i) ist es noch nützlich zu bemerken, dass 
die zweite oder rechte Seite derselben nur in Folge der Gorrection der 
Zeiten wegen der Aberration sich ändern wird, da dieselbe von den hy- 
pothetischen Grössen Q und Q^' gänzlich unabhängig ist. 

Im Folgenden stellen wir noch einmal die Formeln, welche unter 
einer Hypothese für Q und Q" die Kenntniss yler Entfernungen ver- 
schaffen, zusammen, um sie nachher durch ein Beispiel zu erläutern. 

Es seien,' wenn die im Vorhergehenden angewandte Bezeichnung gilt, 
a, a', a'' die drei beobachteten Rectascensionen, wenn der Aequator als 
Fundamentalebene gewählt wird, oder die drei Längen, wenn die Eklip- 
tik gewählt wird, d, d\ 8'^ die drei Declinationen oder die drei Breiten, 
je nachdem auf den Aequator oder die Ekliptik bezogen werden soll, 
Z, r, Z, X\ F, Z', Z", r", Z" die Sonnencoordinaten oder die mit dem 
entgegengesetzten Zeichen genommenen heliocentrischen Goordinaten der 
Beobachtungfistationen, auf die gewählte Fun damen talebene bezogen*). 
Man berechne nun V oder — Äq nach der Formel: 

- , ^ tg Ä" cos a — igd cos «" 

I.) tang V = . j.„ . r~^~- — m 

tgo stna — tgostna' 

ferner : 

IL) w = tg8"cos («' + F) — tg&'cos («" + F), 

iN = (X cos'V — Y sin V) tg8" — Z cos («" + V) 
III.) . . fjsr = (X'cos V— r sin F) tgS" — Z" cos («" + F) 

[N"' = (r'cosV — T'sin V) tgd" — Z"cos («" + F), 
IV.) . . B'cosx' = — (X' cos S' cos a' + Y* cos 5' sin a + Z!sin8'), 
wobei zu bemerken, dass B'^ = Z'« + T^ _j_ ^i^ 



*) Wird der Aeqaator gewählt, so können dem astronomischen Jahrbache die Re- 
dactionen auf das mittlere Aequinoctium entnommen werden , und sind dann an 
-X, y, Z u. s. w. nach der Vorlesung Achtunddreissig die Correctionen — 0,0000431 co« 9? coi#, 
— 0,0000431 cöÄ 9p«»«, — 0,0000431 «n 9? anzubringen; an «, cf u. s. w. die Re- 
duction des scheinbaren Ortes auf das mittlere Aequinoctium. Verhältnissmässig bequeme 
Formeln für die Berücksichtigung aller kleinen Correctionen bei der Ekliptik giebt Encke 
im Berliner astronomischen Jahrbuche für 1854, pag. 356 bis 361; diese Nebenrechnun- 
gen verursachen aber dennoch einige Mühe und ermüden den Rechner oft schon vor der 
Hauptarbeit, in höherem Grade wenigstens, als bei einer auf den Aequator bezogenen 
Rechnung der Fall ist. 
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\asinq = mSf cos d' sin %' 

\acosq = m B! cos d' cos x' + (n* — N ^ — -Wöj). 



dann ist die Gleichung: 



VI.) . . (- NQ + |r-"^'«") sinz* = 2aB!^sinx'^sin (e - q) 

aufzulösen; in der ersten Näherung ist Q =z &^' und ^' = 0^", in 
den folgenden ^ = 2/» ^-^ — lY Q" = 2/» (%- — 1^ zu setzen. 
Ist die Gleichung YI.) aufgelöst, so ist dann weiter der mittlere Radius- 



vector: 

VII.) % 

und für q' hat man : 

VIII.) Q'secS' 

Berechnet man darauf: 



, _J^sinx! 

r — — -: , 

SiflJS 



K sin (x' — Js) 



stnz 



IX.) 






und: 



X.) 



Jtf = Z sina — Y cosa 

M! z=z X sina — Y cosa 

JM" = X*'sina — T' cosa 

M„ = X sina*' — T cosa" 

Jf;, = X' sina" — r'oosa" 

M\\ = X'^sina'' — T'cosa", 

so wird dann nach Gleichung ß) der vorigen Vorlesung: 

(e Q sin (a" - a) = q> sin («" - «') -M'„ + M„e + Ml^' 
' ' ' \c" Q"sin (a —a") = Q'8in{a -a')- M' +M c + M" c". 

Die letztere der Gleichnngen XI.) folgt ans der ersteren durch Analogie, 
indem a mit a" zu vertauscben ist. 
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Fünfzigste Vorlesung. 

Reolmuiigsbeispiel zu den Formeln der Vorlesung 

Neunund vierzig. 

Von dem durch Luther in Bilk entdeckten Planeten Arethusa ver- 
öflFentlichten kurz nach der Entdeckung die „Astronomischen Nachrichten" 
unter anderen die folgenden Beobachtungen: 

Mittlere Zeit. Rectascension. Declination. 

Bilk 1867, Nov. 23. 10* 29' 39" 4» l' 30",40 + 210 30' 5",0 
Berlin Dec. 13. 9 9 13 3 45 54 ,19 -f 19 2 21 ,3 

Berlin Dec. 30. 7 33 29 3 38 30 ,81 +17 23 43 ,2. 

Auf diese Data wollen wir nun die Vorschriften der vorigen Vor- 
lesung zur Anwendung bringen; wir reduciren deshalb die Zeiten auf 
Berliner Zeit, indem wir zu der Bilker Zeit der ersten Beobachtung den 
Meridianunterschied 26' 30" addiren, verwandeln dann die Stunden, Mi- 
nuten und Secunden in Decimaltheile des Tages, und setzen die Bec- 
tascension aus Zeit in Bogen um. Es ergiebt uns das: 

Berliner Zeit. Rectascension. Declination. 

1867, Nov. 23,456551 60^22' 36",0 +210 30' 5",0 

Dec. 13,381400 56 28 32 ,8 + 19 2 21 ,3 

Dec. 30,314920 54 37 42 ,1 + 17 23 43 ,2. 

Die beobachteten Oerter sind auf das scheinbare Aequinoctium bezo- 
gen und müssen deshalb auf das mittlere von 1867,0 reducirt werden. 
Die astronomischen Jahrbücher geben für die umgekehrte Beduction unter 
anderen folgende bequeme Vorschrift: 

Man addire zur Kectascension a die Grösse: 

/ + giangSsin (G -f- a) -|- hsecd sin (H + «). 

zur Declination 8 : 

icosd + gcos (G^ + «) + hcos (G + «) sinS, 

wobei die numerischen Werthe von /, g^ Ä, i, (r, H aus dem Jahrbuche 
selbst für jede Zeit zu entnehmen sind, man erhält dadurch die Beduction 
in Bogensecunden. Für die obigen drei Zeiten findet sich z. B. aus dem 
Jahrbuche durch Interpolation: 

Nov.23:/=34,82,flf=17,66,Ä=:20,07,i= 3,84, ff = 30^46', H= 26^16' 

Dec.l3: /= 37,73, 5f= 18,82, A = 20,40, i= 1,16,0=2^ 17,jEr= 7 31 

Dec30: /= 40,35, 5r=l 9,80, Ä = 20,40, i=-- 1,31,^=27 31 ,-H'=351 31, 

Klinker fue 8, theoretische Aatronomie. |2 
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daher die Reductionen vom mittleren auf den scheinbaren Ort , oder ^ et 
nnd d 8 für jene drei Zeiten : 

daz= 63",31 ; zJ d = 3,54 ; 
63,61; 5,41; 

61 ,92; 5,68. 

Im gegenwärtigen Falle, d. h. hei der umgekehrten Rednction, sind diese 
Gorrectionen mit entgegengesetztem Zeichen anzubringen. 

Eine weitere Vorbereitung besteht in dem Interpoliren der Sonnen- 
coordinaten aus dem Jahrbuche und zwar mit Einschluss der Reduetiou 
auf das mittlere Aequinoctium von 1867,0. Man findet*): 



Nov. 23,456551 
Dec. 13,381400 
Dec. 30,314920 



X=— 0,4757602, Y— — 0,7933098, Z=— 0,3442252 ; 
—0,1471 151, —0,8926633, —0,3873402 ; 
+ 0,1479562, —0,8917435, — 0,3869388. 

Um das zu der Rechnung zu benutzende Material endlich vollends 
von allen fremdartigen Einflüssen zu reinigen, müssen von diesen Sonnen- 
coordinaten noch die nach Vorlesung Achtunddreissig zu berechnenden 
Coordinaten des Beobachtuugsortes oder Auges abgezogen werden. Die 
erste Beobachtung ist um 2* 39' 15" Bilker Stemzeit angestellt, folglich 
ißt S = 39049'; g? oder die Polhöhe von Bilk ist gleich 51^12'; nach 
jener Vorlesung (siehe auch die Anmerkung zu Vorlesung Neunundvierzig) 
erhalten wir für die erste Beobachtung die an X, F, Z der Reihe nach 
anzubringenden Verbesserungen : 

— 0,0000208, — 0,0000173, — 0,0000334. 

Auf dieselbe Art, mittelst der Sternzeit nnd der Polhöhe des Beobach- 
tnngsortes Berlin werden die Gorrectionen für die zweite und dritte Be- 
obachtung gefanden: 

— 0,0000201, — 0,0000169, — 0,0000340, 

— 0,0000221, — 0,0000143, — 0,0000340. 
Hiernach stellen wir das gereinigte Material wie folgt zusammen: 

Die Zeiten t, t\ f Nov. 23,456551, Dec. 13,381400, Dec. 30,314920, 

die Rectasc. a, a', a" . . . 60« 21' 32",7, 56« 27' 29",2, 54« 36' 40",2, 
die Declination Ä, 8\ 8" +21 30 1 ,5,-f-19 2 15 ,9,+ 17 23 37 ,5, 
die 8onnencoord.X,X',X" — 0,4757810, — 0,1471352, + 0,1479341, 

„ „ r,r,r' — 0,7933271, — 0,8926802, — 0,8917578, 

„ „ Z,Z',Z" — 0,3442586, — 0,3873742. — 0,3869728. 

Wir können gleich noch hinzufügen: 
die %JB, %J3', %i2" . . . 9,9943352, 9,9930688, 9,9926827. 



*) Bei der Berechnung von Planetenbahnen ist der Gebrauch von mehr als fünf 
Stellen anzurathen , weil hier meistens eine Vernachlässigung von einigen Secunden eine 
grössere Bedeutung hat, als bei den Rechnungen der dritten Abtheilung. 
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Diese letzteren drei Zahlen, oder aach die Grössen 

können anch noch dazn gehraucht werden, einen wesentlichen Theil der 
Vorbereitnngsrechnnngen , nämlich die corrigirten Sonnencoordinaten auf 
eine leichte Weise gegen gröhere Fehler bu prüfen. Man hraucht zn die- 
sem Zwecke nnr mit den unmittelbar den Jahrbüchern za entnehmenden 
12, Jt!^ M" zn vergleichen, deren Werthe sich auf den Mittelpunkt der 
Erde beziehen. Den Einfluss der excentrischen Lage des Auges auf die 
R erkennen wir leicht aus Fig. 23, worin S den Mittelpunkt der Sonne, 

Fig. 23. 




C den der Erde und den Ort des Auges vorstellt. Zieht man noch 
O F senkrecht zu £1 C, so ist mit stets hinreichender Scharfe das Stück 
C F gleich dem gesuchten Einflüsse zu setzen, und man bat: 



OC 



PG= OCcosPCO = == SC cos PCO, 

SC 

d. h. das B des Erdmittelpunktes übertrifft das des Beobachtungßortes 
um die Grösse: 

n 

^^^^^,^ 'COsZ= 0,0000431 cos Z, 
2062648 

wenn wieder TT die Sonnenparallaxe, Z aber die Zenithdistanz der Sonne 
zur Zeit der Beobachtung vorstellt. Die letztere Grösse lässt sich auf 
bekannte Weise ungemein leicht bis auf etliche Minuten genau finden. 
Bei der ersten Beobachtung z. B. stand die Sonne nahezu 144^^28' vom 
BilkerZenith entfernt; es sollte das in Anwendung kommende verbesserte 
R das uncorrigirte der Tafel um den Betrag 0,0000351 übertreffen. Es 
ergiebt sich die betreffende Differenz ganz befriedigend gleich 0,0000363. 

Nach dieser Sonderung der kleinen Verbesserungen der Sonnencoor- 
dinaten beginnen wir die eigentliche Rechnung. 

Es findet sich nun nach Gleichung I.) der neunund vierzigsten Vor- 
lesung : 

V= 560 16'18",74, 

nach IT.): , 

m = 0,0019617, 

12* 
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nach III.): 

N = 0,0012164 

JV' = 0,0688966 

N" = 0,1201235; 



nach Gleichung IV.): 



da ferner aus V.): 



X' = 220 54' 28,12; 



q = 70 58'29",93*) 
Joga = 7,7092968, 

so hat man endlich flr Gleichung VI.): 

0,0012164.^ Q + 0,1201235.^ ^''j sinz* 

= 0,0005757285 sm (z — 7^58'29",93). 

Es ist nun, wenn vorläufig die uncorrigirten Zeiten zu Gininde ge- 
legt werden: 

70^-9" = 9,4643287 

log^' = 9,8021175 

logd^' = 9,5350558. 
Setzt man ferner bei der ersten Näherung: 

so nimmt die Finalgleichung für die Form an: 

sinz^ = (8,9445462) sin {z — 70 58'29",93), 

wobei die eingeklammerte Zahl schon den Logarithmus des za gebrauchen- 
den Factors vorstellt. Als scharfe Lösung der Gleichung, und zwar hier 
nach Ausschluss der für die Erde geltenden, ergiebt sich: 

^ = 8n5'4",04. 

Entsprechend wird: 

logt' =t= 0,4264086, 

logq' = 0,2149174, 

der Logarithmus der Entfernung von der Erde in der zweiten Beobach- 
tung gleich 0,2393459. 



*) Aus dem, was im dritten Abschnitte über die Construction der Wurzeln der die 
Grösse z bestimmenden Gleichung achten Grades gesagt wurde, lässt sich noch ohne be- 
sondere Schwierigkeit eine Grenze für sinq^ herleiten, wenn für z eine positive reeUe 
Lösung ausser der für die Erdbahn, d. h. eine Lösung zwischen z = 0^ und z = x' 

vorkommen soll. Dazu ist erforderlich, dass sinq^ «< — oder q selbst vom Zeichen 

abgesehen < 36« 52',2 sei. 
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Nach den Gleichungen X.) erhält man ferner: 

üf = — 0,0211712, 
M! = 0,3136048, 
Jlf" = 0,5696067, 
M„ = 0,0715575, 
Ml, = 0,3970205, 
M'/, = 0,6370387. 

In der ersten Annäherung wird zufolge der Gleichungen IX.): 
c = -^ (1 + yjTs-j» %c = 9,6633498, 

(/' = — (^l + ^-^ j, logc" = 9,7340769. 

Suhstituirt man diese Werthe in XI.), so erhält man: 

logg =0,1908326, %((> secd ) = 0,2221560, 

logQ'' = 0,2521109, log (Q''sec8'') = 0,2724383, 

hieraus endlich auf schon hinlänglich bekannte Weise die heliocentrischen 
Coordinaten der Arethusa in der ersten und dritten Beobachtung: 

X = 1,2432377, y = 2,1420524 z = 0,9565374, 

x" = 0,8869249, y" = 2,3485472, z" = 0,9467529, 
auch logr, logr^' und die Sehne x: 

logr =0,4239975, 

%r" = 0,4286255, 

X = 0,4119399. 



Einundfünfzigste Vorlesung. 

Einige Umformungen der Formeln der Vorlesung Neun- 
undvierzig. 

Sollte man es in den vorhergehenden Formeln vorziehen, statt der 
Sonnencoordinaten die für Parallaxe, Aberration, Präcession und Nutation 
vorschriflsmässig corrigirten Rectascensionen A,A\Ä'' und Declin^ctionen 
D^ D\ D'^ der Sonne einzuführen, welche sich ofifenbs^r auch aus den 
Gleichungen : 
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X = B cosD cosAi 
Y = B cosD 8inÄ^ 
Z = B sin'D, 
X' —B! cos ly cos A\ 
r* =B* cos D' sin A\ 
Z' =B! sinUf, 
X" =z B" cos ly cos A'\ 
T' = B!' cos U' sin A*\ 
Z!' =B''sinU/' 

ergeben*), so wird nach den Formeln der neunund vierzigsten Vor- 
lesung: 

^^^' = iangV'cos (ii + F) — igB cos (a" + F) 
BcosD 

^^ ^ = tang5"co8 (A'-{-V) — tgl/ cos (a" + F) 
B, cosIX 

_i!?l_ = tangd^'cos (A' + 7) - tgiy'cos (a" + F), 

ir cos Jj 

und da ferner in X.) der genannten Vorlesung: 

M = B sin {a — A ) cosJD 

M* =B! sin (a -- A') cosUf 

M!' = i2" sin (a — Ä') cos D" 

M„ = B sin (a" — A) cosD 

M'„ = B! sin (a" — Ä) cosP 

J/;; = JB"sm («" — ii'O cosUf\ 

so gehen die Formeln XI.) über in: 

c Q sin {a!' — a ) = q' sin (a" — «0 — JB'sm (a" — ^') cosl^ 

+ cJBstn («" — -4) cosD + c" Bf' sin («" — A") cosZ>" 

ö" q" sin (a — a") = q' sin (a — a') — B' sin (a — A') cos 1/ 

+ cBsin (« — A) cosJD + c"2J"sm (a — A") cosiy. 

Zu der Einführung des Schnittpunktes der beiden grössten Kreise, 
desjenigen, welcher die beiden äusseren geocentrischen Oerier, und des- 
jenigen, welcher den zweiten geocentrischen Ort mit dem entsprechenden 



*) Das Interpoliren der Polarcoordinaten fnr eine jede der drei Beobachtungen aus 
den Angaben des Jahrbuches ist, da bei denselben die zweite, dritte and die weiteren Diflfe- 
renzi'eihen viel kleiner werden, als bei den rechtwinkligen Coordinaten, das Bequemere, 
und würde noch unbedingter den Vorzug haben, wenn die Jahrbücher die Rectascension 
und Declination der Sonne auf das mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges bezogen, 
angäben ; denn alsdann brauchte man nach Vorlesung Achtundyierzig nur die Sonnen- 
parallaxe in Rectasoension und Declination an die interpolirten Oerter anzubringen. 
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Souneuorie verbindet« gelangen wir durch folgende Betrachtungen, 
welche den bei der 01b er stechen Methode angestellten ganz nahe ver- 
wandt sind. 

Wie eben dort gezeigt wurde (siehe Vorlesung Sechsundzwanzig), ist 
jede in den grössten Kreis , welcher die äusseren geocentrischen Oerter 
verbindet, fallende Richtung als der Pol einer Fundamentalebene anzu- 
sehen, in Beziehung auf welche die geocentrischen Längen oder Rec- 
tascensionen um 180^ verschieden werden. Denken wir uns die Sonnen- 
coordinaten der drei Beobachtungen schon auf eine solche Fundamental- 
ebene transformirt und bezeichnen dieselben durch ^, i/, Z, ff, H\ Z', 
ff\ H'\ TJ\ die Gooi^inaten des Planeten mit den entsprechenden kleinen 
Buchstaben des griechischen Alphabets, so muss: 

r + Ä" ~ I + Ä 

werden. Es muss daher femer, wenn ^ot ^ot % di® Sonnencoordinaten 
eines Punktes bedeuten, welcher mit dem Schnittpunkte der Planeten- 
sehne durch den Radiusvector verbunden, die Richtung dieser Verbindungs- 
linie in jenen grössten Kreis fallend, d. h. nach dem Pole der Fundamen- 
talebene zielend, ergiebt, wenn |o, %, ^q die Goordinaten des Theilpunk- 
tes der Planetensehne vorstellen: « 

lo + Ä = 

rio + Ho=0 

sein. Zufolge der eben entwickelten Gleichungen ist also auch: 

j) n". -Vo + H" - g> ^ i jo - 1? + g» — g 

Man kann es nun aber immer durch die Wahl der S Z-Ebene, welche 
zu jener Fundamentalebene gehört, so einrichten , dass die Tangenten der 
Quasilängen, d. h. beide Seiten der Gleichung 1), verschwinden. Nach 
den früher bei der Ol her s 'sehen Methode angestellten Betrachtungen ist 
es zu dem Zwecke nur nöthig, die ^Z-Ebene demjenigen grössten Kreise 
der Sphäre entsprechen zu lassen, welcher die äusseren geocentrischen 
Oerter verbindet. In Beziehung auf ein solches Coordinatensystem ist 
dann: 

vo —n + Ht, —H =0, 

also auch: 

2) 

oder: 



H" Ho n" 

So — H % 


71 «"' 


77 »* T 


T 1 " 
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Es muBB aber offenbar noch ausserdem Sq der Projeotiou des Radius- 
vectors der Erde auf die Fundamentalebene angehören, welcher Bedin- 
gung durch die Gleichung: 

Ho IT 



MO 



A 



genfigt wird. Von der Bestimmung von ^o und ^o kann man sich daher 
folgende anschauliche Construction entwerfen. Es sei in Fig. 24 die 
Ebene des Papiers die Fundamentulebene, deren Pol der Durchschnitts- 
punkt der oben genannten grössten Kreise ist, OP die durch die Sonne 
gelegte ^-Axe, deren Bichtang dem Durchschnit^punkt des durch die 

Fig. 24. 




äusseren geocentrischen Oerter gelegten grössten Kreises mit der Funda- 
mentalebene entspricht, Q die darauf senkrechte J?-Axe, i?, S^ B!' die 
drei auf die Fundamentalebene projicirten Erdörter. Man theile nun die 
projicirte Erdsehne i2E" durch den Punkt Bq so, dass Bo Bf' : BBq =n:n'' 
und ziehe durch Bq eine der Axe OP parallele Linie; der Durchschnitt 
derselben Bq mit 0^ liefert denjenigen Punkt der Fundamentalebene, 
dessen Sonnencoordinaten f^o, JSq den oben entwickelten Bedingungen ge- 
nügen, und von welchem aus gesehen der Durchschnitt der Planetensehne 
mit dem mittleren Badiusvector in der Bichtung des Poles der Funda- 
mentalebene erscheint. Der Natur der Sache nach ist Zq beliebig, es 
kann daher auch Zq = gesetzt werden. 

Machen wir bei der Construction die Grundvoraussetzung der 01- 
bers' sehen Methode, so erhält man einen Punkt in der Projection der 
Erdsehne selbst, übereinstimmend mit dem, was wir früher gefunden 
haben. 

Nach dem Vorhergehenden werden wir auch füi- unser gewöhnliches 
Coordinatensystem die Sonnencoordinaten Xo, Fq» ^ eines Punktes an- 
geben können, der die in Bede stehende Eigenschaft hat, sobald uns nur 
ausser der Bectascension «o nnd der Declination Öq des Durchschnitt- 
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Punktes der beiden grössten Kreise, die Grössen n und n'\ von welchen 
in jedem Falle das Gesuchte abhängt, bekannt sind. Wir haben dann 
die Gleichungen: 

Ia^o + Xo = Po cos «0 
^0 + ^0 = Po sin «0 . 
^0 + Zq = QotgSo^ 

worin Xq, y^ die gewöhnlichen Coordinaten des Durchschnitts der Plane- 
tensehne mit seinem Kadiusyector, Qq die projicirte Distanz der beiden 
mit einander verbundenen Punkte darstellt. £s ist aber offenbar: 

n 4- w" . n -\- n" . n •\- n" , 
j Xq — X, — -f yo = y\ — -, — ^0 = isr'; 



n 



wir haben daher ferner: 



n 



n 



X' H —f Ao = — Po COS «0 



5) 



n 



n 



y H -I — ^0 = — -I 9o 8tn «« 



n 



n + n" _ 
z -j -j — Zo — 



n 

n + w" 



Po tg öo, 



n n 

und nach den Fundamentalgleichungen unserer Aufgabe: 

ix* + X' = p' cos «' 
6) L' + r' = p'sma' 

[y + Z' = Q'tgd\ 

daher durch Elimination von o?', y\ z* \ 



7) 



X ; Xü = p'cöSa ;3;7 — Po COS «o, 



v^l 



r — 



2' — 





n' 




w 


+ 


n" 




»' 




n 


+ 


n" 



n 



Yq = q' sina —f poS^nao, 



n 



n' 



Zo = p ^ö' O' ;3;7 Po tg Öxi. 



n 
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Zweiund fünfzigste Vorlesung. 

Fortsetzung der vorhergehenden Entwickelungen. 

Die Gleichungen 7) der vorigen Vorlesung können auf sehr verschie- 
dene Weise zur Herleitung des Radiusvectors r' gebraucht werden: ver- 
bindet man beliebige zwei von ihnen zur Elimination von Qo, so bleibt 
eine Gleichung zwischen q' und anderen Grössen, welche entweder, wie 

X', y, Z*, vollständig gegeben sind, oder sich doch, wie , — , sehr 

angenähert durch die Zwischenzeiten und r' ausdrücken lassen. Führt 

jß sifi y 
man auch hier wieder den durch die Gleichung sin g = p-=- defi- 

nirten Hülfswinkel ein, so wird wieder ^, = : , und man 

cos sin z 

erhält durch die Substitution dieses Werthes eine Bedingungsgleichung 
für den Winkel 8 von derselben Form, wie wir sie schon gefunden und 
aufgelöst haben. 

Die Gleichungen 7) nehmen wieder eine einfache Form an, in wel- 
cher man die wichtigeren Verhältnisse deutlich übersehen kann, wenn sie 
auf die mehr genannte Fundamentalebene der S H bezogen werden. Be- 
zeichnen wir nämlich mit (J den Abstand des zweiten geocentrischen Or- 
tes vom Durchschnittspunkte der beiden grössten Kreise, mit J den Win- 
kel, welchen diese grössten Kreise mit einander einschliessen, so wird in 
den Gleichungen 7): 

ofo = a' = J" 

d' = 900 — 
zu setzen sein; zugleich ist aber auch nach Fig. 24: 



Winkel POB! z=: a^ = a' = J, 
daher : 






te</ 



A 



= tgcco = tga' = tgJ, 



und da zufolge der Natur der gewählten Fundamentalebene ^o = wird, 
so gehen die Gleichungen 7) über in: 



S' — Ä = Q cosJ 

n ^ 

Tll ** + ^" TT IT 

jl' — w _-. g'stnJ 

n ^ 

Z' - !!L+< Zo = Q'cotgö -'L±J!l. Q^tang90% 
n n 
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oder wenn wir die in unbestimmter Form erscheinende unbekannte Grösse 

n + n" 

} Qo lang 90<^ kurz mit p bezeichnen und bemerken, dass die beiden 

ersten der genannten Gleichungen nach dem Vorhergehenden durch Mul- 
tiplication oder durch Division mit tangj in einander übergehen: 

H^ — i — JBi) = g'sinJ 

n 

Z' ~ — Zo = g'coigö — «. 

Wenn Äo» /^o» Zo einem Punkte des mittleren Radiusvector der Erde 
angehören, also Zq aufliöi*t, willkürlich zu sein, enthalten die beiden Glei- 
chungen demnach, von n, n\ v!* abgesehen , zwei Unbekannte Q^ und j?. 
In der ersteren Gleichung kommt schon Qf allein vor; diese bietet des- 
halb die einfachste Form für die Anwendung dar. Weil nach dem Frü- 
heren : 

"^^tj^ //o = ^ H + -^ Ä" = cH -f c"^'. 
n n n 

und: 

, jy cos ö' sin (x' — js) R' sin ö sin {% * — z) 

sinz sine 

so kann sie auch geschrieben werden: 

8) : . . W — cH^ d'H" = ^'^^'^y-^) sinasinJ. 

stnz 

Es kommt nun darauf an, alle diese Grössen H^ IT, Ü* auf bequeme 
Weise durch die gegebenen Grössen auszudrücken. Die Axe der U fallt 
offenbar zusammen mit der Richtung des Pols der Fundamentalebene; 
wenn daher Dq und Äq die Declination und die Rectascension des Nord- 
pols der Fundamentalebene vorstellen , so wird nach den bekannten For- 
meln für Transformation rechtwinkliger Goordinaten: 

Ji = X COS Do cos Ao -\' Y cos Dq sin A^ + Z sin Do 

H' = Z' cos Do cos Ao + T cos Do sin Ao + Z! sinDo 

ff" = X^cosDoCOsAo + T'cosDoSinAo + Z"sinDo. 

Diese Formeln lassen sich, wenn man die leichteste Art, die Parall- 
axe in Rechnung zu bringen, haben will, nicht mehr wesentlich verein- 
fachen. Do ist offenbar das Complement des Winkels, welchen der durch 
die äusseren geocentrischen Oerter gelegte gi-össte Kreis mit dem Aequa- 
tor bildet, Ao die Länge des aufsteigenden Knoten jenes grössten Kreises 
auf dem Aequator, vermindert um 90^. Die bekannten Formeln für 
rechtwinklige sphärische Dreiecke liefern uns demnach die Gleichungen: 

cotg Do cos (Ao — a ) = — tgö 
cotgDoCOS {Ao — od') = — tgö", 
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aus deren Addition und Subtraction dann weiter die folgenden hervor- 
gehen : 

cotg Do cos [ilo — Va («" + «)] = V2 {tg «" + tg S) sec Va («" — «) 
cotg Do sin [Ao — Va («" + «)] = Vs (^ö^ *" — tg ö) cosec Va («" - «). 
und also auch: 

tg [Ao - >A («" + «)] = ^*!"[y,'~gj -co<gV« («" - a), 

bezeichnet man noch bei dem durch die Sonne und den zweiten geocen- 
trischen Ort gelegten grössten Kreise die Grössen, welche Do und Ao ana- 
log sind, mit D'q und ii'o» die aus X\ Y\ Z! herzuleitende verbesserte 
Rectascension und Declination der Sonne mit A! und D\ so hat man D\ 
und A!^ aus den Formeln: 

colgD\cos[A!o - Va(«' + ^0] = Va(*i7l> + «fl'«') s«c VaK — A!) 
cotg Po sin [A'o — Va(a' + A')] = y^itgD'— tgö') cosec^l^ia' — A'\ 
aho: 

tg [A\ - V. iA' + a')l = ^^[g~gij -co<g", {A' - «'). 

Die beiden mehr genannten grössten Kreise begrenzen auf dem 
Aequator den Bogen A*o — Ao] diesem Bogen, als der Seite eines sphä- 
rischen Dreiecks, liegen die Winkel 90» — A und ISO» -- (90» -^ D'o) 
an. J oder die Neigung der beiden Kreise gegen einander ist der dritte 
Winkel des Dreiecks; derselbe lässt sich nach der gewöhnlichen Funda- 
mentalformel mit Schärfe finden. £s wird dabei: 

cosJ=^ — sin Do sin D'o + cos Do cos D'o cos (A'q — Ao)- 

In der folgenden Zeichnung, Fig. 25, stellen B, B\ B" die drei 

Fig. 25. 
B' 




gcocentrischen Oerter, S den Ort der Sonne in der zweiten Beobachtung, 
C den einen Pol des Bogens des grössten Kreises B B" vor, welcher von 
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B' C im Punkte C geschnitten wird. Der Durchschnittspunkt von BB" 
mit B' S sei Co; dann ist offenhar: 

cos B' C = sin B' O = sin Jsin B* Co = siw Jsin (J, 

femer : 

cos B* C = sin Dq sin ä' + cos Do cos d' cos (a! — ^lo) ^ — sin (5 sin J. 

Dadurch ist Alles in Gleichung 8) bekannt geworden. 



■ 

Dreiundfünfzigste Vorlesung. 

Folgerungen für den zu erreichenden Grad von Genauig- 
keit einer Bahnbestimmung. 

Im Vorhergehenden haben wir den Durchschnittspunkt zweier gege- 
benen Kreise unter Zuziehung geometrischer Betrachtungen eingeführt, 
obgleich es für diesen Zweck einen kürzeren und eleganteren Weg giebt. 
Dieser letztere, den wir bald kennen lernen werden, ist indessen weit we- 
niger geeignet, eine vollständige Einsicht in alle Beziehungen des genann- 
ten Durchschnittspunktes zu der zu lösenden Hauptaufgabe zu gewähren. 
Zu den in solcher Weise zu erörternden Fragen gehört auch die, von wel- 
chem Umstände die bei der Bestimmung des mittleren Radiusvectors zu 
erreichende Genauigkeit vorzugsweise abhänge, wenn Beobachtungen von 
gleicher Güte und gleicher Grösse des geocentrischen Bogens voraus- 
gesetzt werden. Der Lambert'sche Schluss aus der Krümmung des geo- 
centrischen Bogens auf die Entfernung von der Sonne führt nämlich auf 
ein merkwürdiges Dilemma, welches in dem Falle geradliniger geocentri- 
scher Bewegung am deutlichsten hervortritt. Es kann solche Bewegung 
in einem grössten Kreise nach dem Lambert' sehen Kriterium sowohl 
daher entstanden sein, dass der Radiusvector des betreffenden Himmels- 
körpers dem der Erde gerade gleich ist, aber auch eben sowohl darin 
ihren Grund haben, dass ein Urtheil über die Entfernung in dem beson- 
deren Falle überhaupt nicht möglich ist. Es ist klar, dass ein solcher 
Ausnahmefall, wo die der Zahl nach ausreichenden Data zur Bestimmung 
untauglich werden, sich auch immer dadurch auszeichnen muss, dass die 
geocentrische Bewegung eine geradlinige wird, da ja, wenn der Radius- 
vector unbestimmt und unbestimmbar wird, das Lambert 'sehe Kriterium 
ebenfalls diese Eigenschaft des Radiusvectors wiedergeben muss. Es 
liegt deshalb hier die Versuchung sehr nahe, mittelst Umkehrung des 
Lambert'schen Satzes zu schliessen, im Falle geradliniger geocentrischer 
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Bewegung, d. h. wenn nach unserer Bezeichnung (^ = wird, werde die 
Lösung unbestimmt, und verliere überhaupt in allen Fällen in demselben 
Maasse an Bestimmtheit und Genauigkeit, wie kleiner wird. Dass dies 
ein Irrthum sein wOrde, geht schon aus dem Vorhergehenden hervor, zeigt 
sich aber noch besser, wenn wir die Gleichung 8) voriger Vorlesung noch 
einmal genauer betrachten. V^ird (^ = 0, so geht dieselbe über in: 

und wenn wir die Gleichungen rj) der neunundvierzigsten Vorlesung be- 
riicksichtigen : 

^ ~ W " ~ ¥ "^ ~ \W J '^ V TJ'T^ - ^' 

oder : 



'3 _ 


»* 2 ■*■ *' 2 


■'■' %>tr — »n — %"jr' 




^-w^-r"" 



9) . r'« = 



Diese Lösung leidet an keinerlei Unbestimmtheit, so lange der Divisor 
^11' — ^Jl — %^* H eine ganz bestimmte Grösse bleibt, wie im Allge- 
meinen der Fall, r' wird dabei immer sehr nahe gleich TS der Entfer- 
nung der Erde von der Sonne werden, um so mehr, je näher wir für Q 
und Q" die entsprechenden Werthe der Erdbahn setzen, während wir da- 
gegen durch Einsetzen der genaueren Werthe bei dem Planeten die Lö- 
sung für den letzteren mit beliebiger Genauigkeit erhalten könnten. In 
dem Umstände, dass in diesem speciellen Falle (wenn eben der genannte 
Divisor nicht Null wird) die Lösung für die Erde mit der für den Pla- 
neten in der ersten Annäherung übereinstimmt, liegt auch die Erkläi*ung 
dafür, dass die Finalgleichung hier nur eine reelle Wurzel liefert. 

Man sieht aus derselben noch, dass das Verschwinden von Ö die Be- 
stimmbarkeit des / keineswegs aufhebt, dass tf überhaupt nicht als Maass 
für die Bestimmbarkeit des / angesehen werden darf. 

Schreiben wir die Gleichung 9) unter der Form: 

/, ^ 2 '*' »' 2 

WOZU wir nach dem Früheren berechtigt sind, so können wir sagen, dass 
die Sicherheit der Bestimmung dui'ch die Gleichungen 9) oder 10) um so 
geringer sein wird, je kleiner das durch J/ — Hq vorgestellte Stück der 
Protection von JR! auf die Fundamentalebene ausfällt. Ein Blick auf die 
Fig. 24 zeigt, dass diese Grösse, unter übrigens gleichen Umständen, 
einestheils sinJ, anderentheils dem absoluten Werthe des Sinus des Win- 
kels, welchen die Richtung von B! mit der Fundamentalebene der SiH 
bildet, proportional ist. Der letztere Winkel ergänzt offenbar den Ab- 



— I.. 



/ 
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stand der Verlängerung des Radiusvectors vom Durchschnittspunkte der 
mehrgenannten grössten Kreise der Sphäre, oder den Winkel %' — Ö zu 
90^. Somit kommen wir zu dem hemerkenswerthen Resultate, dass die 
Sicherheit der Bestimmung von r' aus drei geocentrischen Oertern unter 
ührigens gleichen Umständen dem Producte : 

sm Jsin (x^ — ö) 

proportional ist. 

Dieses Product ist nun aher, wie aus einer der Grundformeln für 
rechtwinklige sphärische Dreiecke leicht hervorgeht, gleich dem Sinus des 
Ahstandes des mittleren Sonnenortes von dem durch die äusseren geocen- 
trischen Oerter gelegten grössten Kreise. Das Endresultat unserer Unter- 
suchung üher die Bestimmbarkeit des mittleren Radiusvectors lässt sich 
also darin aussprecheu , dass der zu erreichende Grad von Genauigkeit 
unter solchen gleichen Umständen dem Sinus jenes Ahstandes pro- 
portional ist. 

Hiernach ist es z. B. eine sehr ungünstige Lage der Beobachtungen, 
wenn der durch die äusseren geocentrischen Oeii^er gelegte grösste Kreis 
auch durch den mittleren Sonnenort geht. In der That haben wir ja 
diesen Fall schon als den Ausnahmefall der Ol b er s' sehen Methode bei 
den Kometen kennen gelernt. Dass dort dessen ungeachtet unter Zu- 
ziehung anderer Formeln und einer anderen Art der Näherung eine Be- 
stimmung möglich wurde, verdankten wir dem Umstände, dass wir dort 
nur fünf Unbekannte zu suchen hatten; bei den Planeten hört in gleichem 
Falle die Bestimmbarkeit gänzlich auf. Ein Fall, in welchem man sich 
solcher Ungunst nicht durch Auswahl der drei Beobachtungen zu ent- 
ziehen vermag, ist der, wo die Ebene der Planetenbahn sehr nahe mit 
der Ekliptik zusammenfällt. In der Beziehung haben uns ja auch in 
Wirklichkeit schon ganz andere Betrachtungen gezeigt, dass eine Bahn 
mit geringer Neigung gegen die Ekliptik aus drei vollständigen geo- 
centrischen Oertern nicht bestimmt werden kann, und dass es dazu 
einer besonderen Auswahl des Materials und einer besonderen Methode 
bedarf. 
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Vierundfünfzigste Vorlesung. 

Einfachere Herleitung der Hauptgleichung für die Be- 
stimmung der Entfernung der Himmelskörper. 

Die Gleichuugen XL) der neunundvierzigsten Vorlesung, oder, wenn 
man für die Sonne die Polarcoordinaten einführt: 

c Q sin («" — a ) = 9' sin («" — a') — R' sin («" — Ä') cos IDl 
+ cÄm («" — Ä) cosD + c"Ä"sm («" — ^") cosiy 

c" p" sin (cc — a") = 9' sin (a — a') — B! sin (a — ^') cos 2/ 
+ cB sin (a — ^) cos D + c" 22" sin (a — ^") cös D", 

behalten ihre Gültigkeit auch dann noch, wenn die darin vorkommenden 
Coordinaten auf ein anderes System als das des Aequators bezogen wer- 
den. Wählen wir unser System der Ä, IT, Z, welches ja nach dem Vor- 
hergehenden ein völlig bestimmtes ist, so nehmen die beiden Gleichun- 
gen eine einfache und übersichtliche Form an. Zunächst sieht man, 
dass a" — a = 180^ a" — a' z= J wird, indem der Pol des Systems 
mit dem Durchschnitte der grössten Kreise zusammenfällt, welche die bei- 
den äusseren geocentrischen Oerter, einerseits durch den mittleren geo- 
centrischen Ort, und den Sonnenort andererseits gelegt werden. Die 
cosD, cosI)\ cosiy sind dann identisch mit den Sinus der Abstände der 
Sonnenörter von jenem Durchschnittspunkte, die a" — Äj cd' — A\ 
a" — A" sind die Winkel, welche die durch den Durchschnittspunkt und 
die Sonnenörter gelegten grössten Kreise mit dem durch die äusseren 
geocentrischen Oerter gelegten grössten Kreise einschliessen. Die Pro- 
ducte: 

sin (u" — A ) cosD 
sin (a" ■— A' ) eos D' 
sin (06" -^ ^") cos D" 

sind demnach, wenn man von den Formeln für rechtwinklige sphärische 
Dreiecke Gebrauch macht, nichts anderes, als die Sinus der Abstände der 
Sonnenörter von dem durch die äusseren geocentrischen Oerter gelegten 
grössten Kreise. Führen wir auch noch die unverkürzte Distanz von der 
Erde in der mittleren Beobachtung ein und bezeichnen dieselbe mit ^\ 
so ist offenbar: 

q' = A' sin6. 

Die Grösse sin d sin («" — «') oder sin 6 sin J ist wieder nichts anderes, 
als der Sinus des kürzesten Abstandes des z^^eiten geocentrischen Ortes 
von dem durch die beiden äusseren Oerter gelegten Kreise. Bezeichnen 
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wir diesen Abstand mit #r', die Abstände der drei Sonnenörter der Reihe 
nach mit o, cd', m"j so erhalten wir daher aus den Gleichungen am Ein- 
gange dieser Vorlesung: 

A.) zt'sinif' = B!sin€o' — cRsino — d' B!* sin to'\ 

Macht man die in Vorlesung Neunundvierzig gezeigte Umformung, 
zu welchem Behufe man hier: 

hsrnq = sin%' sini>' 

bcosq = cos%' sin i>' + sin a' 

setzen kann, so wird die dortige Gleichung VI.)-* 

B.) \\Wlff <?'*^^ + -^W ^ '"''"^ ) ''''' 

\ = 2 & 22'3 sin i*^ sin {b — q). 

Die Winkel ^', o, <o\ <o" werden positiv oder negativ zu rechnen 
sein, je nachdem die Oerter auf die eine oder die andere Seite des gröss- 
ten Kreises fallen. Sie lassen sich mit grosser Bequemlichkeit ausdrücken, 
pobald man die Pole des durch die beiden äusseren Oerter gelegten gi'öss- 
ten Kreises auf uns schon bekannte Weise, sei es in Länge und Breite, 
oder in Rectascension und Declination, bestimmt hat. Die Einführung 
dieser Goordinaten des einen oder des anderen Poles ist es, welche uns 
erlauben wird, den Grundgleichungen des Problems auch in Beziehung 
auf die Bestimmung von q und p", oder den unverkürzten Abständen 
von der Erde ^ und ^" aus ^/' eine ähnliche Einfachheit, wie der Glei- 
chung A.) zu geben. 

Verbindet man nämlich denjenigen Pol, welchen man als den Nord- 
pol ansehen will, mit den geocentrischen Oertern sowohl als mit den 
Sonnenörtem durch grösste Kreise, und bezeichnet die Winkel, welche von 
denselben mit einem beliebigen durch denselben Pol gelegten grössten 
Kreise gebildet werden, wie folgt: 

mit 6r, G\ G" die Winkel, beziehungsweise des ersten, des zweiten und 

des dritten Sonnenortes, 
mit «, «', a" die entsprechenden Winkel für die geocentrischen Oerter, 

so werden die beiden Gleichungen am Anfange dieser Vorlesung: 

c Q sin («" — «) = p' sin («" — e') — B! sin («" — ©') cos o' 

+ cR sin («" — (?) cös ö + c" JB" sin («" — G") cos co". 
c" q" sin (6" — «) = 9' sin (b — «') — R' sin (s — 6') cos cd' 

+ cRsin (6 — G) cos od + &' R'* sin (e — G") cos o". 

Dabei wird wieder vorausgesetzt, dass, wie alle Goordinaten, so auch 
^6 9, q\ q" auf eine Fundamentalebene, die den bezeichneten Pol hat, 
bezogen werden. Führt man dagegen die z^, ^/', z/" in diese Gleichungen 

Klinker fn es, theoretische Astronomie. \f^ 
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ein, so ist offenhar in Beziehung auf diese Fundamentalehene, da die durch 
den ersten und dritten geooentrischen Oi*t r^präsentirten Richtungen die- 
ser Fnndamentalehene parallel sind : 

p" = ^\ 

und ausserdem ist, nach den ohen gemachten Bemerkungen und mit Rück- 
sicht darauf, dass 90® — if den Abstand des zweiten geocentrischen Ortes 
von jenem Pole darstellt, 

Wir haben mithin folgende Gleichungen , um ^ und ^^" aus z^' zu be- 
rechnen, nachdem das letztere gefunden ist: 

c ^ sin (£" — a ) = ^' cos i>' sin («" — fi') — E' cos cd' sin («" — G') 
+ cRcososin (e" — ff) + cf' R' cos o" sin (c" — G") 

c'* ^:J"sin (e — f") = ^'cosif'sin (s — «') — Hcostafsin (s — Q) 
+ cRcosa sin (e — O) + c" JB" cos ©" sin (s — &% 

Aber auch diese Gleichungen lassen sich wieder bedeutend verein- 
fachen, wenn man bemerkt, dass nach den bekannten Grundformeln für 
sphärische Dreiecke cos ijj' sin (b'* — £) gleich dem Cosinus des Abstandes 
des zweiten geocentrischen Ortes von einem Punkte des durch die anderen 
geocentrischen Oerter gelegten grössten Kreises ist, welcher letztere Punkt 
von dem dritten geocentrischen Orte um 90® in bestimmter Richtung ent* 
fernt ist. Desgleichen ist cos (O sin (e" — 6r) der Cosinus des Abstandes 
des ersten Sonnenortes von demselben Punkte; cos a* sin (a" — G') und 
cos cd'* sin (a" — Q") sind die entsprechenden Grössen für die beiden an- 
deren Sonnenörter. Die zweite der Gleichungen B.) enthält die Cosinus, 
bezogen auf einen Punkt, welcher in dem grössten Kreise von dem ersten 
geocentrischen Orte 90® entfernt ist. Für die genannten Cosinus führen 
wir abkürzende Zeichen oder Symbole ein, der Art, dass z. B. (et" Ä) den 
Cosinus des Abstandes des ersten Sonnenortes von dem um 90^ verscho- 
benen zweiten geocentrischen Orte bedeutet, und schreiben dann die Glei- 
chungen B.) in folgender, für die Rechnung sehr übersichtlichen Form: 

1(02« )c z^ =(aia')^'^(aiA')B!+io^Ä)cB + (oCiA")(/'R" 

m(>^'')c!'^''=(aoa')^' — ((>hÄ')Il! + ((^Ä)cR + 

Bei dem Gebrauch dieser Symbole ist noch zu bemerken, dass der- 
jenige Accent, welcher sich auf den in bestimmter, im Uebrigen beliebi- 
ger, Richtung auf dem grössten Kreise zu verschiebenden Ort bezieht, am 
Fusse des Buchstabens angehängt ist, so dass z. B. Oq die Rectaacension 
des Punktes bedeutet, welcher dem ersten geocentrischen Orte entspricht. 
Bei dieser Bezeichnung wird dann auch (oj a) = — («o a") *). 

*) Unter Anwendung der Fonnel: Cosinus der Hypothese gleich dem Product der 
Cosinus der Katheten 6ndet man auch noch leicht die bei der Prüfung zu. verwendenden 
Relationen ; 
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9 Wir können nun nach dem Vorhergehenden über die Gleichungen 
A.) und 0.), welche als die Fundamentalgleichungen des ganzen Problems 
zu betrachten sind, eine interessante Bemerkung machen, die nämlich,' 
dass sämmtliche darin vorkommende Goefficienten von ci2, c"jB", Jß', 
c^, c"^/" und ^' sich ausdrucken als die Cosinus der Abstände der 
Sonneuörter und der geocentrischen Oerter von drei gegebenen Punk- 
ten der Sphäre. Der eine dieser Punkte, welcher bei Aufstellung 
der Finalgleichung für r' durch A.) die Haupt -Rolle spielt, ist der 
Pol des durch den ersten und dritten geocentrischen Ort gelegten 
grössten Ei*eises, die beiden anderen sind Punkte dieses grössten Kreises, 
welche von den äusseren geocentrischen Oertern in gleicher Richtung 
um 90^ abstehen. Die Cosinus der Abstände der Oerter von diesen drei 
Punkten lassen sich mit beinahe derselben Bequemlichkeit ausdrücken, 
sie mögen in Rectascension und Declination oder in Länge und Breite 
gegeben sein; auch ist es ein nicht geringer Yortheil dieser Form, dass 
die darin vorkommenden Grössen eine kurz anzugebende einfache geo- 
metrische Bedeutung haben. Man ist so in den Stand gesetzt, sich durch 
Constructionen auf dem Globus oder auf Karten gegen grobe Rechen- 
fehler zu schützen; gegen kleinere stehen eine Reihe von Prüfungen zu 
Gebote. 



Fünfundfunfzigste Vorlesung. 

Weitere Ausführung der Gleichungen A.) und C.) in der 

54. Vorlesung. 

■ 

Unser erstes Geschäft, die Bestimmung der Rectascension ilo imd Deoli« 
nation Do, oder auch, wenn wir die Ekliptik vorziehen, der Länge und Breite 
des Poles, welcher von beiden äusseren geocentrischen Oertern um 90^ 
entfernt ist, kann nach der 53. Vorlesung als erledigt angesehen werden. 
Die Rectascension und Declination, oder auch, mutatis mutandis, die Länge 
und Breite des Punktes , auf welchen die Cosinus («o «')» (^o -^') u. s. w. ^ 
nach voriger Vorlesung bezogen werden sollen, seien Uq und 5o. Eine leichte ' 
Berechnungsart für dieselben erkennen wir mit Hülfe der Fig. 26 (a. f. S.). 



(«2, «') («0 «0 («a^) («0^) _ («a ^0 

arc cos ^—^ — : arc cos ^-^ — 7 = arc cos arc cos = arc cos — = — ? 

cos Y ^^^ Y ^*** ^ ^®* *** ^^' ^ 



(«0 A') («2 ^") («0 ^") 

arc cos — - — , =■ arc cos jr — arc cos jr 

cos ox cos (o" cos o» ' 



13* 
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In derselhen stellt B den ersten geocentrischen Ort, ^i denjenigen 
Ort vor, der, mit dem ersten und dritten geocentrischen Ort in einem 
grössten Kreise liegend, 90^ von ersterem ahsteht. K hingegen ist der 
Ort, welcher senkrecht zu jenem grössten Kreise 90^ entfernt ist, d. h. 
der Pol desselben ; P sei der Pol des Aeqnators, Q ein Punkt, mit K und 
P in einem grössten Kreise gelegen. 

Fig. 26. 




Hiernach ist also: 



KPB — 


Ao 


— 


a 


KP — 
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Do 
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s. 



daher 



sinBKP = ^!L—^.sinKPB = cosösin(Ao — «); 



sinBK 



ferner 



cosBiPz= cosKPcosKBi + sinKP.sinKBiCOsBiKP, 
oder, da 

BiK = 90», 'BP = 



900— So^ BiKP 
cosBoSinBKP = + cos Da cos 8 sin {a — A^), 



D.) sin Sq 

Aach hat man 

\BiPK 



900 + BKP 
dsin(a - 



+ cos Do cos i 
nach Fig. 26 : 

cos BiK =: 0, 



MMMnii. uoHJU X'l^. «u ; 

cos BiPcos Wp + sin BiPsin KP cos 
oder, weil ByPK = aI -- ol^, 

sin 8o sin Do + cos So cos Dq cos (Af^ — «o) = 
^•) cosicco ^ Ao)= -■ IgDotiJÖo. 



H) 
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Beseicfanen wir die Rectascensiou und Declination dc^'enigeu Punkiesi 
welcher zum dritten geocentrischen Orte in derselben Beziehung steht, 
wie der ehen bestimmte zum geocentrischen Orte, mit Mj und d} « so 
haben wir nach vollständiger Analogie: 
F.) .... sinÖ2 = cos Do cos d" sin (a" — Ao) 
&•) cos(a2 — ^o) = — tgDotgS^. 

Nachdem so Äq, Do, «o, Äq, Oj, 5^ bestimmt worden sind, drQokeu 
sich die in den Gleichungen A) und C) der vorigen Vorlesuug enthalte- 
nen Factoren aus, wie folgt: 

sin rif' = sin D^ sin ö' -f cos Do cos 6' cos («' — ^o) 

sin fi> = sin Dq sin D + cos Dq cos D cos(ä — Aq) 

sin ß>' = sin D« sin If -|- cos Dq cos D' cos (A' — -^q) 

sin co" = sin Do sin D" + cos Ik cos D" cos (^1" — A^) 

(«Q«') =r sin So sin 8' -\- cosSq cosd' cos(a! — «o) 

(«0 a") = sin Öq sin ö" ■\- cos Öq cos ö" cos («" — «o) 

(«0 A) = sin Öq sin D + cos Öq cos D cos(A — «o) 

(«0 A') = sin do sin D' + cos Öq cos D' cos (A' — u^) 

(«0 -4") = sin Öq sin D" + cos Öq cos D" cos (A^' — «o) 

(o^ a) = sin 82 sin d + cos ^2 cos d cos (a — «2) 

(«2 a') = sin 82 sin S' + cos 82 cos 8' cos (cc' — o^) 

(02 A) = sin 82 sin D + cos 82 cosD cos(A — o^) 

(«3 A') = 3in*2 sinD' + COS82 cosif cos(A' — a^) 

(«2 A'') = sin 82 sin 2/' + cos 82 cos U* cos {A" — «). 

Als einfachste Prüfung der meisten dieser Vorbereitungsrechnungen 
haben wir, dass (oq a") == — («2 «) werden muss. . 

Durch Beduction auf die Ekliptik kann D, D', Jff' zum Verschwin- 
den gebracht werden, und es werden dann neun von den vorhergehen- 
den Ausdrücken eingliedrig; doch wird sehr häufig durch diesen kleinen 
Vortheil die Mühe jener lästigen Beduction sich nicht hinlänglich be- 
lohnt finden. 

Wenn durch Auflösung der Gleichungen A.) und G.) die Entfernun- 
gen ^ und z^" bekannt geworden sind, so findet sich anch die Sehne k^ 
welche die beiden Oerter im Räume verbindet, nach der bekannten Formel 
x« = (x'' — xy + (f/' — yy + (^" - ;?)« 

= (J'' cos 8" cos a'' — X" — ^^ cos 8 cos a + Xy 
+ (J" cos 8'' sin a" — F' — ^ cos 8 sin a + ly 
+ (^"smÄ" — Z" — ^Jsin8 + Z)^ 

=0 +?)'•+ o+e- "■ 



/'« 



cc 



n 
n 
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Sechsundfunfzigste Vorlesung. 

Reohnungrsbeisplel für die Formeln der 55. Vorlesung. 

Die Art der Anwendung der vorigen Formeln mag an dem in der 
50. Vorlesung aufgeführten Beohachtungsmaterial für Arethusa ihre Vei^ 
deutlichung finden. Ans den 2t F, Z u. s. w. finden wir die ent- 
sprechenden Coordinaten der Sonne wie folgt: 

Die RectaBcenBion A, A\ A'' 239« 2'5l",68, 260« 38' 25",68, 2790 26' 8",B6 
DecHnation D, D', D" . — 20 24 45,43, — 23 10 44,64, - 23 10 31,68 
log B, log B!, log Bf' . . 9,9943352, 9,9930690, 9,9926828. 

Nach Vorlesung Zweiundfunfzig hahen wir dann nach den Formeln 

t9[Ä^ - V«(«" + «)} = '2%'^% - <^9'U«!' - «) 
tgDo = — coig 6 cos (a — Äq) = — cotg ä" cos («" — Ao), 

wenn wir für die geocen Irischen Oerter dieselben Werthe wie früher 
einsetzen, 

Ao = 3030 43'41",29. 
A = 480 41'26",58. 

Die Zweideutigkeit der Lösung wird dadurch gehoben, dass Da posi- 
tiv werden soll. Wir haben 'schon darauf aufmerksam gemacht, dass 
360« — Aq mit V der 49. Vorlesung, welches nach der Formel 

__ tgd" cosa — ig 8 cos od' 

tang V = / ^.^ . :^-^-. — j-, 

tg stn a — tgo sin a 

gleich 56« 16' 18",74 gefunden wurde, identisch ist. 
Es ergiebt sich femer: 

«0 = 3450 21'20",39 
»0 = — 330 18' 1",97 
«3= 337«47'37",43 
«2 = — 360 3' 16",93, 
und darauf nach den Formeln H.) 

logsint' =7,5919067 

log sind =7,4145303 

log sind' =9,1688477 

log sin a" = 9,4106642 

log {(x^ od) = 8.8853727 

logia^od') = 9,0732787 

logipt^A) = 8,4543236« 
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Ugif^A') =*9,4576851 
Ug{aQÄ')= 9,7237550 
Iog(u2c0 = 9,0732781« 
log {02 a') =•8,6208351« 
logip^A) =8,9545596 . 
logiohÄ") = 9,5986859 
log(cc2Ä") = 9,7933293. 

Die PrüfuDgegleichung für die Richtigkeit der Bestimmung von Aq, 

A. «©, *o» «2i 82, 

(«0 «") = — («2 a) 
erweist eich hier als erfüllt, desgleichen die Controlen: 

(«2 «') («0 «') 

arccos -7 arccos -f 

cos w cos w 

(«2 -4.) (O60 A) 

== arc cos arc cos 



cos G) cos G) 

(o, A') («0 A') 

= arccos, , — arccos-^-^ — r 

^cosa cos cd' 

(«, ^") (a, ^'0 , 
= arccos- jf — arccos- jr ' 

cos (O cos (D 

= + arc sin («o a")i 

sie bestätigen in den wichtigsten Beziehungen die Richtigkeit der bis 
hierher geführten Rechnungen. 

Die Gleichungen A.) und C.) der Vorlesung Vierundfunfzig werden 
demnach : 

(7,5919067)'^^' = (9,1688477) JB' — (7,4145307) c 22 

— (9,4106642) c^'E'' 

(9,0732781«) c^ = — (9,5986859)2?' + (8,9545596) c 22 

+ (9,7933293) c" 2?" + (8,6208351«)^' 

(9,0732787) c"^' = — (9,4576851)22' + (8,4543236«) c 22 

+ (9,7237750) c" 22" + (8,8853727) z/', 
worin die eingeklammerten Zahlen die Logarithmen der Coefficienten be- 
deuten. Der Coefficient von 22' in der ersten dieser Gleichungen oder 
sin g/ verdient bei jeder numerischen Anwendung eine besondere Beachtung, 
weil er durch seine Grösse oder seine Kleinheit ein Kriterium dafür liefert, 
ob das Material zu der Bahnbestimmung günstig gewählt ist. Fällt der- 
selbe sehr klein aus, so ist ein zuverlässiges Residtat nicht zu er- 
halten, man ist dann genöthigt, andere Beobachtungen zu wählen, wie 
auch immer die anderen Goefficienten beschaffen sein mögen. 

Die Gleichung B.) der Vorlesung Vierundfunfzig wird nach Einfüh- 
rung von Q und Q" 

[(7,0740077)e+(9,U3ai63)g"]smj»*=7,09081725w(£f— 70 58'29",02). 
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In dür ersten Annälierung wird wieder: 

log Q == log Q" = log % V = 8,9993845, 

und die Gleicbang für 

sine* = (8,9445291) «/»(-er — 7'>58'29",02). 

Die einzige hier zulässige Lösung ist: 

e — 8M5'3",03. 

Der Logarithmus des Abstandes der Arethusa von der Sonne in der 
zweiten Beobachtung, logr' wird 

hgr' = 0,4264114, 

der des Abstandes von der Erde 

log J' = 0,2393502. 

Für c oder ^ (^1 + ^^3) ««^ c" ^^er ^ (^1 + ^,j hat man 
nach dem Vorhergehenden: 

logc = 9,6633497 

log c" = 9,7340768, 
ferner 

logcR =9,6576849 

logc"R"= 9,7267596; 

die Substitution in die zweite der obigen Gleichung liefert 

logJ = 0,2221505, 
die dritte ergiebt: 

logJ"= 0,2724843. 

Diese Werthe stimmen mit den in der 50. Vorlesung gefundenen 
so nahe überein, als die beiden so verschiedenen Formen der Berechnung 
nur immer erwarten lassen. 



Siebenundfunfzigste Vorlesung. 

Vereinfachungen und Abkürzungen für die Methode der 

Vorlesungen 54, 55 und 56. 

Durch eine Combination verschiedener Betrachtungsweisen gelangten 
wir oben zu dem Ergebniss, dass die Coefficienten von ^^' und dann von 
^ und z^", mit denen diese Grössen in den Fundamentalgleichungen miil- 
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tiplicirt sind, und ebenso die Coeffioienten, niit welchen die Badienvecto- 
ren jß, B', H* multiplicirt erscheinen, als die Cosinus der Abstände der 
beobachteten und der Sonnenörter von den Polen dreier grösster Kreise, 
oder, was dasselbe ist, als die Sinus der Abstände der beobachteten 
Oerter und der Sonnenörter von denselben grössten Kreisen zu betrach- 
ten sind. Der eine dieser grössten Kreise wurde durch den ersten und 
den dritten geocentrischen Ort gelegt, in Botreff der beiden anderen 
scheinen wir noch an die Beschränkung gebunden , dass wir sie durch 
den einen und den anderen dieser Oerter, aber senkrecht zu dem 
erst-genannten legen müssen. Die folgende Betrachtungsweise nun führt 
uns nicht nur sehr schnell zu dem erhaltenen Resultate, sondern zeigt 
uns auch, dass wir in der Wahl des Winkels, welchen die grössten Kreise 
am ei'sten und am dritten geocentrischen Orte eipscbliessen sollen, völlig 
freie Hand haben; wir dürfen also in Betreff ihrer noch andere Bequem- 
lichkeitsrücksichten maassgebend sein lassen. 

Betrachten wir noch einmal die Relation, welche zwischen den 
igr-Coordinaten und der drei Planetenörter besteht: 

so ist nach Früherem einleuchtend, dass ihre Gültigkeit nicht an eine 
Fundameutalebene von ganz bestimmter Lage, wie z. B. an die Ekliptik 
oder an den Aequator, gebunden ist, sondern dass sie bestehen bleibt für 
jede Ebene, welche durch den Mittelpunkt der Sonne geht; um das ein- 
zusehen, braucht man ja nur zu bemerken, dass die z immer dadurch er- 
halten werden, dass rcosv und rsinv mit Coefficienten multiplicirt wer- 
den, welche nur von der Lage der Bahnebene zur Fundamentalebene ab- 
hängig sind. 

Ferner ist klar, dass die jer, wenn sie auf drei verschiedene Fuuda- 
mentalebenen nach einander bezogen werden, den heliocentrischen Ort 
ebenso bestimmen, wie dies durch rechtwinklige oder schiefwinklige 
Coordinaten geschieht. 

Erinnern wir uns nun noch, dass jede heliocentnsche Coordinate, 
also auch z, sich zusammensetzen lässt aus der geocentrischen Coordinate 
für dieselbe Fundamentalebene und der Erdcoordinate , dass also ein auf 
solche Fundamentalebene bezogenes z sich ausdrückt durch die Relation 

z = ^sinip — Bsinto, 

worin ^ und w beziehungsweise die Abstände des geocentrischen Ortes 
und Sonnenortes von dem der Fundamentalebene entsprechenden grössten 
Kreise bedeuten , so erkennen wir gleich auch ein ebenso einfaches als 
bequemes Mittel, aus den bekannten drei Grundgleichungen der Aufgabe 
beliebige zwei Abstände zu eliminiren. Denn um z. B. ^ und -^" zu 
eliminiren, brauchen wir die z nur auf eine Fundamentalebene zu be- 
ziehen, für welche die Abstände ^ des ersten geocentrischen Ortes und 
^" des dritten geocentrischen Ortes Null werden; wir haben also den 
grössten Kreis durch den ersten und dritten geocentrischen Ort zu legen. 

1^ 
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Dies liefert uns dann unmittelbar die Oleichnng A.) der 54. Vorlesang. 
Soll dagegen nachher, wenn Ji^ bestimmt ist, A gefunden werden, so er- 
reichen wir die dasn erforderliche Elimination Yon ^/'' dadurch, dam wir 
durch den dritten geooentrischen Ort einen gr<ta8ten Kreis legen, fftr des- 
sen Lage im Uebrigen, da er zur Bestimmung von ^ führen soU, nur die 
eine Beschränkung ezistirt, dass er nicht durch den ersten geocentrischen 
Ort gehen darf. Wir können denselben deshalb durch den ersten oder den 
dritten Sonnenort legen, und so ausser ^/'' auch noch H oder 22" elimi- 
niren. Soll endlich ^*' durch Elimination von ^ gefunden werden, so 
werden die Abstände von einem durch den ersten geocentrischen Ort und 
Sonnenort gelegten grAssten Kreise in Rechnung kommen. 

Bei der folgenden Beseichnung wird man diese Betrachtungsweise 
leieht in der Erinnerung behalten und sieh die Uebersicht bewahren kön- 
nen. Es bedeute das Symbol (^ ^' /i*^ den Sinus des Abstandes des 
zweiten geocentrischen Ortes yon dem durch den ersten und dritten ge- 
legten grössten Kreise {AHJ*), {d^Bl d*"), (JB!'J'') der Reihe nach 
die Sinus der Abstände des ersten, zweiten und dritten Sonnenortes von 
demselben grössten Kreise u. s. w., bei welcher Bezeichnung jedesmal das 
Zeichen für den geocentrischen Radius desjenigen Ortes, für welchen der 
Sinus des Abstandes zu nehmen ist, zwischen die Radien derjenigen 
Oerter gestellt wird, durch welche der grösste Kreis gelegt werden soll. 
Die Gleichung A.) der 54. Vorlesung schreibt sich also: 

zur Bestimmung von ^ aus ^J' erhält man 

(d'*J'E)J' — (^'IfB)Bf = iJ''JB)c^ — (J"B"B)c''Bf\ 
wenn ein durch den dritten geocentrischen Ort und den ersten Sonnenort 
gelegter grösster Kreis angewendet wird, dagegen 

' (J"^'B!')^' — {J"B!B!')B! = {/l"^B!')c^ — (J''BBf')cB, 

wenn der grösste Kreis den dritten geocentrischen Ort und den dritten 
Sonnenort verbindet Bei der letzteren Art, den grössten Kreis zu legen, 
wird, wie man sieht, auch c" eliminirt; sie ist deshalb der ersteren vor- 
zuziehen. 

Für die Bestimmung von ^" aus ^' hat man 

{JJ'B)d' — (J B'B)B! = (^^"S)c"^' - {^B!*B)c''B". 

In Betre£F der Yorzeichen der Abstände und ihrer Sinus kann man 
noch bemerken, dass es ganz gleichgültig ist, welche Seite der Funda- 
mentalebene oder des grössten Kreises man als die für die positiven ß 
betrachtet, wenn nur immer beachtet wird, dass Oerter, welche auf ent- 
gegengesetzten Seiten des grössten Kreises liegen, auch Abstände von 
entgegengesetztem Vorzeichen haben, und dass diese Abstände immer im 
ersten Quadranten genommen werden können • 

Wenn wir die drei grössten Kreise för die Elimination so legen, wie 
eben vorgeschlagen wurde, so können die Formeln H.) der 55. Vorlesung 
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zum Theil durch bequemere ersetzt werden. Zuerst werden die Recta- 
Bcension (oder die Länge) ^o nnd die Declination (oder Breite) Dq vom 
Pole des durch den ersten und dritten geocentrisohen Ort gelegten gross- 
ten Kreises nach den dort gegebenen Formeln berechnet, also ^o nach 
einer der beiden Formeln: 

tg { A - V« K + «)} = ^"[y.~g] cotg >A («" - «) 

oder 

. tg d'' cos a — tgS cos a'* cotg ö'' cos a!' — cotgdcost» 

tg Ä" sin a — tgd sin «" cotg Ä" sin ti' — cotg d sin a' 

Bq nach der Formel: 
II.) . tg Dqs^-- cotg S cos (oc — Jo) = — cotg ö^' cos {af* — ^o)- 

Bezeichnen wir die Rectascension (oder die Länge), die Declination 
(oder die Breite) des Poles eines den ersten geocentrisohen Ort und den 
ersten Sonnenort verbindenden grössten Kreises beziehungsweise mit K 
und mit 90^ — y, die entsprechenden Grössen für den dritten geocen- 
trisohen und den dritten Sonnenort mit JBT" und mit 90*^ — y", so 
haben wir: 

^ tgScosA — tg D cos a 

tangK = — f ^ , . . ^ . — , 

tgostnA — tgD stn « 



III) 



• • < 



cotgy = — cotgdcos{c6 — K) = — cotgDcos(A — K), 

fn^nK^f— - i9S''cosÄ'' -tgiy^cosaf' 
vangA — ^^ ^„ ^,^^„ __ ^^ ^, ^^ ^, . 

cotg y" = — cotg ö" cos («" — i^O = — cotg Ul' cos (^"— £")• 
In der Fig. 27 sei sodann E Q der Aequator (oder die Eklip- 
tik), T, T' seien die Erdörter in der ersten und dritten Beobachtung, 

Fig. 27. 
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P,P' die geocentrischen Oerter des Gestirns, N' und N" die Schnitt- 
punkte der die Oerter T und P, beziehungsweise 2^' und P'' verbinden- 
den gi'dssten Kreise mit dem Aequator (oder der Ekliptik), G ihr gemein- 
schaftlicher Schnittpunkt. 

Somit ist — 'nW* = E!' -- K, Winkel G N N" = y, Winkel 

a N" Q = /', 

sinD 



IV.) 



sin NT = — 



sinN"T'= — 



sinNP = 



sinir'J/' = 



stny 
sinjy' 



s%n y 
sind 
sin y 
sin d " 
stn y 



oder auch, zur Entscheidung des Quadranten : 

cosNT = — cosDsin(A — Ä) 
cosN"T"= — cos I/' sin (A" — K*') 
cosNP = + cös3sm(a — E) 
cosir'P"= + cosd"sm(a" — K"). 

Der Winkel NCN*' sei gleich «'; dann haben wir nach denGauss'- 
schen Dreiecksformeln: 



V.) 



sin V2 6' se» V2 {NC + N" C) = sin Va NN" sin V2 (y" + y) 
= sin Vi (K" — JC) sin V2 (y" + y) 

sm V2 ^ cos y, Wo' + W^*) = cos V2 i^^sm V2 (y " — ?) 
= cos V2 (•^" — Ä) sin Vi (y" — y) 

cos V2 €'sm V2 W^— ^^^) = s«w V2 ^^' cos V2 (/' + y) 
= sin V2 Ä" — iO cos V2 (y" + y) 

cos V2 «' cös V2 (Nif - iV^'C) = cos V2 nWcos V2 (y" — y) 

= cos V2 (Ä" — E)cos V2 (y" — y). 



Es wird ferner 



VI) 



sin s' sin PC == sin e' sin (NC — NP) 



(J"lili") = — sins'sinTC = — sine' sin (NC —NT) 



{d ^" E) = — sin «' sinP" C = — sin £' sm(i^' C — N' P") 
{JE"B) = sins'sinT"a= sin s' sin(irC — N"* r'). 

Berechnet man auch für die mittlere Beobachtung den Planetenort 
P' und den Erdort T', die Grössen, welche K und y, -K" und y" ent- 
sprechen und welche wir mit £' und y' bezeichnen wollen , mit anderen 
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Worten die Rectascension (oder die Jjänge) den Polabstand des den geo- 
centrischen Ort mit dem Sonnen ort verbindenden grössten Kreises, den 
Dorchschnittspunkt 2^ mit Aequator oder Ekliptik, den Durcbschnitts- 
pnnkt C" mit dem grössten Kreise der ersten Beobachtung, den Winkel b" 
an diesem Punkte, femer den Durchschnittspunkt C mit dem grössten 
Kreise der dritten Beobachtung und den Winkel £ an diesem Punkte, so 
hat man 



Yj j . (zi" R' B") = ~ sin s sin (ITC —IT T') 

{d^'B) = — sin€''sin(ir 0" — IT P') 

{jjäB) = sina''sin(irc" -- nrry 

Die Zuziehung von K*^ /, a, «" würde hier kaum vortheilhaft er- 
scheinen, wenn nur verlangt würde, die vorhergehenden vier Grössen 
auszudrücken; denn denselben Zweck kann man noch kürzer durch die 
Anwendung der Formeln 

(^"z/'iJ") = sini'cösy" + cosS' siny" cos(cc' — K") 

VIII ) ^"^^ -^ ^'^ ~ ^^** ^' ^^^ ^" + ^^^^ ^^^ ^'' ^^^ ^^' ■" -^"^ 

(^ d'B) = sin 5' cos y + cos S* sin y cos(a' — K) 

(/IB!B) = sin J)* cos y + c/>siysiny cos{A' — K) 

erreichen. Indessen ist zu bemerken, dass später unter Anderen auch der 

Bogen ^P' = 2V' 2*, derselbe Winkel, den wir früher mit j^ bezeichnet 
haben, gebraucht wird. Er findet sich bequem aus der Verbindung der 
Gleichungen: 

stnN'JP' = — 



sinN' 7' = — 



sin y* 
sinjy 
sin Y 



Für (^^'^'0 und {/IB/I") hat man: 



Für (^ ^' ^'9 und {/l Bf zf") hat man : 

(^B^'') = sinD sinDo + cosD cosJ)qCOs{A — A^) 

IX \ (-^ ^* "^") = ^*^ *' ^^ -^0 + ^^ *' ^^^ A cös (a' — -4o) 

{^Bf^") = sinD' sin A + cosjy cosDq cos{A! — Aq) 
{J Bf* ^") = sin B" sin A + cosiy* cos Do cos (il" — aS 



Hiermit sind die Vorbereitungsrechnungen im Wesentlichen been- 
digt. Will man Prüfungsgleichungen für ihre Richtigkeit, so kann man 
dazu den Umstand benutzen, dass auch die Coefficienten {d" ^ Bf% 
{/1"BBf% {d /1** B), {^B'*B) sich noch auf andere als die oben angege- 
bene Art berechnen lassen, nämlich nach den Formeln. 



X.) 



XI.). 
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f (^"^JJ")= sin« cösy" 4- C08Ö Ä»n/'cös(a — JT") 
(^"JRB")= + smD cosy'' + cosD sin y'' cos (A — X") 
(^ J" B) = sin 8" cos y + cos ä" sin y cos (a" — K) 

^ {J JB" -B) = + stnjy'cos y + cosP'sin y cos (^" — K.) 

Die Prüfung der Richtigkeit kann , sobald die Gleichung für r* auf- 
gelöst ist, noch durch eine Bedingungsgleichung, welche für den mittle- 
ren heliocentrischen Ort erfüllt sein muss, vervollständigt werden, wie 
später gezeigt werden soll. 

Die Finalgleichung für ^' oder den Hülfsbogen z aufzustellen, setzt 
man nach der 54. Vorlesung: 

hsing = {J^'^*)sinW^ -^ ¥r) 

hcosa = (^ ^' ^") cos'iWW —irr) 

dadurch erhält man 

xn.) . . j(^ ij ^") c p I 4- (^" -B ^'0 «" ^' ^ ) «■« "* 

= 21>B'^sinx'^sin(z — q), 

wobei x' = i^^P^ — N^, 

Die Grösse (^i JR' ^f")^ identisch mit sin u/ der 64. Vorlesung, hat eine 
so besondere Wichtigkeit für die Beurtheilung der Sicherheit der Bahn- 
bestimmung, dass sie verdiente bei einer praktischen Rechnung jedesmal 
angegeben zu werden. Fällt (/f Bl ^") sehr klein aus , so wird die Be- 
stimmung stets unsicher sein, selbst bei ziemlich erheblichen Zwischen* 
Zeiten, und umgekehrt erhält dieselbe Grösse einen erheblichen Werth, 
so sind schon ziemlich geringe Zeiträume hinreichend, der Bahnberechnung 
die nothige Zuverlässigkeit zu geben. 

Wenn r' und ^' gefunden sind, so wird wieder: 



c _ «1 Ci + _e_\ 

" - *' i^ + T7^) 



berechnet und dann /J und /^'* aus den Gleichungen: 
XIII 



f (^"zf JB") c J = (^" -^' JR") -^' - (-^" Bf Ä") 22' + (z/" BB!')cB 
•M(z/zi"i2)c"^"=(^^'Ä)2/' —(JBfB)B! •\'{^B!'B)e'B!'. 

Durch d und ^" werden r und r", überhaupt die heliocentrischen 
Oerter der äusseren Beobachtungen bekannt. Da dieselben, wie schon in der 
zweiten Abtheilung, Vorlesung 21, gezeigt wurde, in dem durch den ent- 
sprechenden geocentrischen und den Sonnen- oder Erdort gelegten gröss- 
ten Kreise liegen, so kann der zwischen ihnen gelegene heliocentrische 
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Bogen (t/' — t;) ganz wie dort bei der Kreisbahn geschehen, berechnet * 
werden. Wir gebrauchen sp&ter die zu diesem Bogen gehörige Sehne %\ 
welche dann aus der bekannten Formel: 

x*« = r» + r"» — 2rr"cos(t;" — v) 

bequem genug zu finden ist. Für die heliocentrischen L&ngen x/ — v 
und V** — v\ welche man zur Verbesserung der Hypothese über die 
Dreiecksflachen nöthig hat, ergiebt sich: 

n J__ r' r^^ stn (v'^ — vQ 

vi r /' «n (v" — V) • 

«" rr' 9^n{y* — v\ „ 

fi rv^* 8in{v" — v) ' 

sin (v' — v) =r — j- sin (v" — v) 

sin (v" — v') = -p sin (u" — v). 

Aus den definitiven Werthen von ^ und ^^" lassen sich zuletzt die 
Argumente der Breite in Beziehung auf die gewählte Fundamentalebene 
sowie Knoten und Neigung der Bahn ganz in derselben Weise berechnen, 
wie es in der Gauss'schen Methode für die Kreisbahn, Vorlesung Ein- 
undzwanzig, gezeigt wurde. Es sei der Kürze halber der sphärische Win- 
kel C'jpp" = rj und 180^ — Op"p = ij", so hat man die Gleichungen: 

sin 1/2 K — v) am 1/2 (i^" + n) = sin 1/2 «' sin 1/2 G^+Y^') 



XIV.) 



und 



sin 1/2 (v" — v) cos V, (iy" + ri) = cos V» «' sin V2 (p^— jp" C) 
cos V2 (v" — v) sin Vi (ij" — 1?) = sin V2 «' eas V2 (pC^ + P^) 
cos V2 (v" — v) cos V2 (12" — 12) = <?ö» V2 «' «öS V2 (j^—y^) 



XV.) 



sm V2 *s«w 1/2 [u + (JSr- 900 __ ß)] == si^ y^ N^^sin 1/2 (y + ij) 
sm V2 * cos V2 [u + (JT— 90» -^ ß)] = cos V2 -^st« V« (y — ij) 
cos y^isin V2 [t* — (JT-- 90® — ß)] = st» Vj i^ cos V2 (y + ^) 
cos V2 i cos V2 [tt — (JST — 90« — Q>)] = cos Va Np cos V2 (y — ^)- 

Vertauscht man in diesen Gleichungen K mit JBC", y mit y", 1} mit 
1}'', so erhält man f, Si und das Argument der Breite der dritten Beob- 
.achtung. 

Hier bietet sich also wieder eine Prüfung für die Richtigkeit der 
Rechnung, ob t und Si mit den aus der ersten Beobachtung gefundenen 
Werthen übereinstimmen; auöh muss w" — m = v" — v werden*). 

*\v I, ♦ «» e'^ _ »in (v' — v) »ine __ nn(v" — yQ 

) Ferner bat man ^^^ _.————-—— .^ _,- _ —————— ^ 

die hieraas folgenden Werthe von v' — v und v'' — v' müssen den auf die andere 
Art bestimmten gleicb werden. 
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Es kommen jedoch die Formeln XIV.) nnd XV.) erst, wenn defi- 
nitive Werthe von ^ und ^" und den entsprechenden Grössen durch 
Verbesserung der Hypothesen gefunden sind, zur Anwendung, weil die 
pro visori sehen Werthe von t und Sh für die Rechnung ohne Nutzen sind. 



Achtundfunfzigste Vorlesung. 

Rechnungrabeispiel für die Bestimmung von ^, ^' und ^" 
nach den Formeln der vorigen Vorlesung. 

Nehmen wir zur Illustration der ehen entwickelten Formeln das Ma- 
terial für Arethusa aus der 50. Vorlesung wieder zur Hand, so finden wir 
zunächst nach Formel I.) und 11.) 

^0 = 3030 43'41",29 

Do = 48 41 26,58, 
darauf aus III.) 

K = 307» 46' 8",08 

y = 45 43 13,10 
K"= 277 36 28,12 + 360^»*) 
y" = 23 11 8,88. 
Ferner ergeben die Formeln IV.) 

NT =290 9'15",08 
NP = 30 47 31,80 
2^'r'= 91 39 54,00 
IT'F''— 49 24 0,67; 



aus V.) folgt: 



also aus VI.) 



NC = 250 11'45",74 
N*'C = 60 43 35,94 
b' = 27 41 18,36, 

log{J"JB) =8,6562126 
log (^" Bit') = 8,506 1624« 
log (J ^" B) = 8,03 16723 
log (z/ B!' B) = 9,4835431 . 



*) Durch die Addition von 360** wird ein negatives K" — K vermieden and leicht 
möglichen Irrthümern vorgebeugt. 
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Berechnet man diese Grössen zur Prüfung auch nach den Formeln X.) 
(J" d Ü') = sin S cos y" + cos 8 sin y" cos (a — Z") 
i^"BB'') = sinBcosy" + cos D sin y'' cos (Ä— Ä") 

U. 8. W. 

SO erhält man: , > ^« ^ «v 

log {^"^J Ig') t= 8.6562059 

log {^'* B Ä") = 8,506 1 607 

log (^ ^" B) = 8,03 1 6782 

log (^ Ä" B) = 9,4835428. 
Die Dififerenzen mit den ohigen Werthen entsprechen kleinen Brach- 
theilen der Bogensecunde, die hei einer einigermaassen complicirten Rech- 
nung nicht mehr zu yerhürgen sind. Wir nehmen aus heiden Zahlen das 
Mittel. 

Werden die Formeln III.), IV.) und V.) auch auf die zweite Beobach- 
tung angewendet, so erhalten wir: 

K' = 2750 11'32",66 + 360» 

/ = 23 51 45,48 

N*r= 76 38 43,63 

2^P= 53 44 14,94 

NC = 27 35 41,53 

irCI"= 55 3 43,57 

«" = 28 2 56,74 

-ÖT C = 126 10 26,85 

ir'0= 123 57 33,73 

s = 1 10 40,14 
und' dann femer nach VII): 

log (J'' ^' Bf^) = 8,2921921 

log{d''B*B!') — 8,19415Ö4„ 

log (^ ^' B) = 8,0362383 

log (J B' B) — 9,2379844. 

Die Formeln YIII) ergeben für dieselben Grössen der Reihe nach 

die Zahlen: 

8,2921906 

8,1941608„ 
8,0362355 
und 9,2379838. 

Nach den Formeln IX.) erhält man : 

logi^B'^") =7,4145303 
logi^^'d'*) = 7,5919067 
logi^BTJ") =9,1688477 
logidB!*/!*') = 2,4106642. 

Klinker fu es, theoretische Astronomie. 14 
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Die vorletzte dieser Grössen ist, wie wir gesehen habmi, auch he- 
stimmend für die Sicherheit, welche das Materia] der Bahnberechnung 
zulässt. 

Es kommen jetzt die Formeln XI.) und XII.) an die Reihe; dabei wird: 

(z/22^")|> • ^ = + 0,0011968 

i^B^*')^ ' ^ = + 0,1390645, 

%b= 8,03.99312 
g = 70 58'30",10 

demnach die Finalgleichung für den Winkel am Planeten ß: 

(0,00119680+0.1390645 Q!*)8me*=0fi0l2^21l0sin{e—Vh^* 30",10). 

In der ersten Hypothese ist bekanntlich Qr= Q*' = 9^ <&" zu setzen ; 
hiermit wird die Finalgleiohung, da logd'^' = 8,9993845, 

Sine* = (8,9445387) s«n(£r — 70 58'30",10), 

worin die eingeklammerte Zahl einen Logarithmus vorstellt. Die Lösung 
der Gleichung ist: 

£f = 80 15' 4",25. 
Ferner erh&lt man: 

log r' = 0,4264086 
%^'=: 0,2393468 - 
log c — 9,6633497 
log c" = 9,7340768. 
und daifn aus den Gleichungen XIIL) 

log^ = 0,2221604 
log^i"= 0,2724401. 
Nun ist offenbar: 

r2 = JB» -f ^2 _j. 222 Jcos{NP — JU T) 

r"3 = i2"8 -f z/"2 + 2 Ä" z/" cos (JST' P" — N*' T"X 
also 

log r = 0,4240050 

logr"= 0,4286268*). 

Hieraus finden wir die Winkel am Planeten in der ersten und drit- 
ten Beobachtung, d. h. mit anderen Worten, den sphärischen Abstand des 
geocentrischen vom heliocentrischen Orte p P und p" P", da 



*) Die Unterschiede dieser Zahlen gegen die in Vorlesung Fünfzig und Sechsand- 
funfzig erhaltenen erscheinen als zulässig, da es nur leichter Aenderungen in der letzten 
Stelle der Grössen loy{J J^ R\ log(JR' R) bedarf, um sie zu heben, auch die schliess- 
liche Darstellung der Beobachtungen durch sie nicht beeinträchtigt wird. 
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demnach : 



Rsin(NP — NT) 
r = 

sinpP 
„ _ K' sin (IT' P' — N" r') 



pP :=: 00 36'32",25 

p"P=: — 14 16 10,04, 
ferner : 

pC =PO +pP =Na — NP + pP = -^ 4059'13",81 
p" (? = P" (7 + /'P"= ir^C - ir'P'+p"P''= - 12 56 34,77, 
hieraas: 

sin 1/2 K-r-v)2 = s«ny s«n V2 (pC^+p" Cy + C08^siny^2(pG'—p"C)^, 

oder 

v" — r = 80 49'51",70 

X = 0,4119187. 

Endlich ergiebt sich noch aas den Gleichnngen $in(v' — v) 



sin (v" — v) and sin (v" — v') = -j sin (v" — v) 

r 



T 



v' — V =40 47'54",11 

V" — V' =:;: 4 1 57,69. 

Die Prüfangsgleichnng v' — ''^ + ''^^ — v' = v" — v erweist 
sich also hier bis auf die nicht zu verbürgende Grösse von 0", 10 'be- 
friedigt. 

Die Formeln XIV.) und XV.) der vorigen Vorlesung kommen erst 
spater nach Verbesserung der Hypothese für Q und ij" ^^^ Anwendung. 



Neunundfunfzigste Vorlesung. 

Transformation des Lambert 'sehen Satzes über die 
KriiTnimmg des geocentrisohen Laufe&{ *). 

Entwickelungen der letzten Vorlesungen setzen uns in den Stand, 
auch dem Lambert'schen Kriterium, nach welchem aus dem Sinne der 
Krümmung des geocentrisohen Laufes eines Himmelskörpers zu erkennen 
ist, ob sein Radiusvector r' den der Erde 22' übertriflft oder nicht, eine 
noch weit einfachere und unmittelbarer anwendbare Form zu geben, als 
dies von uns früher bei Gelegenheit der Betrachtungen zur Ol bers' sehen 



*) Es versteht sich bei Behandlung dieses Gegenstandes wohl von selbst, dass die 
Anwendung des Kriteriums für die Fälle aufgespart werden kann, in denen der äussere 
Winkel an der Erde grösser als 90® wird, wie es meist bei Kometen vorzuliegen pflegt. 
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Methode geschehen ist. Wir machten schon dort (Vorlesung Dreiund- 
dreissig) auf den grossen Nutzen aufmerksam, welchen eine geeignete 
Form für die Yersuche bei der Berechnung von Kometenbahnen haben 
kann. In der Besiehung forderten wir, dass die Sondii'ang von / nicht 
gar zu weit von dem für die Hauptrechnung zu führenden Wege ableitet 
hauptsächlich also durch Grössen gestützt werde, welche dieser Haupt- 
rechnung nahe liegen oder selbst hineinfallen, und überhaupt, dass sie 
kurz sei. Da es aber auch schon an und für sich, ohne dass man gerade 
gewillt ist, die Berechnung der Bahn vorzunehmen, bei Kometen ein 
Interesse hat, das Kriterium zu versuchen, so wird wo möglich die anzu* 
wendende Form so einzurichten sein, dass sie für den Gebrauch der Recta- 
scensionen und Declinationen nicht unbequemer wird, als für den der 
Längen und Breiten, damit man nicht nöthig habe, die unverhältniss- 
massig lange Verwandlung der drei geocentrischen Oerter in Längen und 
Breiten vorzunehmen. Allen diesen Anforderungen können wir nun auf 
folgende Weise Genüge leisten. 

Nach dem Lambert' sehen Kriterium müssen r wenn r' <^ JR', also 
if — 'S negativ ist, der zweite geocentrische Ort und der zweite Sonnen- 
ort auf entgegengesetzte Seiten des durch den ersten und dritten geocen- 
trischen Ort gelegten grössten Kreises fallen; es müssen deshalb auch 
nach unserer Bezeichnung die Grössen (^ /i* ^") und (^ B' /d**) entgegen- 
gesetzte Zeichen haben; demnach Wird in diesem Falle der Quotient 

negativ ausfallen müssen. Im anderen Falle, wo r' — B! positiv ist, wer- 
den dem genannten Kriterium zufolge die Grössen (-^-^'-*i/") und (^i?-^") 
beide auf eine und dieselbe Seite des grössten Kreises fallen, also das- 
selbe Vorzeichen bekommen; der erwähnte Quotient wird also positiv. 
Es hat also dieser Quotient stets dasselbe Vorzeichen von / — Ä', und 
man kann deshalb das Kriterium für beide Fälle in dem Satze zusammen- 
fassen, dass 

in jedem Falle eine positive Grösse ist. 

£s wird nun aber nach den Formeln der 57. Vorlesung 

{^ A ^") sin 8* sin Dq + cos 8' cos Dp cos (^^ — -^a) 

i^B!'^") ~ sin jy sin Do + cos D' cos A cos («' — ^o) 

sin 8' tgD^ + cotg8^co8(af — A^) 

sinjy tgDo + cotgiy cos{A* — A) 

Substituirt man für tg Dq seinen Werth — cotg 8 cos (a — Aq) oder 
— cotg 8*' cos {a** — ^o), so erhält man: 
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(^ Bf ^') sinjy cotgjy co8{A* — ^a) — cotgdcos((x — Ap) 

(^^'^") sinä^ cotgö'cos(a' — Aq) — cotg8cos{a — Aq) 

j^ siniy cotgjy cos{A' — A^) — cotgö" co8{a!* — Aq) 
sin Ä' cotg d' cos {cd — ^o) — cotg d" cos (a" — Aq) ' 

oder auch, wenn man die Aehnlichkeit der Bildung dieser Grösse mit 
der des Olhers'schen M noch etwas mehr hervortreten lassen will, 

i^mj'') __ sinB* tgn'cos(a — Ap) — tgdcosjA' — Ap) 

{/j ^' ^'') sin 8* tg & cos (a — ^o) — ^9^ cos («' — ^o) 

_^ siniy igiycosia'* — A) — tg8*Uos{A* ■- Ap) 

sin 8* tg 8* cos (a" — Ap) — tg ä" cos («' — ^o) ' 

Durch die vorhergehenden Betrachtungen gelangen wir also mit 
Rücksicht auf die Vorlesung Siehenundfunfzig zu folgendem Satze : 

Sind a, 8^ a\ 8\ a!\ 8" die auf den Aequator oder auch auf die 
Ekliptik bezogenen und einander benachbarten geocentrischen Oerter eines 
Himmelskörpers, / sein Radiusvector in der mittleren Beobachtung, A\ 
m^ B! die Polarcoordinaten des Sonnenortes derselben Beobachtung, und 
Aq eine durch die Gleichung: 

tgy.if," - a)tg\A, - V.(«" + «)) = ^"(gl ^ g) 

definirte Grösse, so ist: 

sin D' ^ tg 8 cos (A' — Ap) — tg D' cos (oc -- ^p) , __^ ^ 
sin8' ' tg8cos(a! — Ap) — tgö'cos(c6 — Ap) i 

immer positiv. 

Denselben positiven Werth hat auch die Grösse: 

siniy tg 8'' cos JA' — Ap) — tgiycos(a" — Ap) .^ _ ^ 
sin8' ' tg8'*cos{fx! — ^) — tg8' cos(a" — Ap)^ ^' 

welche gut zur Prafung der Rechnung noch zugezogen werden kann. 

Noch bequemer zur Anwendung ist der vorhergehende Satz in der 
folgenden Form: 

Hat die Grösse 

cotg If cos (A* — Ap) — cotg 8 cos (a — Ap) 
cotg 8' cos («' — ^o) — cotg 8 cos (a — Ap) 
oder auch die Grösse 

cotg ly cos JA' — Ap) — cotg 8'' cos ja" — ^e) 
cotg Ö' cos (oc' — A9) — cotg 8" cos (cc" — Ap) 

mit 

cotgiy 

cotg 8' 

gleiches Vorzeichen, so ist r' — B! positiv; im anderen Falle 
ist r' — jR' negativ. 
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Beispiel: Gehören die folgenden drei geooentrischen Oerter 

1840 Jan. 0,0 Berl. Zeit ... a = 253030',4, * = + 3»8',2 
Jan. 4,0 „ „ . . . a' = 260 20,8, Ä' = + 2 33,4 
Jan. 8.0 „ „ . . . a" = 266 29,4, Ä" = + 1 43,2 

einem Gestirn an, welches am 4. Januar der Sonne näher war, als die 
Erde, oder einem von der Sonne entfernteren? Man findet nun die 
Rectascension und Declination der Sonne zu dieser Epoche aus dem Ber- 
liner Jahrbuch: 

Ä' = 284» 23',2, ly = — 220 48',2, 

ferner 

^0 = 1910 17',24. 

Ein einziger Blick auf die Glieder des Zählers und Nenners zeigt, 

. coigiy 
dass hier obige Quotienten positiv werden, also mit — —t^ entgegen- 
gesetztes Vorzeichen haben, folglich war r' — R' negativ, das Gestirn 
der Sonne näher, als die Erde. Die obigen Oerter beziehen sich auf den 
Kometen 1840. I; für diesen wird Zö^r' = 9,79171, also in der That ent- 
schieden kleiner als log 22', .welcher sich für jene Zeit = 9,99267 findet. 



Sechszigste Vorlesung. 

Einige Bemerkungen über den Fall der Sohleifenbildiing 
im geocentrisohen Laufe eines Himmelskörpers. «^ 

Es dürfte hier, ehe wir die weiteren Vorschriften zur Berechnung 
einer elliptischen Bahn aus drei Beobachtungen erörtern, am Orte sein, 
einige Bemerkungen über den Fall einzuschalten, in welchem ein Him- 
melskörper nach nicht zu langer Zeit zu demselben geocentrischen Orte 
zurückkehrt und. demnach eine Schleife gebildet wird ; denn dieser Fall 
verdient wegen einiger merkwürdigen Verhältnisse, welche dabei hervor- 
treten, unsere Aufmerksamkeit. Die Möglichkeit eines solchen Verhal- 
tens im geocentrischen Laufe , dass derselbe auf einer Karte oder Globus 
aufgetragen, sich selbst durchschneidet, ist dem Leser wohl ohne Weiteres 
einleuchtend; auch hält es nicht schwer, praktische Beispiele dafür auf- 
zufinden*). Es kann sich sogar ereignen, dass bei dem ersten Material 



*) So stand Irene an den Ta^en 1867, Jan. 16 nnd Mai 4 an einem Orte, dessen 
angenäherte Rectascension gleich 9^ 5^ 45' , Declination gleich -|- 26® 41' war. 



' 
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zu einer Bahnbestimmung, welches die Beobachter dem Bechner in die 
Hände liefern, d^ erste and dritte geocentrische Ort sehr nahe in einen 
einzigen zusammenfallen und von dem Knotenpunkte einer Schleife wenig 
verschieden sind. Schon aus diesem Grande verlohnt es sich, die Bedin- 
gungen einer Schleifenbildung etms genauer zu untersuchen, besonders 
aber die Frage zu erörtern, wie ein solches Zusammenfallen der äusseren 
geocentrischen Oerter auf die Bestimmbarkeit der Bahn einwirkt. 

Denn es wird dann die Lage des durch jene Oerter zu legenden 
grdssten Kreises unbestimmt, und es liegt also nahe, zu vermuthen, dass 
die Bahnbestimmung selbst an solcher Unbestimmtheit leiden werde. Die 
folgenden Betrachtungen sollen die Bichti^keit der Vermuthung näher 
nachweisen; sie werden uns ferner mit einer interessanten Eigenschaft 
der Schleifenbildung bekannt machen. 

Die Wiederkehr eines Himmelskörpers an denselben geocentrischen 
Ort bedeutet, dass für die zwei verschiedenen Epochen die Verbindungs- 
linien desselben mit der Erde einander parallel werden. Die beiden Ver- 
bindungslinien begrenzen dann mit der Erdsehne und der Planetensehne 
zusammen ein Trapez, und es lässt sich die Ebene, in welcher dasselbe 
liegt, sehr leicht bestimmen. Offenbar wird dieselbe durch denjenigen 
grössten Kreis repräsentirt, welcher durch die Richtung oder den Ziel- 
punkt der Erdsehne auf der Sphäre und durch den Knotenpunkt der 
Schleife zu legen ist, in welchem die beiden geocentrischen Oerter zusam- 
menfallen. In denselben völlig bestimmten grössten Kreis fallen auch die 
Richtungen der Verbindungslinien zwischen je zwei Punkten der Planeten- 
sehne und der Erdsehne, folglich auch die Verbindungslinie zwischen den- 
j.enigen Punkten, in denen die Sehnen von ihrem mittleren Radiosvector 
geschnitten werden. Da die letztere nun auch in dem durch den zweiten 

Fig. 28. 




geocentrischen und den Sonnenort gelegten grössten Kreise liegt, so fin- 
det in Betreff ihrer Richtung keinerlei Unbestimmtheit statt, und wir 
können daher ganz wie in Vorlesung Sechsundzwanzig die Gleichung 
achten Grades aufstellen , welche den mittleren Radiusvector r' oder den 
Winkel am Planeten, £f, in der zweiten Beobachtung ergiebt. In Fig. 2B 
stelle wieder 8 die Sonne, 2' die Erde, P den Planeten in derselben Beob- 
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achtung vor, To und Po seien heziehungsweise die Schnittpunkte der 
Sehne mit dem mittleren Radiusvector hei der Erde und bei dem Pla- 
neten. Der Winkel P T S ißt nach früherer Bezeichnung gleich 180» — 2'. 
der Winkel, welchen FT und Po 2o mit einander bilden, gleich dem Ab- 
stände des zweiten geooentrischen Oftes von dem obigen Durchschnitt 
zweier grösster Kreise oder gleich ^^ Es wird daher Winkel P© lo T 
=r= 2' — ^. Bezeichnen wir noch SPo mit ro, S To mit Äoi so haben wir: 

JJ' sin x' Ro sin {%' — ö) 



f' — ro = 



8%nz 8in{z — ö) 



oder, wenn -y = 1 — ,3 gesetzt wird: 

T dB T 



\ rV ~ 2r'» ~ 2 ' B'^sinr'^ 



sinx^ B! sin %' JBo sin (%' — ^) 



sinx'^ 8inz 8in(e — ö) 

Wir können durch Auflösung dieser Gleichung- die erste Näherung 

für r' und /4' erhaHen. Versuchen wir dann aber auch noch ^ und ^" 

durch die früher gegebenen Formeln aus ^' zu berechnen, so stossen wir 

auf die Schwierigkeit, dass die Goöffi<;ienten dieser Unbekannten in dem 

vorliegenden Falle Null werden. Bald erkennen wir aus einer leichten 

geometrischen Betrachtung, dass diese Schwierigkeit nicht bloss in der 

angewandten Form, sondern in der Natur der Sache selbst liegt; denn 

wir* können durch den mit r' gleichzeitig bestimmten Schnittpunkt der 

Planetensehno mit dem Radiusvector unendlich viele Sehnen der Art legen, 

dass die Theile derselben mü dem angenommenen Verhältnisse von n : n" 

oder d" : d^' stehen. Demnach sind wir auch ausser Stande, zu finden, ~ 

n 
welcher Verbesserung diese für -^ gemachte Annahme bedarf, und unsere 

Operationen werden auf die Ermittelung >eines sehr angenäherten Wer- 
thes für r' beschränkt. Eine solche vorläufige Kenntniss der Entfer- 
nung eines Himmelskörpers, wenn auch ohne die Bestimmung der Bahn- 
elemente hat schon an und fär sich Interesse und ist ausserdem nicht 
ohne allen praktischen Nutzen. 

Ferner sehep wir uns noch zu folgenden Schlüssen berechtigt. Ist, 
wie wir eben gesehen, bei der ersten Annäherung für r' die Lösung eine 
bestimmte, so muss auch unsere Gleichung A.) der 55. Vorlesung immer 
dieselbe Lösung geben, wie wir den grössten Kreis durch den ^ersten und 
dritten geocentrischen Ort, d. h. durch den Knotenpunkt der Schleife, 
. auch immer legen mögen ; denn jene Gleichung kann ein fehlerhaftes Re- 
sultat nicht liefern. Dies selbst dann nicht, wenn jener grösste Kreis 
durch den Ort der zweiten Beobachtung gelegt wird und also ^' verschwin- 
det. Es muss dann in Beziehung auf die demselben entsprechende Ebene 

B! sinw' = cBsinw + c** B!' sinvf' 

sein, wobei w^ 11/, 10" den Abstand der drei Sonnenörter von dem durch 
die äusseren Beobachtungen gelegten grössten Kreise vorstellen. 
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Dieselbe Ebene schneidet aber offenbar die Sehne der Erdbahn nnd 
die des Planeten in gleichem Verhältnisse, und zwar in demjenigen, in 
welchem die Erdsehne von dem mittleren Radiusveotor geschnitten wird. 
Setzen wir diese Verhältnisse, wie bei der 01b er s 'sehen Methode, bei 
beiden Körpern gleich, so folgt sogleich: 

cRsinw + cf'R"8iniv*' = 0; 

denn Bsinw und JR^'sinw" sind nichts Anderes als die Proje<ptionen der 
Abschnitte der Erdsehne auf eine zu der genannten Ebene senkrechte 
Axe und müssen demnach in demselben Verhältnisse stehen. Wir haben 
also auch: 

Jffsinu/ = 0, 
d.h. 

in welchem Resultate folgende merkwürdige Eigenschaft des Knoten- 
punktes einer Schleifenbildung im geocentrischen Laufe, enthalten ist: 

Verbindet man jeden geocentrischen Ort in der Schleife 
mit dem ihm entsprechenden Sonnenorte durch einen grössten 
Kreis, so schneiden sich alle diese grössten Kreise im Knotenpunkte der 
Schleife*). 

Diese Eigenschaft, welche zum Aufsuchen von Knotenpunkten benutzt 
werden kann, lässt sich auch, allerdings auf indirectem Wege, aus dem 
Lambert'schen Kriterium über die Krümmung des geocentrischen Laufes 
herleiten. Wir wissen, dass, wenn ein durch den ersten und dritten Ort 
gelegter grösster Kreis den Himmel in zwei Halbkugeln theilt, der mitt- 
lere Ort mit der Sonne auf derselben Halbkugel liegt, wenn seine räum- 
liche Entfernung von der Sonne die der Erde übertrifft, auf entgegen- 
gesetzter, wenn das Gegentheil der Fall ist. Dieses Kriterium wird, wenn 
auch zuweilen ein unbestimmtes, doch niemals ein falsches Ergebniss lie- 
^ fern dürfen, auch in dem Falle nicht, wo die Lage des grössten Kreises 
willkürlich wird. Würde nun nicht irgend ein als mittlerer angesehener 
Ort der Schleife mit dem Knotenpunkte und der Sonne auf demselben 
grössten Kreise liegen, so würde es zugleich in unsere Willkür gelegt, 
den Sonnenort und den geocentrischen Ort auf entgegengesetzte oder 
auf gleiche Halbkugeln fallen zu lassen. Da dies aber offenbar wider- 
sinnig ist, so muss der obige Satz bestehen. 

Für die Praxis der Bahnberechnungen ergiebt sich aus dem Vorher- 
gehenden, dass man bei dem Aussuchen des Materials die Annäherung an 
eine Schleifenbildung möglichst vermeiden muss; in den, übrigens selte- 
nen Fällen, wo dies nicht angeht, steht wenigstens eine sehr angenäherte 
Bestimmung des Radiusveotor r' zu erreichen. Letztere zu erhalten, be- 



*) Es ist kaum nöthig zu bemerken, dass sich dies bloss auf Schleifen von mas- 
siger Ausdehnung erstreckt, innerhalb deren das oben gebrauchte 01b er s' sehe Princip 
nicht merklich fehlerhaft wird. 
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darf 68 keiner besonderen Methode; die Gleichung A.) der Vorlesung Vier- 
undfunfsig, in welcher iö* dann so günstig als möglich gemacht werden 
kann, reicht dasa ans. 



Einundsechszigste Vorlesung. 

Enoke'8 Form der Fimdamezitalgleioliungezi. 

Eine in neuerer Zeit sehr in Gebrauch gekommene Methode zur Be- 
rechnung einer elliptischen Bahn aus drei geocentriechen Oertern rührt 
von Encke her. Sie setzt die Oerter als in Länge und Breite gegeben 
voraus, daher wir zur Vermeidung von Confusion die im Vorhergehenden 
angewandte Bezeichnung in einzelnen Stücken ändern. Es bedeuten im 
Folgenden : 

A, k\ k'^ die drei beobachteten geocentriechen Längen des Planeten, 

ß^ ß\ ß** die drei beobachteten geocentriechen Breiten, 

9* 9*% 9** die drei ourtirten Abstände dee Planeten von der Erde, 

£, L\ X^'die drei Längen der^Erde; 

im Uebrigen kann die frühere Bezeichnung beibehalten werden. 
Aue den drei bekannten Gleichungen: 

= c (p sm k+B sin L) — (<>' sin A'+iJ' sin X')+c" (9" sin A"4- jR" sin X") 

= c <> tang ß —q* fang ß* + c" f lang ß\ 

welche die Löeung des Problems enthalten, eliminirt man gleichzeitig . 9 
und 9'' dadurch, dass man die erete Gleichung mit 

iang ß sin k" — tang ß" sin X, 



die zweite mit 



die dritte mit 



tang ß" cos X — tang ß cos k'\ 



sin(k — A") 
mulüplicirt und dann die drei addirt. Man erhält auf diese Weise : 
= cR[tgßsin(k" — L) — tgß"sin(k — L)] 

— B![tgßsin(k" — L') — tgß"sin (A — V)] 
+ c"B^'[tgßsin(k"—L")--tgß"sin(k-Lr)]-Q'[tgßsinß"'-k) 

-^tgß' sm{k"^k) + tgß"sm{k' — k)\ 
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Um diese für die numerische Rechnung noch etwas unbequeme Glei- 
chung zu vereinfachen, führt Encke den aufsteigenden Knoten K und 
die Neigung J des durch die äusseren geocentrischen Oerter gelegten 
Kreises in Bezug auf die Ekliptik ein. Wir haben dann nach Früherem: 

sin (A — K)tgJ=tgß, 
sin {}!*-- K)tgJ = tgß'\ 

wobei noch zu bemerken , dass J positiv und <C 90^ genommen werden 
kann. Substituirt man in obiger Gleichung diese Werthe von tgß und 
tg ß** und macht von dem Lemma Gebrauch, dass für jeden beliebigen 
Werth von w 

sin (A" — w) sin (A — K) — sin (A — w) sin (A'' — E) 
= 1/2 cosRA'' — A) — «7 4- X] — 1/2 cos[(A" — A) + w; — Ä] 
= sin (A" — A) sin (w -^ K) 

so geht die Gleichung über in " 

0'= cRsinß'' — k)sin(L — K)tgJ 

— m sin (A" — A) sin {V — K)tgJ 

+ c" JB" siw (A" — A) sin (L" — K)tgJ 

— Q* {sin (A" — A) sin (A' ^ E)tgJ — sin (A" — A) tg ß'] , 
Setzt man nun hier noch 

sin (A' — K) fang J = tang ß\ 
so wird nach Weglassung des gemeinschaftlichen Factors sin{k" — A) 

-^^ 5/^ . Q'=B*sin{L^''K)^cBsin{L-K)—c'*B!'sin{L''--E). 

cosß cosß tgJ V / V / 

Diese Gleichung spielt dann in der Encke'schen Methode dieselbe 
Bolle, wie in den Rechnungen der 54., 55. und 56. Vorlesung die Glei- 
chung A.) ; sie dient, indem für c und c" irnnter mehr und mehr genäherte 
Werthe gesetzt werden, wenn q' durch r oder den bekannten Hülfs win- 
ke! xf ausgedrückt wird, dazu, die Entfernungen des Planeten in der zwei- 
ten Beobachtung zu finden. 

Encke bespricht bei Gelegenheit dieser Gleichung noch ausführlicher 
die Nothwendigkeit, schon bei der ersten Näherung in den Ausdrücken 
für n und n" die kleinen Glieder dritter' Ordnung, oder was dasselbe ist 
in denen für c und c" die zweiter Ordnung zu berücksichtigen. Wir 
wollen deshalb diesem Punkte hier auch einige Bemerkungen widmen, 
welche dem Leser nach dem früher Vorgetragenen leichter verständlich 
sein werden, und die wir aus diesem Grunde bisher unterdrückt haben. 
Es liegt nämlich sehr nahe zu glauben, man könne in den drei Funda- 
mentalgleichungen zwischen (>, q\ 9" für c und c" einfach die Näherun- 

gen c = p und cf' = -^ einsetzen und so aus diesen drei Gleichungen 

ersten Grades jene Ahistände von der Erde herleiten. In den Irrthumj 
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dass dabei eine brauchbare Näherung zu erhalten. sei, sind vor Gauss^ 
und 01b ers sogar namhafte Astronomen verfallen. Das Unzureichende 
eines solchen Verfahrens können wir sogleich daran erkennen, dass wir 
für die Unbekannten nur eine einzige reelle Lösung bekommen können, 
während doch im Allgemeinen zwei ganz verschiedene Lösungen, die für 
die Erde und die für den Planeten, existiren müssen. Erst wenn wir in 
den Entwickelungen für c und c" die Glieder zweiter Ordnung mitneh- 

men, indem wir c = ^, f 1 + "o"?!" ) ™<i ^"^Wk^ 2V^) ®®*^®°» 

erhalten wir, wie wir gesehen, eine Gleichung, welche vom 8. Grade ist 
und für beide obige Lösungen Raum hat. Diese Gleichung könnte man, 
wenn es Yortheil gewährte, durch Benutzung der einen bekannten Wurzel 
um einen Grad erniedrigen; das Resultat dieser unserer Ueberlegung be- 
findet sich demnach in Uebereinstimmung mit dem von Lagrange ans- 
gesprochenen Satze, dass die Finalgleichung für r' mindestens vom 7. Grade 
sein müsse, um eine brauchbare Näherung zu liefern. 

Ausserdem würde die Annahme c = •^, c" = S7 die Folge haben, 

dass c -]- cf' = 1 würde und die Ausdrücke für die Coordinaten des 
zweiten heliocentrischen Ortes: x' = ex + c"rc" u. s. w. zugleich einem 
Punkt auf der Sehne, in welchem diese vom mittleren Radiusvector ge- 
schnitten wird, zukämen. Wir vernachlässigen also mit solcher Annahme 
die Krümmung der Bahn, indem wir das zwischen der Sehne und dem 
Bogen liegende Stück des Radiusvectors gleich Null setzen, also gerade 
dasjenige Stück, auf welches das Lambert' sehe Kriterium über / sich 

stützte. Wir erkennen also auch hieraus, dass das Glied mit . ,n in der 

ersten Näherung nicht entbehrt werden kann. 

Der grosse Erfolg der Olbers'schen Methode im Vergleich zu ande- 
ren Vorschlägen, welche Gib ers in seiner Abhandlung erörtert, gründet 

sich im Wesentlichen darauf, dass der Ausdruck für M oder — nur von 

9 

c" ... &^ 

— abhängig ist, aus welchem Verhältniss das berücksichtigte Glied -r— tj 
c ^ ^ 

wieder herausfällt. 



* T^v • 
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Zweiundsechszigste Vorlesung. 

Fortsetzung der Entwiokelung zur Encke'Bolien Methode. 

Um die Flnalgleichung für r' in der vorigen Vorlesung für die Rech- 
nung zurecht zu legen, führen wir mit Encke nach dem Vorgange von 
Gauss die Grössen 

n ^ \n n ) 

ein, womit die Bedeutung von P und Q für alle KftheruDgen festgestellt 
ist. Setzt man nun der leichteren Uebersicht wegen: 

tgJcosßf 
BsiniL — K) 

a = ^ m 

80 geht jene Finalgl^ichang über in : ■ 

q' _ h + Pd / Q \ ' 

cosß'~^ l + PV '^ 2r'V* 

Es ist aber, wenn wieder %' den Winkel, welchen die zweite Beob- 
achtungsrichtung mit der Verlängerung des Radiusvectors der Erde bil- 
det, d. h. den äusseren Winkel an der Erde vorstellt: 

r'» = iJ'« + 2^,€6sx' + ^" 



cosß' ^ ' cosß'^ 
oder 

-^, = — JB' €08 j^ + 1/^2 _ Jlf2 sin %% 

Setzt man noch zur Abkürzung 

e — c" = ft» 
c* 



*) Wobei die Verwechselung mit der Grösse c unserer früheren Formeln leicht zu 
yermeiden ist. 
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80 hat man die Doppelgleichung: 



-^ = jko — i, = - «casr! ± Vr'" - B!^ sin x'\ 

welche nach Wegschaffen der Wnrzelgrosse die Gleichung ^. Grades 
r^--[ß^ + le coszi" + B'\inx' ^f''^ '+ 2l^(k^ + B! cosx')r^'' '-l^'^=0 

ergiebt. Letetere Gleichung wi^rd dadurch vereinfacht, dass mittelst der 
Gleichungen 

JR! sin%* = {isinq 

*• + B' cos x' = f' cos g, 

die Hülfsgrössen fi und q eingefahrt werden ; sie wird dann 

r^ — ^V* + 2 l^iicosqt'^ — l^ 2= 0, 

oder 

r'® = (^/ — locosqf + l^^sinq. 

Da demnach auch erlaubt ist, einen Hfllfswinkel % so einsufuhren, 
dass 

f' sinl ^= Psinq 

r' cosi ?= iir^ — l^cosq^ 

so bat man nach Elimination von r 

(ir'^sint = Psin(^ + q) 

oder, wenn man diese Gleichung in r' sin^ = l^sinq dividirf, 

r' sin q 



II sm(g + qy 

folglich 

, ___ (isinq , I( sin x' 

"" sind + q)~ sin(t + q) 

und endlich also 

ff* li^stnq^ ^ ' 

Es ist aber offenbar der Winkel K -^ q nichts Anderes als der von 
uns mit z bezeichnete Winkel am Planeten in der zweiten Beobachtung, 
da ja 

, H sinx* Ja sin x! 

sin{i + a) sifnz 

Wir gelangen somit wieder auf die uns bekannte Gleichung 

sin {z — g) = w sin jer*, 

wubei tn = ^ 3 der Kürze halber gesetzt ist. 

fiR^ sinx* 
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Yon der ausführlichen Discussion der Wurzeln dieser Gleichung, wie 

sie Encke nun voruimmt, sehen wir ah, weil der Gebrauch der Curve 

8. Grades 

y = (1 + x^)-\ 

welche, wie wir wissen, in ihren Durchschnitten mit einer gegebenen Ge- 
raden die reellen Wurzeln der Gleichung liefert, uns dieselbe auf einfache 
Weise entbehrlich macht. 

Deshalb gehen wir gleich zur Entwickelung der Encke 'sehen For- 
meln für die Berechnung von Q und q" aus q' über. 



Dreiundsechszigste Vorlesung. 

Fortsetzung der Formeln der Encke'scben Methode. 

Wenn aus den beiden Gleichungen 
= -, {QGOsX-^rlt cos Ir)— (9' cosk' + E'cosV) + ^ (^"cösr + JR" cosi") 

= ^ (95m A+Jß sin L) — (q' sin V + ÜsinV) + ^ (c>"sm A"+JR"stni") 

durch Elimination 9" ein Ausdruck zwischen 9 und p' abgeleitet wird, 
80 erhält man 

n sinV^ — V , n n 

^~sinik''^X)^ sin(r—k) 

Nach den früheren Entwickelungen (Vorlesung Einundsechszig) 
aber ist 

^Bsin(L^K) — B!sin(L'-'K) + ^B''$in(r' — K) = -'a^secß'Q'. 
n n 

Substituirt man den hieraus zu entwickelnden Ausdruck für c'' in 

die vorhergehende Gleichung, so geht der Ausdruck 



n n*' 

-,Rsin{k*' - i/) - Hsin (r — L') + ^i2"sr/*(r — i") 

über in : 

cosß' ' sin{k" — K)^ 

+ ■ /t„ ^ • {sma"—L)3in(L"—K)—3in(k"—L")sin{L —K)] 

stn [L — a) ' 

—-Ä . {sin(X"—L')sm(L"—K)—sm {k"^L")sin {L'—K)}; 

Stn {Jb — K) 

oder, nach dem schon früher (Vorlesung Einundsechszig) benutzten 
Lemma, in 
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d. h. in 

o« p' sin ß" — L") 



stn (L — K) W ^ ' 



€08 ß' sin{L" — K) 

Zur Abkürzung setse man 

. _ B!ie*8in{V' — L') _X sin jL" — L) 
"" BlU'smiJJ' " L) ~ B ' 8in(L'' — L) 
_ BBfsinjr — L) _ J^ stnjL' — L) 
^ *" BB!'8in(r' — i) ~ iJ"' sm(X" — 2.)' 
BO wird der Ausdruck zur Berechnung von Q aus ()': 

_ i sin (r — k') aUecß' sJnjX" — L'') ) nV 

^ ~ [sin (A" — iL) "^ sm(r — A) fifn(£" - Z>J ' n 
, ^ sinjL" — L) sinß'' — JQ \NW _ A 
+ ^ sin(A" - l) • stn(i" - JT) \ n 7' 

und ferner für q'\ durch blosse Yertauschung der Accente zu erhalten: 

„ _ ( shi(k' --■ A) _ go sec /?^ gfn(A — X) l nV 
*^ ~ lstn(r - k) sin{k'' — k)' sin{L -- K)l w" 
^,sm(M;_—L) sinjk-K) f JW _ | 
■^ sfn(A" — A) ' sfn(X — Z) ' l"i?^ /* 

Von der 01b er s 'sehen Methode her ist uns bekannt, dass das Yer- 

hältniss ^— bis auf sehr kleine Grössen höherer Ordnung hmauf gegeben 

ist, mit anderen Worten, dass dag von ^' freie Glied dieser Ausdrücke im 
Vergleiche zu den anderen ausserordentlich klein wird. Der Yortheil der 
vorgenommenen Umformung ist hiernach sehr einleuchtend. Zu grösse- 
rer Uebersichtlichkeit setze man: 

secß* _ 



sin (k" — A) 

BSf'sinjL" — X) _ 
aHiniX" — k) ~ ' 

sin jk" — AQ Ig' sin {X" — L") 

' — sm(A" — A) +•' ■ d 

„ sin (A' — A) y. -R s>' h(A — 2>) 
^' "smCA"- A) ~-^ ^ 
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a 




so wird : 



Q =M, £ + Jtf, (Ä-l) 

Q" = M,"^ + M,"(^^- l). 

Es ist Doch zu bemerken, dass die Grössen Jtfi, Jlf2« Mi\ M^/'i 
ebenso wie N und N'\ von jeder Hypothese unabhängig sind, daher zur 
reinen Yorbereitungsrechnung gehören. 

Nachdem so gezeigt worden , wie die Entfernungen des Himmels, 
körpers von der Erde' wie von der Sonne zu finden, giebt Encke die 
uns bekannten Formeln zur Berechnung der heliocentrischen Polarcoor- 
dinaten und der Lage der Bahnebene. Wir können dieselbe hier über- ' 
gehen. In späteren Vorlesungen haben wir uns auch noch mit der, Auf- 
gabe zu beschäftigen, wie die bei der ersten Hypothese angenommenen 
Werthe von c und c" zu verbessern sind. 



Vierundsechszigste Vorlesung. 

Zusammenstellung der Formeln der Encke' sehen Methode 
für die Bestimmung der Entfernungen, sammt Beoh* 

nungsbeispiel. 

Encke theilt die Vorbereitungsrechnungen zur Bestimmung der" 
Bahn eines Himmelskörpers in drei Abschnitte, welche durch ein Beispiel 
unter Zugrundelegung der folgenden Beobachtungen erläutert werden. 

t, t\ r 1847 Juli 5,42671 Berl.Zeit Juli 10,41048 Juli 16,39150 

A, A', A" 256» 8'40",9 2550 13'28",6 2540 20'18",1 

ß, ß\ ß" + 18 41 5,3 + 18 3 56,4 -f 17 15 35,1 

i, L\ U' 283 9 19,7 287 5i 32,4 293 36 59,8 

logB,logB\log:B!' 0,0071570 0,0071111 0,0069788*). 



*) Es ist dies Material schon von dem Einfluss der Parallaxe, der Aberration n. s. w. 
befreit worden, die dazu dienlichen Formeln giebt Encke bei derselben Gelegenheit. 
Berliner Astronom. Jahrbach für 1854. 

Klinkerfnes, theoretisch« Astronomie. \v!y 
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Für Abschnitt I.) berechne man : 

» =k {t" — 
Qf =k(t" — t) 

v = k{e — 0. 

iv = -^ 



ir' = 



R sin iL" — L) 
m sin (V — L) 



R" sin ip' — X) 
'^^ sinß — L') 

'^^ cosy ' 

wobei x' < lÖO® und so zu nehmen ist, dass cosx' mit cos(k' — L') 
einerlei Zeichen hat. Der logk ist bekanntlich 8,2355814. 
Im gegenwärtigen Beispiele findet man : 

logd' = 9,0123567 
logd'' = 9,2755817 
log^" = 8,9331394 
logN — 9,7385266 
logN"z= 9.6594867 
X' = 360 51'14",67, 

welchen Zahlen man noch gleich hinzufügen kann: 

log R! cosx* = 9,9102910 
log R* sin %' = 9,7851024. 

Für den Abschnitt II., die Aufstellung der Finalgleichung für q\ 
berechne man 

sm\}k{}-" + ^)-K\tangJ=.f^^^,sec^l,{X"-l) ' 

cos\}!,(k" + A) - K]ta,igJ = '^!^^^^^co8ecV,{X" - k\ 

2 cos p cos p 

in welchen Formeln J <^ 90^ und positiv genommen wird, ferner 

tangß^ = sin(X' — K)tangJ, 

^, ^ sinjß' - /SO) 

cosß^ tangj 

RsiniL — K) 
= 

_ RfsinjL' -■ K) 

~ ao 
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Die numerische Rechnnng ergieht hier: 

Jr= 234049' 53",1 5 

Zo^«^ 7= 9,9686905 

j3o_ I70 57'5o",01 

Zo^a« = 7,3025279 

7o5r6= 2,5779016 

Jogc= 2,6073742 

logd = 2,6365339. 

Der Ahschnitt III. der Yorhereitungsrechnungen enthält die Be- 
stimmung der Coefficienten in den Gleichungen zwischen Q und q\ sowie 
zwischen ^" und q\ nämlich von 

secß' 



/ = 



sm(A" — k) 



_ B B" sin iJJ' — L) 

"" a^sinQ:* — l) 

_ sin ß" — AQ B'*sin(iJ' -- L") 

'~ sin{k'* — l) "^•^' . rf 

^ „ sinQ! — X) i?sm(^ — L) 

^ ~ sm(r — X)~^' l 

a 

für welche man hier findet: 

log Ml = 9,7326119 
log Ml'' = 9,6709074 
logMi = 0,3591550« 
logMi" = 0,4546085«. 

Hiermit sind denn die Yorbereitungsrechnungen der Encke 'sehen 
Methode beendigt. 

*) Encke bemerkt an dieser Stelle: „der Winkel ß9 muss mit der grössten Ge- 
nauigkeit bestimmt werden", und giebt in der That denselben nachberza 17®57'50"-— - 

an. Es kann aber, wie auch schon Hansen bemerkt hat, nichts nützen, diese Hülfs- 
grösse mit grösserer Genauigkeit als die übrigen zu berechnen, es sei denn, dass man 
beabsichtige, ß* oder die Breite der mittleren Beobachtung mit um so viel grösserer 
Schärfe darzustellen, als die übrigen Data , waÜB aber selbst \i'iederura zwecklos wäre. 
Dies erhellt hinreichrad aus dem Umstände, dass in der obigen FormiBl für a® der Sinus 
der Differenz ß* — ß^ vorkommt. 

15* 
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Einen Ahfichnitt lY. nach der Encke' sehen Eintheilung maehtdie nun 
folgende Bildung and Berechnung der ersten Hypothese aus; es wird darin: 



gesetzt, und dann 






l + P 

Jc^ = c — e^ 

ftstng = B' sinx 
licosq = *<> + B'cosx' 

P 
iiB'^sinx'^ 

abgeleitet. Der Quadrant von q ist so zu wählen, dass fi mit l^ einerlei 
Vorzeichen hat. Man löst darauf durch Versuche die Gleichung 

8in(e — q) = msinz^ 

unter der uns schon bekannten Bedingung, dass r > und < %' wer- 
den muss. 

Die numerische Beohnung liefert uns diesmal: 

logP = 9,9207827, log Q = 7,9454961 
log c^ = 2,6055360 
logk^ = 0,2336042 
logl^ =0,2500021 
log II = 0,4143456 
logm = 0,4803493 
q = 130 34'54",13, 
und durch Auflösung der Endgleichung 

js = 140 12'38",24, 
welches hier die einzige mögliche Lösung ist. 

Es folgt hierauf Abschnitt V. der Encke'schen Eintheilung, be- 
stehend in der Ermittelung von r', q\ der Verhältnisse der Dreiecks- 
flächen c und c" und von q und p", wobei die Formeln zu gebrauchen : 

^, _ B' sin x' 
sinz 

, _ B' sin ix' — z) 
Q — : cosp 



V ^ 2/7 1 + p ^ 



*) Hier ist wieder darauf aufmerksam zu machen, dass die Verwechselung mit der 
Hiilfsgrösse c der Vorbereitungsrechnungen 2U vermeiden ist. 
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c" = cP, 

Die namerischen Werthe sind: 

%r' = 0,3950737 
log q' = 0,1805822 
Jogc = 9,7369000 
Jogc'' — 9,6576827 
logQ =0,1738041 
logg" = 0,1904926. 



Fünfundsechszigste Vorlesung. 

Hansen's Form der Bestimmung der Distanz eines Him- 
melskörpers aus drei Beobachtungen. 

Eine neuere, deshalb verbältnissmässig weniger bekannte Form der 
Bahnberechnung aus drei Beobachtungen rührt von Hansen her*}. Da 
diese Arbeit zu dem Bedeutendsten gehört, was über das vorliegende 
Problem geschrieben worden ist, so geben wir sie hier in den Haupt- 
zügen wieder. 

Es bedeuten x^ y^ z die rechtwinkligen heliocentrischen Goordinaten 
eines Planeten (oder Kometen), r den Badiusvector , u den Winkel zwi- 
schen dem Badiusvector und dem aufsteigenden Knoten der Bahnebene 
in der Ekliptik, also das Argument der Breite, i die Neigung der Bahn- 

ebene, sowie l die heliocentrische Länge, so sind — , '— , — die Cosinus 

o ' r r r 

der Winkel, welche der Badiusvector mit den drei Coordinatenaxen macht» 
und man hat nach einer dem Leser geläufigen Formel: 

X = rcosu cosQ) — r sinu cos i sin Q> 

y = r cosu sinQ> -f- r sin u cos i cosSi 

z = r sinu sini. 



, *) In den Berichten über die Verhandlungen der k<)niglich sächsischen Gesellschaft der 
Wissenschaften za Leipzig. Mathematisch-physische Classe. Fünfzehnter Band. 1863. 
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Aus diesen und den analogen Gleichungen für einen zweiten und 
dritten Ort leitet dann Hansen die von uns schon mehrfach benutzten 
Relationen : 

= nx — nV + n"aj" 

Q = ny — n'j/ + n"/ 

== n-8? — nV + n'V 

ab; diesen Theil der Hansen'schen Entwickelungen können wir über- 
gehen. 

Bedeutet wieder A die geocentrische Länge, ß die geocentrische 
Breite, Q die auf die Ekliptik projicirte Entfernung des Planeten von der 
Erde, L die heliocontrische Länge der Erde, B den Radiusvector der 
Erde, so können die Ausdrücke für die rechtwinkligen Coordinaten des 
Planeten auf folgende Form gebracht werden: 

X = Q cos(l ^- b) + B cos(L — £) 
y = Q sinß — £) + JR sin(L — s) 
ß '= Q tang ß, 

vorausgesetzt, dass die Wahl der X-Axe in der Ebene der Ekliptik noch 
frei steht und dieselbe so gemacht wird, dass dieser Axe die Länge £ 
zukömmt (die Längen, wie immer, von dem Frühlings-Aequinoctium an 
gerechnet). Es ist hiernach £ eine ganz willkürliche, später nach Be- 
quemlichkeit zu bestimmende Grösse. Wird nun in die Fundamental- 
gleichungen 

= nx — n'x' + n" x" u\ s. w. 

substituirt, so werden dieselben: 

= nQ cos (A — £) — n' q' cos (V — £) + w" 9" cos (A" — b) 

+ nBcos(L— b) — n'B' cosiL'— b) + n" B!' cos {IJ' — b) 

= n p sin (A — £) — n' 9' sin (A' — b) + n" 9" sin (A" — b) 

+ nBsiniL — b) — n'B!sin{L'— s) + n"B"sin(L"— b) . 

= nQ tangß — w'p' tangß' + n" q" tangß". 

Eliminirt man das eine Mal q'\ das andere Mal 9, so erhält man: 
\BsiniL — i) — ^m sm{L' — s) Jr ^iJ"s»M(2,"— £)} 



1) 



Jt 



n' 



E" 



9 =ZjJ-^Q — 



n 



IT 



tgß 
1/ 



-^Bsin(L — £) — ^,B'sin(L' — B) + B"svn(L" 
n fi 



"] 



in welchen zur Abkürzung 



Die Bestimmung elliptischer Bahnen. 231 

E = tgß'sinik" — c) — tgß"sin(k' — e) 
Ef = tgß sin(k" — «) — tgß"sin(k — e) 
U* = tgß sin(k' — «) — tgß' sinß — s) 

gesetzt worden ist. Die Gleichungen 1) dienen, wie die ähnlichen Glei- 
chungen, welche wir früher ahgeleitet hahen, dazu, Q und q'^ zu hestim- 
men, wenn n, n', n" und Q^ bekannt sind ; nur muss man sich daran er- 
innern, dass diese Gleichungen 1) schon für die Ekliptik specialisirt sind. 
Ausserdem ist aber noch zu bemerken, dass bei beiden Gleichungen keines- 
wegs derselbe Werth von s eingesetzt zu werden braucht, denn es kann 
ja sehon bei der obigen Elimination von q" aus den drei Grundgleichnn- 
gen ein anderer Werth von s substituirt gedacht werden, als bei der Eli- 
mination von Q, da beide Eliminationen getrennte Operationen sind. 

Sollen Q und q" gleichzeitig aus den obigen drei Fundamental- 
gleichungen eliminirt werden, so multiplicire man 

die erste mit tgß sin (l'' — s) — tgß" sin (k — s) 

die zweite mit — tgß cos {k" — «) + tgß" cos (k — s) 

die dritte mit — sin (k" — A), 

und addire die Producte ; es ergiebt sich dadurch : 

n n" 

2) Kq' = ^A + ^B-^ C, 

wobei zur Abkürzung: 

K = tgß sin(k" — A) — tgß' sin(k" — A) + tgß" sin(k' — A) 
A=^B {tgß sin{k" r^ L) — tgß" sin(k — L)} 
B — Ii'{tgß sin(k" — L") — tgß"sin{k — X")} 
C = B" {tgß sin(k" — L') — tgß'' sm(A - L")} 

gesetzt ist. Dies ist die Gleichung, welche zur Bestitnmung von q\ unter 

, , n 

Anwendung der uns bekannten Näherungen für die Verhältnisse —, und 

«" . 

— der Dreiecksflächen gebraucht wird, und welche der Leser in den 

früheren Vorlesungen schon in ganz ähnlicher Form kennen gelernt hat. 
Wir wissen specieU aus der 54. Vorlesung, dass -^' und deshalb auch q' 
in dieser Gleichung mit sinil)', d. h. mit dem Sinus des Abstandes des 
mittleren geocentrischen Ortes von dem die äusseren Oerter verbindenden 
Kreise multiplicirt ist, woraus unmittelbar folgt, dass das JE* der Hansen '- 
sehen Gleichung 2) zu Null werden wird, wenn die drei geocentrischen Oer- 
ter in einem grössten Kreise liegen. In der That ist es auch sehr leicht, 
auf andere Weise direct nachzuweisen, dass die Gleichung 

= tgß sin(k" — A') — tgß' sin(k" — A) 4- tgß" 8in{k' — A) 

die Bedingung für eine solche Lage der drei Oerter ist. Denn bezeich- 
nen wir die Neigung des durch den ersten und dritten Ort gelegten 
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gröBsten Kreises gegen die Ekliptik für einen Augenblick mit i}, die 
Länge seines Durchschnittspunktes oder Knotens auf der Ekliptik mit 2/, 
so musB, damit ein solches Verhalten eintrete, 

tgß = tgfi 8in (A — B) 
igß' = tgri 8in(k* — H) 
tgß" = igt! stn(A"— H) 

sein, aus welchen drei Gleichungen die obige dadurch hervorgeht, 
dass man die erste mit sin [A" — // — (k' — 1?)], die zweite mit 
— sin [r — H -- (k — B)], die dritte mit sin[k' — B—{l — B)] 
multiplicirt und die Producte addirt. Nach dem bekannten Lemma, 
dass für irgend drei Winkel a, a', a" 

sin a sin (a'f — «') — sin «' sin {cd' — «) + sin «" sin (od — a) = 

ist auch die Summe der eben gebildeten Producte gleich Null, wie be- 
wiesen werden sollte. 

Im Uebrigen ist uns schon aus den früheren Vorlesungen bekannt, 
dass das Verschwinden von if, d. h. von ^' an und für sich für die Be- 
stimmbarkeit der Bahn ohne alle Bedeutung ist, so lange nicht auch der 
obige Coefficient C\ d. h. sinto\ der 54. Vorlesung zu Null wird. Findet 
Letzteres statt, so ist das Material für die Bahnberechnung aus den drei 
Oertern nicht zu gebrauchen. Auch sieht man leicht ein, dass, wenn 
= wird, jedesmal bis auf Grössen höherer Ordnung genau Ä" = 
werden muss; denn entweder ist dann in der Gleichung 2) 

n n 

schon für sich gleich Null, d. h. nach Vorlesung Vierundfunfzig: 

n »" 

— , B sin fv -\ r E" sin w" = 0, 

n n 

woraus zf' smi^' = 0, also ^' = oder Ä" = folgen würde; oder 

aber -j Ä H 7 5 ist von Null verschieden, dann muss, da jedesmal, 

n n 

wenn w' oder G verschwindet, die Lösung unbestimmt werden muss, 

sin ^' oder K gleich Null werden, weil man sonst eine bestimmte Lösung 

entgegen den früheren Sätzen erhalten würde. 

Hansen beweist noch in seiner Abhandlung den für diese Art von 
Untersuchungen so wichtigen Satz: 

„Wenn sich sowohl der Planet wie die Erde in gerader Linie so 
bewegen, dass die Dreiecksflächen, die von den Radien beschrieben wer- 
den, den Zwischenzeiten proportional sind, so liegen alle geocentrischen 
Oerter des Planeten in einem grössten Kreise," 

Da wir diesen Satz, besonders im Abschnitte VIIL (über Meteoriten- 
bahnen) nothwendig gebrauchen, so seien demselben hier noch einige Be- 
merkungen gewidmet. 



Die Bestimmung elliptischer, Bahnen. 233 

Die Voraussetzung des Satzes ist keine andere, als die, dass der 
Planet und die Erde gerade Linien mit constanter Geschwindigkeit durch- 
laufen, welche um so näher erfüllt ist, je kleiner der von beiden beschrie- 
bene heliocentrische Bogen oder die Zwischenzeiten der Beobachtungen 
sind ;'denn die Voraussetzung verlangt, dass 





n 9 


- 


n' "^ Q' 




n' #* 


^x^v.^%w 


»" »" ' 


0u6r 


»' — » + n", 


und ausserdem 






» & 




n" »" ' 



sowohl für den Planeten wie für die Erde; dies ist aber auf andere Weise 
nicht möglich, als' dadurch, dass der heliocentrische Bogen mit seiner 
Sehne zusammenfallt und diese vom mittleren Radiusvector bei beiden 
Körpern der Zeit proportional getheilt wird. Von der 01b er s 'sehen 
Methode her ist uns aber noch bekannt, dass wenn Punkte von solcher 
Beschaffenheit auf beiden Sehnen mit einander verbunden werden, die 
Richtung der Verbindungslinie stets auf einen Punkt des durch die, äus- 
seren geocentrischen Oerter gelegten grössten Kreises zielt. Es muss 
also unter der gemachten Voraussetzung der geocentrische Lauf mit 
einem grössten Kreise zusammenfallen. 



Sechsundsechszigste Vorlesung. 

Fortsetzung der Entwickelung für die Formeln der 

Hansen'sclien Methode. 

Die Betrachtungen über die Ordnung der GoefQcienten K, A, B^ G 

der Gleichung 2) in verschiedenen Fällen, welche Hansen bei dieser 

Gelegenheit anstellt, dürfen wir hier übergehen, da wir das Wichtigste 

davon schon berücksichtigt haben, desgleichen die R^ihenentwickelungen 

n n" 

für ~ und —7-; uns ist hier zunächst nur an der Umformung der Grund- 
n n 

gleichungen gelegen, durch welche dieselben für den Gebrauch bequem 

gemacht werden. Bei der Gleichung 2) hat man Nichts weiter zu thun, 

als, nachdem man sie in der Form 
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., n i4 , n" JB C 



n' Kcosß' ' n* Kcosß' Kcosß' 

geschriebeD, wobei ^' die bekannte Bedeutung hat, anstatt der Yerhält- 
nisse von n, n\ n*' zwei andere Grössen P und Q einzuführen. Nach 
dem Vorgänge von Gauss setzt man: 

wonach dann obige Gleichung übergeht in: 

'^■- ' ¥(rrl)- + 2-7^) = ^'-"' + ^ 

oder 

Hier werden nun wieder die Gleichungen: 

sinjs' 

, _ JR!sinx' 
r = — : -f — 

stnz 

benutzt, um ^* und r' durch den äusseren Winkel an der Erde in der 
zweiten Beobachtung, x\ sowie durch den Winkel am Planeten in der- 
selben Beobnchtung, jEt', auszudrücken. Die Gleichung 3} nimmt durch 
diese Substitution für d* die folgende Form an: 

Q gw sf _ K Ü cos ß' sin (%' — £') + C sin e' 

~27^- A + BP) ^^ +P)-sms^. 

Setzt man hier: 

Ssinö = KB! cosß* sinj^, 
ScosO = C — KB! cosß* cosx' 
so erhält man: 

27^= Ä +BP ^"'^^^ + ^^ - '•**^' 
und wenn femer 

1 + P 



A+BP 

1 + P 
A + BP 



Ssin6 = Slsina 



Scosö == ^ cos CD 



Q 



2 i?» sin x'» Si 



= M 
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gesetzt und jetzt auch r' durch z* ^ ausgedrückt wird , für die Finalglei- 
chung der Bestimmung von z* oder / 

4) Msinz'^ = sin(£/ 4" ^)' 

£b ist leicht zu erkennen, dass — C3 mit unserm frühern g identisch 
sein muss, weil die ganze Gleichung mit der früher erhaltenen üherein- 
stimmen muss, wie denn verschiedene Wege immer hei dieser Gleichung 
achten Grades wieder zusammentreffen. In der ersten Auflösung der- 
selben oder der ersten Hypothese über P und Q hat man zu setzen : 

P = — , Q = »»*'. 

Um nun auch die Formeln 1) der vorigen Vorlesung, welche aus dem 
gefundenen q' oder ^' Q und 9" ergehen, Jn bequemerer Gestalt zu 
haben, besonders aber die Trennung der hypothetischen, d. h. von JP und 
Q abhängigen Glieder von den übrigen zu bewerkstelligen, kann man 
nach Hansen wie folgt verfahren. 

Setzt man in der ersten der Gleichungen 1) die willkürliche Grösse £ 
gleich L'\ so geht das in derselben vorkommende E über in : 

tg ß' sin (A" — L") — tg /3" sin {l' — X"), 
E dagegen in: 

tgß sin{r — L") — tgß" sin{l — L"\ 
d. h. ganz einfach in: 

Setzt man in der zweiten der Gleichungen 1) 6 = L^ so geht das 
^" derselben über in : » 

tgß sin{V — L) — tgß' sin{k — L) 

und das E der genannten Gleichung in: 

tg ß sin (A" — L) — tg /3" sin (k - L), 
demnach in 

Ä 

r' 

Jene Gleichungen werden also: 

Q = "^ . [E^'cosß' + Htgß" sin(L" — L')\ 



5) 



nB 

— ^ BR" sin(L" - L) 

q"= ^ . {E'J'cosß' + mtgß sin(L' — L)] 
-*-^' BBf'niniL" — L), 
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wobei 

E = tgß'sinir — L*') — igß"sin{V — V') 

Ü' = tgß sin{V — X) — tgß' sin{l — L). 

* 

Die Gleichungen 5) lassen sich dadurch weit^ verein fachen, dass für 
-^' der Ausdruck 



sin x' 



für B' 



r' sin y 
sin x' 



eingeführt wird. Ausserdem setze man: 
Wsinw = Ecosß* 

Wöosw = [Ecosß'cosx! — tgß''sin(L" — V)] -r^ 
W"sinw*'= El' cos ß' 

TF" cos w" = {^' cos ß' cos x' — tgß sin {p — L)] -r^ ; 

s%n X 

68 wird dann: 

^ nf^ BTW ^, ^.^^ (^ _ yj _ Jlf.jij{!'sin(L" - i)*), 

p"^ !^ ^ . /smK - ^) - -^ • IiB"sin{L'' — i), 



n' , ,w, n' 



also, wenn der Abkürzung wegen 

7=-/, F" = ^r' 

a = - ^ • BBf'siniL" - L), G" = — . *^ItB!'sm{L"—L) 

gemacht wird, 

Q = UV sin{w — ^') + ^ 
p" = tTF^srnK— 5') + &\ 
Aus den Gleichungen 

folgt 

„' T- „' — ^ -I- 2r'»' 







»' n' 


1; 


n" « 


P' 



*) Es sind die Hülfsgrössen w und«w/' nipht mit denen der Vorlesung Vierund- 
funfzig zu verwechseln. 
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also: 

n' 1 + P «' «'1 



da nun nach den Entwickelangen flür die Gleichnng 4) 

1 4- P _ U + BP)$inM' 

so wird, wenn man noch in den Aasdrücken f^r F and P' 

r = — T—f- setzt, 
stMxr 

A + BF Rsinz' r^ — Z 

Hiermit wäre der oben aosgesprochene Zweck erreicht; doch nimmt 
Hansen, am zu seiner definitiven Form za gelangen, noch einige weitere 
Yerein&changen vor, welche wir in der n&chsten Vorlesung kennen ler- 
nen werden. 



Siebenundaechszigste Vorlesung, 

Einige weitere Vereinfacliungexi der Hansen'sohen 

Formeln. 

Substituirt mau in den Gleichungen 

G sin x' = 8 sin (%' -|- ö), 

G cosx' --KR' cosß' = S cos{x' + ö), 

welche zur Bestimmung von 8 und Ö dienen, die für und K gegebe- 
nen Ausdrücke, so geht G cosx* — KR' cosß' über in: 

R' cosx' [tgß siniV' — L') — tgß" sin (A — L')\ 
— R!{cosß'tgßsinQ:'--k')^sinß'sin{V'''k)-^cosß'tgß''sin{X'—X)Y 

Dieser Ausdruck vereinfacht sich, wenn man den Winkel einführt, 
welchen der den zweiten Sonnenort mit dein zweiten geooentrisühen Ort 
verbindende grösste Kreis mit der Ekliptik macht. Bezeichnet man den- 
selben mit y\ so haben wir nach bekannten Formeln für die sphärischen 
Dreiecke : 
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sin X* siny' ^= sin ß* 

sin x' cos y = cos ß' sin (A' — L') 

cos x' = cos ß' cos (A' — L') ; 

dabei muss y' so bestimmt werden , dass sin x' positiv wird. Es wird 
nach Einfuhrnng dieses Winkels : 

Ccosx' — KR'cosß' = 
iVcosß' {tgß[sin(V' — V) cos{V — V) — sin{k" — A')] 
— tgß"[sinß — r) cos{}J — V) + sfn(A' — A)]} 
+ JR'stn/S'stVCr — k) 

= B'{tgß cos {r — V) — tgß" cos (k — L') } cos ß' sin (A' — L') 
+ B'sinß'sin(k" — A) 

= D st« x' cos y -{- m sin x' sin (A" — A) sin y\ 
wo zur Abkürzung 

JR*{tgß cos(k** — V) — tgß'* cos(k — X')} = D 

gesetzt ist Fühi*t man jetzt die Grössen T und t mittelst der Glei* 
chungen 

Tsint = D 

Tcost = B!$in(k" — A) 

ein, Bo hat man fär die Berechnung von JS und 

S 



«na; 
8 



; sm ix' + o)=C 

} cos(x' + <y) = Tsin(t -f y'). 



stnx 

Auch die Ausdrücke für W, iv, W*\ iv" lassen sich vortheilhaft um- 
formen. Man hat 

Wsin(fv — x') = Wsinwcosx' — Wcoswsinjd 

= tgß''sin(r' — V% 
desgleichen 

Wcos(w — x') = [Ecosß' — tgß"sin{lJ''-L') cosx']--^, 
Tr'sin(w" — x!) = tgß sin(L' — L) " 

TT'cosK — x') = [H'cosß* — tgß sin(r — Dcosx'\-r^* 

sin X 

Wenn man in diesen Gleichungen für E und E^' ihre Ausdrücke sub- 
stituirt, so wird: 

Wcos{w — x') = {sinß' sin(k'' — L") — tgß" sin (k' — L") cos/3' 

1 



fgß" sin(L" — V) cos x'} - 



stn x' ' 
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und da 

sinjS' , , 

— r-S = ^^ 7 
stnx 

cos ß' cosy' 

stnx' sin(V — i') < 

cosx* cosy* €08 (k* — Zf') 
sinx' sin(l' — V) 

Wcos (iv — x') = sin (A" — i") sin y' 

^,, , isin(k' — i") + sin(L" — X') cosik' — L')] 

-''^ '''^\ sinik' - L') 1' 

also da 

$in(X' — L") = sin {(A' — i') — (X" — X')}, 
endlich 

Wcos(w — x') = sin(k" — X") sin/ — f<//3" cos(X" — X') cos/, 

desgleichen 

I 

W*'cos{uf* — xO = igß cos (11 — X) cos/ — sin{k — X) sm/. 

Setzt man daher 

^ sin in = tgß" cosiL" 7- XO; ^"sinii" = tg ß cos (X' — X) 
^ cos^i = sin(k'' — X"); /i*' cosii'' = sin (A — X), 

so erhält man: 

Wco8(w — xO = ^ sin(y\ — ft) 
V cos (w" — ;c') = ^" sin (ft" — y'), 

durch welche Ausdrücke die Rechnun|f bedeutend vereinfacht wird. 
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\« 



Achtundsechszigste Vorlesung. 

Zusammenstellung der Formeln der Hansen'solien Me- 
thode zur Bestimmung der drei Entfernungen, nebst 

Recbnimgsbeispiel. 

Nach Hansen ist also den vorhergehenden Entwickelungen zufolge 
zu herechnen: 

Ä = B [tgß sm(A" — L) —igß" sin[X — L)] 
B = m* [tgß sinß" — i") — tgß" sinß — L")] 
C = R' [tgß sin{X" — X') — tgß'' sinß — L')} 
J) = Ji [tgß cosß" — X') — tgß" cosß — L% 

fem er 

sin x' sin y' = sin ß' 

sin H cos y' = cos ß' sin {l! — X') 

cos x' = cos ß' cos (X' — V), 

wobei y' so bestimmt werden muss, dass sinx' positiv wird, dann 

Tsint = D', S!sin(x' + (f) 

Tcost = B!sin (A" — A); ff cos (x' + ö) = Tsin (t -f y') 

Hier ist es zweckmässig, den Quadranten so zu wählen, dass x' ~l~ ^ 
stets kleiner als 180° wird, wobei datin <J die Grenzen + 90^ und — 90^ 
nicht überschreiten kann. 

Weiter sind noch zu erledigen die Vorbereitungsrechnungen 

ylsin^ = tgß" cos(L" — L')\ A"sin\L" = tgß cos(L' — L) 
Acosii = sin(l" — L")\ A"cosfi" = sin (A — L) 

Wsin (w — x!) = tg ß" sin {L" — V) 
Wcos{w — x!) = Asiniy' — ft) y 

W"sin{w" — x')= ^gß sin(lJ — L) 
W"cos(u/' — x')= A"sin((i" — y') 
B!' W B W" 

B ' Ä 

B A 

wobei JV' die Grösse BB"sin(L" — L) vorstellt. 
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Das nächste Geschäft nach Erledigung dieser Kechnungen bildet die 
Bestimmung von ß\ Es sei zu dem Zwecke 



2 = 



8 



Sil stnco = = — stn ö, 

r. 1 + -P 

Sl cos O = =; COS Ö = 1 

SO ist die Gleichung 

M sin z^* = sin {^ + o) 

aufzulösen. 

Bei Gelegenheit dieser Zusammenstellung macht Hansen noch fol- 
gende für die praktischen Rechner sehr beachtenswerthe Bemerkung. 

„Da die Genauigkeit der Bahnbestimmung ceteris paribus so sehr 
von der Grösse des Winkels abhängt, den der durch die beiden äusseren 
Planetenörter gelegte grösste Kreis mit dem durch den mittleren Pia- 
netenort und den dazu gehörigen Sonnen-« oder Erdort gelegten gröss- 
ten Kreise macht, so wird es nützlich sein, diesen Winkel jedesmal zu 
berechnen. Ich füge um so mehr die Formel dafür hinzu, weil sie mit 
Benutzung der oben angewandten Hülfsmittel sehr einfach wird. Es fin- 
det sich leicht 

. tgji^y') 

WO X der gesuchte Winkel ist. Bei Veröffentlichungen von ersten Bahn- 
bestimmungen findet man oft die Zeiten der angewandten Beobachtungen 
mit angegeben, welches sehr angemessen ist, da man dadurch zum Theil 
schon in den Stand gesetzt wird, sich von der zu erwartenden Genauig- 
keit der Bahnbestimmung einen Begriff zu machen. Man würde diese 
Angabe sehr vervollständigen, wenn man auch den Werth des Winkels 
X hinzufügen wollte, den man, um ihn auf eine kurze Weise zu bezeich- 
nen, den maassgebenden Winkel nennen kann." 

Treffender aber noch dürfte vielleicht der Abstand des mittleren 
Sonnenortes von dem durch die äusseren geocentrischen Oerter gelegten 
grOssten Kreise, der Winkel to' der 54. Vorlesung, die Benennung des 
maassgebenden Winkels verdienen, weil er noch mehr Kriterien für die 
Sicherheit der Bestimmung vereinigt. Denn je grösser dieser Abstand ist, 
desto grösser ist auch, haben wir gesehen, die Sicherheit der Bahnberech- 
nung, und in demselben Maasse, wie durch zu grosse Annäherung des 
dritten an den ersten geocentrischen Ort der Abstand w* unbestimmter 
und willkürlicher wird, wird auch die gesuchte Bahn unbestimmter und 

Klinker fu es, theoretische Astronomie. \ß 
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willkürlicher. Der Winkel x verräth allerdings ehenfalls durch seine 
Kleinheit die Unsicherheit des zu erwartenden Resultats, nicht aher durch 
einen grossen, nahe 90^ erreichenden Werth das Gegentheil, weil ja 
auch hei einem .grossen Werthe desselben, wenn def Planet in der mittle- 
ren Beobachtung in Opposition und in der Ekliptik steht, die Bestim* 
mung der Bahn unthunlich werden kann. 

Hat man ^ auf bekannte Weise gefunden, so wird dann : 
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B! sinx' 
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Zur Verdeutlichung werden die Formeln auf die folgenden drei 
Beobachtungen der Euterpe angewandt: 



Dec. 2,433406 

460 10'48",0 

— 1 45 58,6 

70 41 34,1 

9,993596 



Dec. 22,373477 
440 23' 19",8 

— 116 29,0 

,90 58 38,4 

9,992739 



t, t\ t" 1853 Nov. 12,432133 

A, A', A" 50»42'43",5 

ß,ß\ß'' —2^9 20,5^ 

L, L\ L" ... 5027 38,1 
logR, log Bf, UgR" 9,995195 

Die in der Rechnung vorkommenden Längenunterschiede sind: 

A" — 2v = — 6« 4' 18",3 
A" — 2v" = — 46 35 18,6 
A" — i' = _ ^6 18 14,3 
A' — i' = — 24 30 46,1 
A" — A = — 6 19 23,7 
A — 2v = + i5 5,4 
A — jy = — 40 15 54,9 
A — 2.' = -- 19 58 50,6 
V— X' = 20 17 4,3 
L' — L = 20 13 56,0 
L"— L = 40 31 0,3 

Die Werthe der von P und Q unabhängigen Grössen ergaben sich 
wie folgt: ' 

logA = 7,605768 log B = 8,105426 

log C = 9,951528 log D = 8,101883« 

Y' = 1840 15' 2",5 x' = 240 34' 20",7 

log sin x' = 9,618930 
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t = 100 53'45",9 log T = 9,419529 

^ = — l 9 25,9 logS = 7,971239 

7o^Jlf= 0,861392 
(i = 181038' 44",7 logj =9,861377 

(i" = 277 5 3,9 logj'' = 8,551339 

«^ = 11 25 34,2 logW = 8,530434 

w" = 4 27 34,8 log W = 8,578134 

log ü = 0,036677 hg ü" = 0,586491 

loga= 0,042566 log G" = 0,770529 

lagd- = 9,535308 
logd^' — 9,837003 
log»" = 9,536639 
Hierauf wird für P und Q die erste Hypothese gebildet, wobei: 

log P=Tog— = 0,001331 

logQ = log»»'* = 9,071947. 
Es wird dann femer 

log 21 = 0,254612 
w = — l\^ 8' 31",0, log Sl = 9,066241 
logM= 0,867098. 
Die FinalgleichuDg Msin/^ = sin(e' + o) liefert hier.: 

;j?' = 110 64' 23",0 log / = 0,297999. 

Endlich erhält man 

log^V = 0,596435 log F" = 0,595104 

log Q z= log {ü Vsin (w — /) + ©} == 0,007056 
logQ"= log [IT' r'sin(u/' ^ z') + ö"} = 0.064834. 

Für den curtirten Abstand der Euterpe in der mittleren Beobach- 
tung findet sich: 

, , - JRf sin (x' — e') cosW ^^,^«„« 

logg' =rlog ^-^ — j^ S- = 0,019838. 

sm z 



IG* 
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Neunundsechszigste Vorlesung. 

Die Verbessenmg der Hypothesen fiir die Dreiecksfläoliexi. 

Nachdem wir eine Beihe von verschiedenen Methoden kennen ge- 
lernt hahen, die Werthe der Radienvectoren and der Distanzen zu he- 
stimmen, und da die Genauigkeit der Rechnung davon ahhängt, wie 
nahe die üher die Verhältnisse von n, n', n" gemachten Annahmen der 
Wahrheit kommen, so werden unsere nächsten Untersuchungen sich mit 
den Verhesserungen zu heschäftigen haben, welche an jene Verhältnisse 
anzubringen sind. Es kann dies auf sehr verschiedene Art ausgeführt 
werden, z. B. einfach dadurch, dass^ aus den für die äusseren Radien vecto- 
toren r und r", dem dazwischen liegenden heliocentrischen Bogen v" — v 
und der entsprechenden Zeit t" — t die Elemente bestimmt und hieraus 
dann die Flächen n, n\ nf' genauer abgeleitet werden. Es würde dies 
jedoch, ganz abgesehen davon, dass wir die Berechnung der elliptischen 
Elemente bisher noch nicht kennen gelernt haben, ein Umweg sein, weil 
es für den in Rede stehenden Zweck der Eenntniss der Elemente selbst 
nicht bedarf. Ein kürzerer Weg zeigt sich, wenn wir uns an das Ver- 
fahren erinnern, welches wir bei der Parabel befolgt haben: wir such- 
ten die Verhältnisse von n, n\ n'^ zu den entsprechenden Sectoren, die 
Grössen ij, ij', i]'', welche sich mit wachsenden Zeitintervallen nur sehr 
langsam von der Einheit entfernen und von dieser nur um Glieder der 
zweiten Ordnung verschieden sind. Bei der Parabel konnten wir jene Ver- 
hältnisse durch die zwei von B es sei aufgestellten kubischen Gleichungen, 
d. h. in vollständig algebraischer Form finden, bei der Ellipse sind wir 
auf Reihenentwickelungen angewiesen, denen wir übrigens auch schon 
bei der Parabel in praktischer Hinsicht den Vorzug vor der endlichen 
geschlossenen Form gegeben haben. 

Von solchen Reihenentwickelungen werden wir daher auch hier wie- 
der vielfach Gebrauch machen, sowie auch von den so oft wiederkehrenden 
angenäherten Relationen: * 

_ n _ » / ^0^"\ 

die ersten Glieder einer Entwickelung der Dreiecksflächen nach Potenzen 
der Zeiten zu Grunde liegen. Wir haben dieses Fundament der ersten 
und damit aller weiteren Näherungen unter Zuziehung gewisser geome- 
trischer Betrachtungen noch nicht so vollständig kennen gelernt, als es 



foi^cBin A«»kB «rfeidani; diese Lack» ni^fl^ii vir dÜMr 



Wir begisBcm dasit, ms dem recktwuikHi^ CooicduHitoi JMi. 4r der 
ZcÜ I die Cooidiitat« jr", j^, / cuBcr baiadiliiar^Mi Z^t f aWKsttes. 
indcB wir dem bekaBstai Tajlor^sc^em LAnslz uiv«iidcii; mkIi di«- 



») 



-f j^ ^' /y A j^ ^* C — 0» . 



% • « 



Die Goosdiiistan m und ^ können vir gleidi Null seilen « venn vir 
die Bklin^iene des Planeten zur Fondunentalebene dee S^lems an^ 



Für die Coordinsien s^, jT« welche der Zeit 1^ enl^predien aoUeu, 
haben wir ebenso: 

j ^ dt^ ^ ^ dt* 2 ^ 

Man kann ferner noch die Aze der X mit der grossen Axe iiuani«' 
menfallen lassen, so dass 

n = r^r^' stn(v" — 1/) = r"smv" . r'cosv' — / smv\r"cosv'* 

wird. 

Snbstitnirt man hier die ans a) und b) folgenden Werthe von x\ »*\ 
y, y" und setzt zur Abkürzung t' — < = r, <" — t = x'\ so wird: 



"^\drd<3 dt' dtO 6 + • •' 



"* — . t'* 



24 



£s kommt jetzt darauf an, die Differentialquotienten der Coordi- 
naten nach der Zeit, welche in den Gleichungen a) vorkommen, auf eine 
für uns brauchbare Weise auszudrücken. In der Vorlesung Dreiund- 
dreissig bemerkten wir, dass die Anziehung der Sonne dem Planeten zur 
Zeit t eine beschleunigende Kraft ertheilt, welc&e in den von uns go« 
wählten Einheiten des Raumes und der Zeit durch 
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— - oder 



r« «2 + y« + z- 

ausgedrückt wird. Maltipliciren wir diese direct nach der Sonne gerich- 
tete Beschleunigung mit dem Cosinus des Winkels, welchen ihre Richtung 

mit der x-Axe bildet, d. h. also mit — , so erhalten wir die dieser Aze 

r 

parallele Beschleunigung oder die Geschwindigkeit, mit welcher die Ge- 

. dx , . ' r^ dt d^x 

schwindigkeit -77 »ich Ändert. Diese Grösse — -rr^ oder -7-7 sucht die 

at dt at^ 

Coordinate algebraisch zft verkleinern, hat deswegen negatives Vorzei- 
chen, und wir erhalten daher die Relation 

d^x k'^x 

Aus denselben Gründen ist ferner 

d^^_l^ 
dt^ r« ' 

Verbunden liefern beide Relationen die Gleichung 

d«« d^x 

welche man auch erhält, wenn die Gleichung 

dy dx 

X' -r- — « ■— • = Gonstans 
dt ^ dt 

nach t differentiirt wird. 

xdy — ydx ist bekanntlich der allgemeine Ausdruck für das Ele- 
ment des doppelten Sectors; die vorhergehende Relation enthält also das 
Resultat, dass die in gleichen Zeiten beschriebenen Sectoren constant sind, 
d. h. das Keppler'sche Gesetz über die vom Radiusvector beschriebenen 

Flächen. Die Constante ist, wie wir wissen, gleich hyp^ wenn p den 
halben Parameter der Bahn vorstellt. 
Dififerentiiren wir die Gleichung 

d^y d^x . 

einigemal weiter nach ^, so erhalten wir leicht 

dx d-y dy d^x / d'^y d^x\ 

— — \^j^ — y— 



dt dt^ dt dt^ \ dt^ -^ dt^J 

dx d^y dy^ d^x 

'di'dF "~ dt'dW~ 

a. s. w. 



,, f d^y d^x\ 
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Durch Differentiation der Gleichungen 





d^x k^x 




dt^ r» 


bekommen wir: 


d^y k^y 
dt^ r3 


d^x 
dt^ 


Ä2 dx k"x dr 
r^ dt ' r* ' dt 


d^y 
dt^ 


k^ dy k^y dr 
r3 dt ' r* dt 



ä "" 



d^x k^x , ^ k^ dx dr . „,„ r^dt 
df* r^ r* dt dt 



d 



dt 
dr 



d*y _ Ä*2^ Ä« (fy ^** j_ QT.O rUt 

dF--^ + ^7^'-dt'lt + ^^^—dr 

u. s. w. 



also auch: 



d^y d^x d£ d^ dx d^ 

^It^ '" ^ dF ~ dt ' diF dt dt'i 

~ dt . r^ "^ dt' r^ ~ 7^^^ 

d^y d^x ^ dy d^x ^ dx d^y 

X — ^ — w = 2 — ^ • 2 — • — - 

dt^ ^ dt^ dt dt^ dt dt^ 

d^ dx k^ dx dy k^ 

~~ dt' dt'r^ "^ li' dt"? 

"^ Tt' dt' r* e?r"^'7^~74" dT*^^* 

Wir haben diese Coefficienten in den oben erhaltenen Ausdruck für 
y" J — a?"y einzusetzen. Wenden wir die so erhaltene Formel an, 
um unsere drei Grössen «, n\ vi* zu entwickeln, wobei wir dann die äus- 
seren Coordinaten durch die mittleren und ihre Di£Perentialquotieuten 
auszudrücken haben, so wird unter Wiedereinführung von -9", %\ O"" : 

^ Durch Elimination von p ergiebt sich: 
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7 " -Ö«' [^ "^ ' .6r'3 "^ 4r'* Ad« "*" ' * j 

n" -^^ f, . -Ö"'^ — -fr"» -Ö-r-Ö*« + ^d'" — -^'«) dr' ) 

n' ~ »' \ ^ 6r'3 4r'* kdt ^ | 

Diese Entwickelungen weichen also in ihrem Schlassresoltat von 
dem durch geometrische Betrachtungen gefundenen 

nach welchem wir bisher die erste Hypothese gebildet haben, schon in 
den Grössen der zweiten Ordnung ab, eine Folge gewisser Vernachlässi- 
gungen, welche bei der früheren Herleitung nicht gut zu vermeiden war. 
Der betreffende Unterschied hat gewöhnlich für die Praxis keine grosse 
Bedeutung, weil man die Beobachtungen in den meisten Fällen so wählen 
kann, dass sehr nahe d" = ^" wird, unter weicher Bedingung die Unter- 
schiede: 

_ -ß oder — 

und 

a-a-" 0-'2 — ^-"2 oa-" (0^4- '9'" + -Ö«") (d- + d'" — d'") 

— _ _ oder — - — 

2 6 2 6. 

zu Nnll werden. Diese Vernachlässigungen spielen daher, den Fall sehr 

ungleicher Zwischenzeiten ausgenommen, kaum eine bedeutendere Rolle, als 

die mit Differentialquotienten von r' multiplicirten Glieder, aus welchen 

n nf' 

die Reihen für — -, und —f beliebig weit entwickelt bestehen, auch kann 

n n 

man sie ohne Unbequemlichkeit vermeiden. Eine bedeutende Steige- 
rung in der Genauigkeit der ersten Hypothese würde dadurch erzielt 
werden können , dass wenigstens das nächste und grösste der folgenden 

dr* 
Glieder mitberücksichtigt würde. Es ist aber Y~n i^icht, wie der 

Kdt 

Goefficient von —7-- in dem vorhergehenden Gliede, eine reine Function 

der Zwischenzeiten, sondern von den noch unbekannten Elementen ab- 
hängig. Dieses Umstandes wegen wurde bei Bildung der ersten Hypo- 
these auf das Glied dritter Ordnung verzichtet. Es hindert nun aber 
nichts, wie in* der nächsten Vorlesung gezeigt werden soll, auch den 

dr' 
Differentialquotienten -rj , wie r\ unmittelbar durch den Winkel am Pia- 

neten in der zweiten Beobachtung, welchen wir mit z oder z' bezeich- 
* haben, auszudrücken und so in die Finalgleichung der ersten Hypo- 
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tlfteae einen so hohen Gnd Ton Genanigkeit mn legen, dnss es nur in den 
aeltenen Fällen nöthig sein wird, inm Bilden nnd Bardurechnen der 
zweiten Hypothese sn schraten, oder die anderen YerbeaBttrongSToradiTif- 
ten, welche wir unten entwickeln, sur Anwendung in bringen, Ton der 
Yerbessemng der Zeiten w^^ der Abwration nai&rlich abgesehen» 



Siebenzigste Vorlesung. 

BeracksichtisraBgr von -77 in der Finalglelohung für m\ 

at 

SteUen Xt l\ x" clie äusseren Winkel an der Erde in den drei Beob« 
achiongen vor, so haben wir anter Beibehaltung anderer bekannter 
Zeichen 

r> = z/* + JR« + 2BJeosx 

r"« = ^"« + JT» + 2 Ä ^1''co$ x". 

Auf Terschiedene Arten, 8« B. nach den Entwiokelungen der 54. Vor* 
lesong können ^ und ^" auf die Form 

J =a — + h 
e 

gebracht werden, worin a und a" vollständig gegebene Coöffioienten be* 
deuten, und die Grössen h und V wegen ihrer höheren Ordnung hier 
ganz Bu vernachlässigen sind. Wir haben demnach: 

r« =B^ + 21J - J'cosz + ^^^ 

c c* 






Da nun 



r"2 = /2 ^ 2r'^' (if^ ^ü) ^ ... 

r» =/« + 2/|y(«-0 + .... , 
BO wird: 

2r'(<" — 0^7 + • • • = Ä"» — ü» 
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n n" 

Um in den Reihenentwickelungen für --; und — das Glied dritter 

Ordnung , welches ebea mit -jj multiplicirt ist, zu berücksichtigen, haben 

wir die letztere Grösse nur bis zur ersten Ordnung exclusive zu finden 
nöthig; wir dürfen deshalb ohno allen Schaden io der eben entwickelten 

Gleichung alle Grössen zweiter Ordnung weglassen und für — und -j-, 

c c 

ganz einfach die Werthe -^ und p> beziehungsweise substituiren. Wir 

erhalten dann 

hat 

oder wenn wir zur Abkürzung 

B= -^a'* BIOCOS f — -^aRcosx 



setzen, 



2^'r' ^ = ^ + 2B^' + G^'K 
hdt 



Ist femer 



so wird: 



gC= B + ]/B'^ — AG 
hG=B —Vb^ — AC, 



1) -c--5k^ = (^ +^n^ +^)- 

Diese Zerlegung in Factoren wird, der absoluten Kleinheit von A 
wegen, fast stets auf reelle Werthe von g und h führen; in den gewiss 
höchst seltenen Fällen, wo AG^B^ und also das Gegentheil stattfindet, 
wird man das Binom A + 2B^* -f- C^*^ unzerlegt anwenden. 

In Anbetracht des Umstandes, dass die Verbesserung wegen der 
Aberration ebenfalls die Kenntniss von ^ verlangt, ist die Gleichung 1) 
für die praktische Rechnung schon so bequem, wie man nur wünschen 

d/ 

kann. Substituiren wir daraus den für r-^-: abzuleitenden Werth 

hdt 

C (^' + g) (J' + h) 
"2 * -^V 

» w" 

in die Ausdrücke von — r und — r, so erhalten wir: 

n n 
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b = F (l +-6?r-+ 8r'»' 5,(^'+^)(^'+Ä)j 

y = F 1^ + -6?i ^-^^8?^ '-^i^'+9)i^'+h)\' 

Um unserer Absicht gemäss die erste und zweite Hypothese mit ein- 
ander zu verbinden, haben wir hiernach in den Entwickelangen der 
49. Vorlesung 

t=ii=ü+*,. ^-+*»"-»' ._g.(^+,)(^+» 

ZU setzen. In der Praxis wird man in der Gleichung t) der 49. Vorlesung 
erst einmal Q = ^d''' und Q" = ^d''' oder noch besser ^ = 1 

€" = 5 setzen, aus der so erhaltenen vorläufigen Lösung für ^', 

o 

^ und jd" berechnen, die Zeiten wegen Aberration verbessern, und darauf 

die obigen genaueren Formen in Anwendung bringen. 

Noch etwas einfacher indessen gestalten sich die Ausdrücke für Q 

und Q", wenn man ^' und r' durch den Winkel ^ selbst eliminirt. Es 

wird: 

., jy sin (%' — £rO -f gf sin z' 

^ + 3 == : ? 

s%n z 
B' sin {%' — z') + h sin z* 



smz 



setzen wir also: 

B'siny! 

-j ' = fang q 

g — - Kcosx 

R' sin %* . „ 

:-i-^ — =r tang q'\ 

h — Blcosx 
so wird: 

(^' + g) (zf' + Ä) = ^'sinx'^ smW-a)sini>^-q") 

Sin z^ s%n q stn q 

_ ^,^ sin (/ — q) sin {z* — g'Q 

stn^ seng 

und die obigen Formeln für die verbesserten Werthe von Q und Q" 
gehen über in : 

j^ ~ 3 ^^'' 4 * sinqsinq*' 

3 -ö"' 4 sinq sinq** 
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Nach der Definition von Q und Q" wird dann wieder: 

n! ~ '^' V ^ aW 

n' ~^ ~ %'\ ^ 21^»/' 

wonach, wenn / bestimmt worden, c und c" bekannt werden. 

Diese Gleichungen 3) berücksichtigen in Strenge alle Grössen drit- 

n n" 

ter Ordnung in den Verhältnissen -j und —7-, oder, was dasselbe bedeu- 

tet, alle Grössen vierter Ordnung in den Flftchen n, n\ n" selbst. Wird 
unsere Finalgleichung fär die Bestimmung von B* oder r', unter Mit- 
nahme dieser Glieder entwickelt, so steigt sie auf den zwölften Grad ; sie 
lässt sich jedoch ohne diese Entwickelung sehr nahe ebenso bequem auf- 
lösen, als die des achten Grades, auf welche wir die Bestimmung zurück- 
führten. 

Sollen anstatt Q und Q!\ wie sie in Vorlesung Vierundfunfzig defi- 
nirt sind, die Gauss 'sehen oder Encke'schen Grössen P und Q gebraucht 
werden, so wird, da alsdann 



p = - 



« = 2^ 



»" 4- n 



» 



- 1)»^», 



nach den obigen Reihenentwickelungen 



4) 



1 + 



^i _ ^"8 ^8 ^ ö'"» A + 2BJ'+ CJ'^ 



6r 



+ 



Sr'" 



%> 



1 



qV^ 8r'ö ^* sin q sing!' 
W 



1 



»«../. , »"— » Cw«(»'-a)8i«(«'-8°) | 

l 2 -Ö*' 8inq stn q" J 

Das eben angegebene Verbesserungsverfahren wird in fast allen prak- 
Bchen FäDen der Ableitung einer weiteren Verbesserung überheben, da 
die übrig bleibenden Fehler fast immer nur Bruchtheilen von Bogensecun- 
den in der Darstellung der geocentrischen Oerter entsprechen, Grössen, 
die kaum jemals ein Beobachter wird verbürgen wollen. Es dürfte des- 
halb dieses Verfahren bei seiner Kürze und üebersichtlichkeit Empfeh- 
lung verdienen. Um dasselbe durch ein Rechnungsbeispiel zu erläutero, 
knüpfen wir an die von Encke für die Hebe gefundenen Zahlen an 
(Vorlesung Zweiundsechszig). Wir haben 
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Q = zfcos p = Mi^ = Ml 



c c 



ff ytff äff Tut ff 9* Tirz/^'^^^i*' 



c c 



d. b. 



a = ^Jtfi 

cosp 

— ^'^^^' M " 

a Qir Ml . 

COS pr 

, Als Zahlenwerthe erhalten wir: 

loga = 9,7341708 
loga" = 9,6679562, 

femer mit den für Aberration corrigirten Werthen von ^, O"', -9"" oder 
mit logd' = 9,0123443, lagd"' = 9,2755706, logd'" = 8,9331298: 

logÄ = 6,9283640« 
logB = 8,9501074« 
log C = 8,7850447 
jjogg = 7,6763938 
log h = 0,4667970« 

q = 370 0'54",5 

2"= 9 15 6,0 

= 0,0005392 

— ^, : r—rr = 0,00006722 

8 ^ stn q sin c[ 

%'' — ^ C 

TT^, : 7— FF = 0,0286357, 

2 -ö"' stn q stn q 

also: 



P = — 



, 0,0005392 
0,00006722 



+ - — p^ sm(y — 370 0'54",5) sm(z' - 9» 15'6",0)[ 

Q = d'»'' {1 — 0,0085768 sin (^ — 370 0' 54",5) sm(/ — 9^15' 6",0)}. 

Wird hier eingesetzt, was durch die vorläufige Rechnung der ersten 
Hypothese erhalten wurde, nämlich 

e^ = 140 12' 38^24 
/ = 0,3950737, 
so finden wir 
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log P = 9,9208002 
log Q = 7,9458907. 

Stellen wir mit diesen Grössen wieder die Gleichung auf: 

8in(e' — g') = msine'\ 

so erhalten wir: 

sin(e^ — 130 35'2".6O) = (0,4808174) sine'*. 

Als Lösung ergieht sich: 

e = 140 12'51",07 

log 9^= 0,3949670. 

Der Unterschied gegen die strengen Werthe 

£^= 140 12'Ö4",20 
%r'=: 0,3949410 

ist praktisch fast ganz unmerklich, indem der zweite geocentrische Ort 
his auf einen Bruohtheil einer Bogensecunde in beiden Coordinaten durch 
die entsprechenden Elemente dargestellt würde. 

Die in der Vorlesung Neunundvierzig gegebene Form der Final- 
gleichung unterstützt durch ihre Symmetrie die gemeinschaftliche Erledi- 
gung der ersten und zweiten Hypothese mehr als die Enck ersehe Me- 
thode. Es wird unnöthig sein, noch für jene Art der Berechnung ein 
Beispiel beizubringen, da alles Wesentliche schon aus dem Vorhergehen- 
den ersehen werden kann. 

Die Berücksichtigung der Glieder vierter Ordnung in der Entwicke- 
lung von n, n\ n*\ oder der dritten Ordnung in deren Verhältnissen hat 
uns für r' auf eine Gleichung des zwölften Grades geführt, die aufzu- 
lösende Finalgleichung also um vier Grade erhöht. Die Gleichung ist 
nicht auf einen niederen Grad reducirbar ; demnach ist der zwölfte Grad 
der niedrigste, auf den man bei Berücksichtigung aller jener Glieder noth- 
wendig geführt werden muss. 



Einundsiebenzigste Vorlesung. 

Fortsetzung der Entwickelungen zur Verbesserung der 

Hypothesen. 

Eine andere einfache Art, die Werthe von P und § oder von § und 
^" zu verbessern, lässt sich aus dem in der 11. und 1'2. Vorlesung be- 
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handelten Lambert 'sehen Satze über die Bewegung in Kegelschnitten 
herleiten. 

Nach den Gleichungen, welche P und Q unter Beibehaltung bekann- 
ter Bezeichnung definiren: 

haben wir zur YerbesBerang der Hypothese das Yerhältniss von je zwei 
der Grössen 





n 


n' 


n" 








&' 


fl-' 


' e-" 






zu ermitteln. 












Zu dem Ende machen 


wir 


von 


den 


Gleichungen 


• 
• 


h sin 1/2 (-E' - 


-E) 




Vrr' 


sin V2 (y\ - 


-V) 


und 












Ä — sin Ä - 


(fi 


; 


■ sin. ^ 


i. *(' - 


t') 



der 11. und 12. Vorlesung Gebrauch. Nach dem Inhalte derselben Vor- 
lesungen, wenn man z. B. die Gleichung 2) daselbst unter der Form 



cos V2 (Ef — E) 



W/ + r + x r'-f-r — x 



4 a 4 a 



1 /4 a' — / — r+ 3C 4a — / — 
"^ K iö 4ä 

=r COS 'A 8 COS V2 ^' + S'»* V2 ^ S^"^ ^A 8' 



r — X 



schreibt, ist \ 

E! — E=8' — 8. 

Für das Verhältniss —r haben wir demnach, mit Rücksicht darauf,. 

dass nach dem Vorhergehenden: 

n' = 5 sin 1/2 {El' — E) 

^_^ 8'' — 8 — (sin8*' — sin8) 

n' ~ b * sin V2 (*" — *) 

Offenbar dürfen wir den Factor -j- hier ganz unterdrücken, weil 

bei der Verbesserung des P und Q die Verhältnisse , -7 , -77 nur in 

n n n 

einander dividirt vorkommen, wodurch der constante Factor wegfallt. 

Wir schreiben, um die Unterdrückung des Factors anzuzeigeU, die Verhält- 

nisse -7 , — r , — ,, mit Klammern, also die vorhergehende Gleichung 
7/ n n 
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S'> — d — {sinö" — sin S) 



(?) = 



sin V« («" — ö) 
Nach einer bekannten Reihenentwickelang ist 

V2(*" — *) = siny^iö'' — «) + V« . yssiny^iö'' — ä)» H ; 

setzen wir also 

d" ~ « = {2msin V«(Ä" — *)}, 

so wird m immer bis auf Grössen der zweiten Ordnung inclusive gleich 
der Einheit bleiben und man wird, da auch der Factor 2 weggelassen 
werden kann, haben 

A) (J) = m - cosy,(8" + «). 

Um diese Formel in Anwendung bringen zu können, bedarf es der 
Eenntniss von d und d", da ift mit grösster Schärfe aus der Differenz 
dieser Grössen berechnet werden kann, ö und ä'' aber würden bekannt 
sein, wenn a bekannt wäre ; denn man hätte alsdann : 

r -f- r" — X 



sin V» ö^ = 
sin V2 Ä"^ = 



4a 

r + r" + X 



4a 

Hierauf ergiebt sich folgender sehr einfache Weg der Verbesserung: 
man bestimme durch Versuche deigenigen Werth von a, welcher die 
Gleichung 

B) :^ = 3" _ ä _ (sm6" _ sin d) 

befriedigt, und berechne aus den gefundenen Werthen von d und d" die 
Grössen der Gleichung A). Die Auflösung der Gleichung B) wird durch 
die im Anhange gegebene Tafel der Function x — sinx sehr erleichtertt 

besondere da sich für die Grösse — eine starke Alinäherung geben lässt. 

Die Umformung der Gleichung B), auf welcher dieselbe beruht, soll 
in der nächsten Vorlesung behandelt werden; da diese Anwendung des 
Lambert' sehen Satzes interessante Beziehung zu anderen Doctrinen hat, 
so erscheint es nützlich, etwas länger, als es unser nächstes Ziel erfor- 
derte, dabei zu verweilen. 

Wir werden dann in der Folge eine noch einfachere und übersicht- 
lichere Form der Verbesserung der Hypothese durch den L am her tischen 
Satz kennen lernen« 
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Zweiundsiebenzigste Vorlesung. 

Die zur Beschreibung eines Kegel Schnittbogens gebrauchte 
Zeit, ausgedrückt durch ein bestimmtes Integral. 

Der Unterschied zwischen einem Bogen y und seinem SimiB sin y 
kann, wenn 

gesetzt wird, unter der Form 

2arccsinVx — 2]/^.]/l — x 
geschrieben werden. Differentiirt man diese Function nach a?, so erhält 



man: 



l/l — « , Va? ^ 2x 

r= T ^ / oder 



d. h. also 



r xäx 

" J Yx — X' 



y — stny 

— vi 



Die Grösse 

, 5" _ sin Ä" — (ö — sin ö). 

der vorigen Vorlesung ist demnach identisch mit dem bestimmten Integral 

r ■\-r"'-x 



4a 
2 



/xdx 
Vx — X' 



r + rff — x 
4a 

und die Gleichung B.) lässt sich schreiben : 

r-\-rff-{-X 

c.) ,"-< = l^.f^. 

r •{■r^'—y. 
4a 

Diesen Ausdruck wollen wir, weil es besonderes Interesse gewährt, 
auch aus den Elementen der Attractionslehre ableiten. Nach der 11. 
und 12. Vorlesung ist die in Rede stehende Zeit durch die Summe der 
beiden Radien vectoren r + ^"9 die Sehne x und die halbe grosse Axe a 
vollständig bestimmt und deshalb auf die Bewegung in einer unendlich 
schmalen Ellipse reducirbar, wie sie ein ohne alle seitliche Geschwindig- 

Kliukerfae», theoretische Astronomie. 27 
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keit ein nach der Sonne fallender Körper heschreiben würde. Nennt man 
dabei z die Entfernung von der Sonne, so wird die auf z wirkend(B be- 
schleunigende Kraft ausgedrückt durch 

z'^ 
und nach bekannten Grundsätzen haben wir demnach 

d'^z _ g 
di^ ~ z^ 

oder 

dz 

di ~ z'^' 

dz 
Multtpliciren wir hier mit -rrdt^ so wird die Gleichung integrir- 

Cv r 

bar; denn man hat dann: 

^ d — — — — d 
dt dt ~ z^' ^' 

also 

dz^ 2 k'^ 

-7—7 + Constans = • 

dt^ ^ z 

Die Integrationsconstante bestimmt man durch folgende Betrachtung. 
Bei dem in Rede stehenden Grenzfall der elliptischen Bewegung fallt die 
Sonne bis auf unendlich Kleines mit dem einen Scheitel der Ellipse zu- 
sammen und das Perihel wird in einem Bogen von unendlich geringem 
Krümmungshalbmesser durchlaufen. Der Abstand von der Sonne im 

dz 
Aphel ist 2 a ; für diesen Werth von z ist daher — - == 0. Somit haben 

et V 

wir: 

2 h^ 

Constans ^== 

2a 

oder 

Constans = — 

a 

und 

dz 



TZ a 



dt 

Die Zeit i*' — t^ welche nöthig ist, um von einem Werthe von z^ 
Z = ;?o» ZU einem anderen z = z" zu gelangen, drückt sich also durch 
das bestimmte Integral 



*" 
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auB. Es muss nan aber, damit nach dem Lamb er tischen Satze diese 
Zeit ^' — t dieselbe sei, wie in dem Kegelschnitte mit den Radien- 
vectoren r und r" und der Sehne x: 

sein. Wir haben ajso zunächst: 

f/ Af d/n 1/ £fdz 









In diesem letzteren Integral brauchen wir nur eine andere Integra- 
tion svariabele X einzuführen, indem wir . 

z -^ 2ax 

setzen; die Grenzen werden dann : und ^ — und 

4a 4a 

wir erhalten nach Aufhebung einiger Factoren im Zähler und im Nen- 
ner wieder den obigen Ansdruck : 

r- \-r'f-\X 
4a 



,, 2 a^/« r X d X 

~ ^ j ]/x — a?2 



r + r"—X 
4 a 

Diese Formel gestattet, abgesehen von ihrem theoretischen Interesse, 
auch manche praktische Anwendung, z. B. die Ableitung einer Nähe- 
rungsformel für a. Betrachten wir der Kürze halber die rechte Seite 

X 

des Ausdrucks als eine Function der kleinen Grösse ■- — , welche Func- 

4a 

tion wir mit/(x) bezeichnen wollen, so haben wir nach dem Taylor'* 

sqhen Satze 

/(x)=/Wo+^x-f..., 

a X 

d f(x) 
wobei /(x)o, . u. s. w. die Werthe sind, welche die Function und 

a X 

ihre Derivirten nach x für den Werth x = annehmen. Offenbar ist 

nun nach den Elementen der Lehre von den bestimmten Integralen : 

/Wo = 

(f/(x)o _ X 2 ^ 2a% 

dx Yx — ir2 4a fc ' 

17* 
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also 

h (f — == -a-' = . ^ 'xVfl, 

Vx — z^ 

r + r" . 

wobei für x die Grösse einzusetzen ist. Schafft man durch das 

4a 

Erheben ins Quadrat alle Wurzelzeichen fort, so erhält man fftr — fol- 
gende Annäherungsformel : 

1 1 x^ 

D.) ^ ^ 



4 a r + r^' 4.d^^ 

Diese Gleichung vemachläBsigt nur die dritten und höheren Poten- 
zen der kleinen Grössen x, kommt daher in den praktischen Fällen der 
Wahrheit recht nahe. Wenn man für denselben Zweck eine algebraische 
Gleichung höheren Grades ableiten will, so geht man besser von der 
Formel 



U V 7 ~ Ja 



aus, welche in den obigen Entwickelungen enthalten ist. Es sei zur Ab- 
kürzung 



\/l_J. 

V z 2c 



z 2a 
so wird nach den angegebenen Principien: 

2 ^ dz^ 2.3 ^ de^ 2.3.4.5 ^ 

wenn in Z und seinen Derivirten z = [/^ (r -f- ♦*") gesetzt wird. Allo 
Coefficienten von x in dieser Gleichung treten daher in der Form von 

Potenzen der zu bestimmenden Grösse , — . , welche wir 

Y r + r" 2a 
mit I bezeichnen wollen, und der gegebenen Grösse z oder r + ^" auf. 
Man erhält durch Differentiation : 

demnach, wenn die fünfte und die höheren Potenzen von x vernach- 
lässigt werden, für die | die Gleichung: 
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E.) -^'1/2 = x| — 



1 3C3|^ 1 X-^|- 



fr + r"\3 24 /r + /'\ 



F.) 



Aus I findet man die grosse Axe 2 a mittelst der Relation 

111 



; • ' 2a V2(r + r") §2 

Die Gleichung E.) bequem aufzulösen , schreibe man sie in der 
Form 

» A + »""X^ * 24 /r + r"\* 32 * 



/r + r" y 24 /rjfj;[^Y 



Die erste Näherung, mit der oben für - — gefundenen übereinstim- 
mend, ist 

welche in das mit x^ multiplicirte Glied für ^ eingesetzt wird, um eine 
genauere Lösung zu erhalten. Letztere wird wiederum in ^^ und |* sub- 
stituirt und das Verfahren so weit fortgesetzt, bis sich an den erhaltenen 
Werthen nichts mehr ändert. Auf. solche Weise erhalten wir unter An- 
derem die Näherungsformel: 

1/2 f d^^ -ö"'* 

^•^ ^= irr + '/'« TT+Zy ~ '^' ' /r + ry ' 

Diese Formel liefert in allen praktischen Fällen einen sehr ange- 
näherten Werth von | und dann von a, der für den Zweck der Verbes- 
serung von P und von Q (oder auch von Q und Q" bei Anwendung der 
symmetrischen Form) meist vollkommen genügt. 

Zur Erläuterung des Gebrauches der Gleichung G.) seien ge- 
geben: 

logr = 0,3307640 
%r" = 0,3222239 
hg X = 9,4525659 
^" — « = 21,93391, 

also 

logd'' = 9,5766974 
und 
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^' = 0,3773092 

Vi2 .^ ^ ^M.s = 0,0004692 
- Vs . ^' ;k 4 = - 0.0005878 

\~2~; 

Zo^f^ = 0,2745100, 
endlich nach Formel F.) 

loga = 0,4224425. 

Der strenge Werth von loga ist 0,4224391, wie man leicht durch 
Substitution in die Gleichung ^' = a'/*{d" — d — (sinö" — sind)} 
finden kann ; demnach beträgt der Fehler der Form G.) hier nur 34 Ein- 
heiten der siebenten Stolle, welche Genauigkeit für den Zweck der Ver- 
besserung der Hypothese mittelst der Gleichung A.) der vorigen Vorlesung 
vollständig ausreichen würde. 



Dreiundsiebenzigste Vorlesung. 

Bepeclinung der Elemente b, c, p und der mittleren Ano- 
malie der gewählten Epoche. 

Die halbe grosse Axe ist gewissermaassen das Hauptelement des 
ganzen Elementensystems, denn sie bestimmt die Umlaufszeit und es wird 
daher sehr häufig das Resultat, welches sich dafür ergiebt, mit einer ge- 
wissen Spannung erwartet werden, die bei dem Rechner erst nach Erlan- 
gung eines hinreichend sicheren Näherungswerthes nachlasst. Mit Rück- 
sicht hierauf ist es angenehm, gerade die Bestimmung von a an die 
Spitze gestellt zu sehen. Es fällt aber nachher die Berechnung der übri- 
gen Elemente, von welchen die Bewegung in der Bahnebene selbst ab- 
hängt, so einfach aus, und es liegt dafür nach den Entwickelungen der 
Vorlesung Alles so bereit, dass wir die dazu kaum noch nöthige Erläute- 
rung hier gleich anschliessen wollen. 

Aus a folgt zunächst d und d" mittelst der Formeln: 

sin V2 ö2 = r + ^'' - ^ 

stn 73 '2 = : 

4a 



J.) 
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Die Differenz Ä" — 8 ist zugleich auch die Differenz der excentri- 
BcheD ÄDomalien ^* — JBJ; folglich haben wir sofort die halbe kleine 
Axe & aus der Relation * 

6 sin 1/2 (J5" — je;) = 6 sin V2 (5" — d) = Vr7' siw V2 (v" — v). 
Ferner ist : 

HO — = l/l — e« = cos op, 

a 

wo 9? den Excentricitätswinkel vorstellt. Letztere Formel ist vortheil- 
haft bei grossen Excentricitäten , wie sie bei den periodischen Kometen 
vorkommen. Ist dagegen 9 klein, wie bei der grossen Mehrzahl der 
Planeten, so kann e zugleich mit der excentrischen Anomalie auf folgende 
Art gefunden werden. Man hat 

r 

ecosE = 1 

a 

r" 
ecosJEf' == 1 — — , 

a 

und durch Addition und Subtraction dieser Gleichungen: 

2a£cos V2 (E" + I!) = [2a — (/' -f r)] sec V2 {E" — E) 

' ' ' ' [2aes«n V2(-E" + -£?) = (r" — r) cosec 1/2 (-E" — -E)» 
aus welchen Gleichungen ^2 (E" + E) und also, da V2 (-E" — -E?) 
= V2 (Ä" — ^)» aiich E und JE" selbst sich ergeben. Endlich folgen 
noch M und ül" die mittleren Anomalien für t und ^". Ist nun dieser 
Theil der Rechnung richtig geführt, so muss 

werden. 

In dem Beispiel der vorigen Vorlesung würden wir, nachdem die 

Gleichung 

?J- = d" — ö - (sind" — sind) 

. durch den Werth \oga = 0,4224391 scharf berichtigt ist*) 

1/2 Ä = 370 42'31",55 
1/2 d" = 400 50'35",64 

finden. Die Anwendung der Formel H) würde darauf ergeben (da näm- 
lich v" — v = 7ö34'53",73 und also: 

%?> = ^09 , .^ y^ (g. ^ g) = 0,4089598 
ist), 

*) Dabei leistet der Gauss'sche Kunstgriff des logarithmischen Incrementes, wel- 
cher in der 8. Vorlesung auf die Keppl er' sehe Gleichung angewendet wurde, die besten 
Dienste. 
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log cos q> = 9,9865207 

ff = I4öl2'5",00. 
Werden dagegen die Formeln J.) angenommen, so erhält man: 
log2ae sinViiJEf' + 11) = 9,8823552« 
log2av cosVi(If' + E) = 0,0211831, 
d. h. unzweideutig, weil 2ae positiv werden muss, 

1/2 (-E" + -20 = 3240 0'20",09 

%2ae = 0,1131948 

löge = log sin (p = 9,3897257 

g? = U0 12'l",81, 
femer 

E = 320052' 16",00 

JE" = 327 8 24,18 

M =E —esinE =3200 52'16",00 + 31932",01 = 3290 44'28",01 

M'' = E^' ^ esin E" = 327 8 24,18 + 27454,94 = 334 45 59,12. 

Hier ist JIT' — J£=50l'31",ll, während ^^^-^^-^ == 5n'31",03; 

die Differenz der Prüfungsgleichung 0,08 deutet einen kaum merklichen 
Fehler der Rechnung an. 

Die Berechnung von v und v" wird nothwendig, wenn man die 
Lage des Perihels bestimmen will; man hat zu dem Zwecke die Formeln 

tang^/iV = tangl4:6^ + ^j tang'^/^E 

fang V2 vi' = fang ^45» + ^\ lang 1/2 ^", 

und dann die Prüfung, ob v" — v mit dem Werthe aus den früheren 
Rechnungen in Uebereinstimmung ist. Hier findet man: 

V = 3100 55'30",28 

v'' = 318 30 24,06 

in hinreichend befriedigender Uebereinstimmung mit dem oben angenom- 
menen Werthe v" -— v = 70 34' 53'',73. 

Für acosq)^ oder j?, den halben Parameter, ergiebt sich 

logp = 0,3954839. 

Die eben gefundenen Zahlen stimmen bis auf äusserst kleine Unter- - 
schiede mit denjenigen übereiu, welche von Gauss in der Theoria motus 
aus denselben Daten abgeleitet werden. 

Es mag noch die Bemerkung hier einen Platz finden , dass die Be- 
quemlichkeit des Verfahrens keine Ei"nbusse dadurch erleidet, dass r + r'\ • 
welches in dem Nenner der Glieder der Gleichung E.) und G.) der Vor- 
lesung vorkommt, klein wird. Wo dies etwa bei periodischen Kometen 
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in dem sichtbaren Theil ihrer Bahn der Fall ist, nimmt auch die Grösse | 
entsprechend ab, denn die letztere ist nach den obigen Entwickelungen 
der reciproque Werth der Geschwindigkeit des Körpers, d. h. eine Grösse, 
welche der Quadratwurzel aus dem Radiusvector umgekehrt proportional 
ist. Die Näherung, welche die genannten Gleichungen gewähren, wird 
demnach auch für solche Fälle eine sehr brauchbare sein. 



Vierundsiebenzigste Vorlesung. 

Die Gauss'scilen und die Enoke'solien Formeln für die 

Verbesserung der Dreiecksflächen. 

Aus der Kepp 1er 'sehen Gleichung folgt, für die erste und dritte 
Beobachtung angewendet, 

Jet 

-zr = E — esinE 

wobei die Zeiten vom Perihel an gerechnet werden, also ferner: 
-^.= E" — E — 2esin V2 (^' — ^ cos V2 (^' + ■^, 

oder unter Einführung des halben Parameters p : 

1) ^^VJ= «2 Yi _ e'2 {E" — E—2esm y, (E" — E)cos V2 i^'+E)}- 
Erinnert man sich nun der Formeln; 

sin V2 E Va (1 + ej= sin V2 v V^ 
cos 1/2 E Va (1 — e) = cos V2 v W 
sin 1/2 -B" Vajl + e) = sin 1/2 v" V^' 
cos V2 JE" Va (1 — e) = cos V2 v" yV\ 

so erhält man ohne Mühe 



Vp 

a 
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Subßtitnirt man diese Werthe von sin V2 (-^'" — -£) nnd cos Yj (J5"4- -E) 
in die obige Gleichung 1), so wird 

-d-'V^ = a2]/l — a2 {e" — E - sin (£f' — E) 

+ 2esin^/,(If' - ^J jcc^s V 2 (J^T' — JS^ — ecos^iiE" + E)]} 

= a^Vl — e2 



+ 



E** — E ■- sin (E" — E) 
2 sm V2 jv'' — V) cos \^2 (v'' — 1;) rr" 



= a2 Vi — e^ {L" — E— sin{E" — JE)] ^ rr"sfn(v" — v). 
Setzt man hier den aus 2) folgenden Werth von a ein, so ergiebt sich: 

y 1 /r ^ A^' - -g) - «n(^ - E)\ 

U \ sin^'iiE" — E)-' ) 

• ^^ — -;= — > i/p — rr am{y" — v), 

\ 

d. h., wenn wir, wie früher, unter ij' das zugehörige Verhältniss 

verstehen : 

4) ^ _ ( E!'-E- sin (If' - E) \ 

' . \ sin 1/2 (£" — ^' / 



Sector 



. f-_ 



#' 



ij" 4- «•' ij'. 



I2 cos 1/2 (u" — V) y77'\ 

« 

Aus letzterer Gleichung würde sofort dej* Werth von i^' zu ermit- 
teln sein, wenn nur der Factor: 

E'* — E -^sin (E^' — E) 

sin ^f^\E*' ^ Ef 

bekannt wäre. Von der Bestimmung desselben hängt also die Verbesse- 
rung der Hypothesen vorzugsweise ab. Zieht man noch die Gleichungen 

r = a (1 — ecosE) 
r" = a(l — e cos H") 
zu Hülfe, so erhält man zunächst 

^ _|_ /' _ 2a [1 — ecos^k{E!' +- E) cos\'2(J^' — ^] 
und dann durch Einsetzung des aus 3) folgenden Werthes für ecos V2 (-E"+^) 
r + r" = 2asin^/2(E''-'Ey + 2cosy2(v" — v)Vr?^cosy2iE"—E) 

= ^Ii:i^y^ ^'''-''^\ 2cos^h(v^'^v)VW'[l^2siny,{E'^-Er} 

— 2#'«1j'2 ( 1 77— V 

\2cosyAv" — v)Vrr"J 
+ 2COSV2 (v" — v)\W' {1 — 2sin^U{E" — E)}, 
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also eine Gleichung zwischen sin V4 (J5J" — JS)^ ij'^ und hekannten Grös- 
sen. Nach der. ersteren der beidei^ Unbekannten aufgelöst liefert sie: 

5) . . . . siny.iH' - E)^ = »'ir,'^(-——l -^ 

\2cos^/2(v — v)Vrr"/ 

__ r -^ r'' — 2 cos V2 (v'' — v)Vr? ' 
"~ 4 cos V2 (v" — V) 1/iV' 

Jetzt braucht man nur noch den in 4) vorkommenden Factor: 

E" -- E ^ sinilf' — E) 
sin V2 (^" — Ef 
in eine nach Potenzen von sin ^/^ {Ef' — E) fortschreitende Reihe zu 
verwandeln, um in den Gleichungen 4) und 5) eine Lösung der uns be- 
schäftigenden Aufgabe, Verbesserung der Dreiecksflächen ohne Zurück- 
gehen auf die Bahnelemente selbst zu haben. Gauss führt die verlangte 
Reihen entwickelung in der Theoria motus etc. art. 90 in folgender 
Weise aus. 

£s sei zur Abkürzung 

2 g — sin 2 g 



sin g^ 



X 



also 



sin Vi g^ = X' 
DifTerentiirt man sowohl X als auch x nach g, so wird 

SXcosg sing^ + sing^— — = 2 — 2cos2g z= 4smp*^ 

dx / . 

dX 
dX dg 8 — eXcosg 



dx dx sing^ ' 

dg 

und d&cosg=l — 2sin'^l^g'^=l — 2 aj, sin g^=l — cos g'^=4:x(l — x) 

dX^ ^ — SXjl — 2x) 

dx ~~, 2 a? (1 — x) 
oder auch: 

6) (2 a? — 2a;2) 4^ = 4 — (3 — 6a;) X 

dx 

Nimmt man nun an , die Reihenentwickelung von X nach x habe 
die Form 

X = V3 (1 + «a? + /3a?2 4. yaj3 + «a?* + • • .), 

worin a, /3, y^ d constante Coefficienten sind, und substituirt aus dieser 
Form in die Gleichung 6), so erhält man: 



n 
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% {«« + (2/3 — a) a?2 -f C^S y — 2/i) a;3 4. (4 Ä _ 3y) a;4 _j. . . .} 
= (8 — 4a) a;+(8a — 4/3) x^ + (Sß — 4y) x^ + (Sy — 4.Ö)x^ + -"X 

und nach dem bekannten Fundamentalsatz für die Methode der unbe- 
stimmten Goefficienten : 

6^8 10^ ^ 12 

«=y, /3 = y«, y = —ß, « = — yu. s. w. 

Wir haben also folgende Reihe: 

^ 2g — sin2g 4 4.6.,,,, 4.6.8 . ,, , . 
7^ sing^ =3 +375^^^^/^^' + 375:7^^^^/^^' + '"^^' 

Die Gleichungen 4) und 5) nehmen durch Einführung einer von der 
Sehne x zwischen den beiden Radienvectoren abhängigen Uülfsgrösse 
eine noch etwas bequemere Gestalt an. Setzt man nämlich : ■ ' 



— -- = smip, 

r -f- r 

wodurch zugleich : 

(r 4- r'y sin <p'^ = x« = r^ + r"2 — 2 r r" cos (v" — v) 

= (r + ry — irr" cosVAv" — r)^ 
d. h. 

2 cos 1/2 (v" — y) Vr r" = (r + r") cos g?' 
sich ergiebt, so gehen die Gleichungen 4) und Ö) in die folgenden über: 

8) smi'4(E" - E)^ = dJ^r,'' ( , ■ l ^Y" '^ ''' T'"' . 

\(r 4- r')costp/ eostp 

9) ^' - *'ij' + jl + ItI s<" V* (-E" - -B)* 

3.5.7 ^^ ^ i \(*" + r) cosq)'/ 

Was nun die Auflösungen dieser Gleichungen betrifft, welche Gauss 
durch Hülfstafeln sehr erleichtert hat, so genügt für unseren Zweck fol- 
gende Bemerkung. Die Glieder der Gleichung 9), welche sin V4 (J^' — -^0^ 
und die höheren Potenzen dieser Grösse enthalten, bringen, da sie sämmt- 
lieh mit dem sehr kleinen Factor dritter Ordnung 

/ ^t y 

\(r + /') costpy 

multiplicirt sind, Grössen der fünften, siebenten u. s. w. Ordnung hervor. 
Man wird deshalb aus der cubischen Gleichung 

\(r + r") cos(p'J « ^ ' ^ y(y _[.. /') f.Qg (p'j 

eine brauchbare Annäherung für ^' ri' gewinnen, welche dann ihrerseits 
in Gleichung 8) eingesetzt, einen Werth von sin ^j^iJSf' — ^^ liefert. 
Letzterer kann dann wieder zu einer strengeren Lösung der Gleichung 9), 
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indem man ihn in den vorher vernachlässigten Gliedern snhstituirt, he- 
nutzt werden. Dieses Verfahren begründet auch im Wesentlichen die 

Gauss' sehen £nt Wickelungen und Hülfstafeln für log—, (oder logy^ der 

Theoria motus corp. coel.), in Betreff deren wir aber auf das Gauss 'sehe 
Werk selbst verweisen zu dürfen glauben. 



Fünfundsiebenzigste Vorlesung. 

Portsetzung der Ent Wickelungen von Encke zur Bestim- 
mung der Dreiecksflächen. 

Das am Schlüsse der vorigen Vorlesung erwähnte Gauss 'sehe Ver- 
fahren zeichnet sich dadurch aus, dass es noch für sehr grosse 'Zeitinter- 
valle seine Convergenz bewährt. Da aber in den praktischen Fällen 
diese Eigenschaft der meist nicht grossen Zwischenzeiten wegen nicht in 
solchem Grade verlangt wird, so dürfte die Encke' sehe Auflösungsart 
der Gleichungen 8) und 9) ihrer grösseren Einfachheit wegen in den 
meisten Fällen etwas grössere Bequemlichkeit besitzen. 

Encke substituirt den Ausdruck für sin'^/i(E" — E)^ aus 8) in 9) 
und leitet dann vermittelst der Umkehrung der Reihen eine nach Poten- 
zen der Grösse 

(r + /')«' 
welche wir im Folgenden mit v'2 bezeichnen wollen , geordnete Ent- 

wickelung von log — (oder logy' der Encke 'sehen Bezeichnung) her. Es 

V 
wird auf diese Weise zunächst: 

10) ^' = d'v + (4 + ^^^'^n'' • -^« 

'^13^3.5 ' cos qp'» 



cos g?'* ^^ 
3.5 cos 9' "^3.5.7 ' costp'^ ^^ 



3.5.7 ' cos(p*^ -O"'« cos q>' 

+ o \ 'l sw^',q>'^ + . . . j _J:-L ^'8. 
o . . 7 J cosqy^ 
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Setzt man nun 



log nat. -^ = a v' + /3 1/2 4. y v'3 ^ 5 ^'4 -j_ . . . 



n 

worin (X, /3, y^ ä etc. die nach der Methode der unhestimmten Cogfficien- 
ten zu suchenden Zahlenfactoren yorstellen, so muss, wenn e die Basis 
des natürlichen Systems ist, 

« 

+ -J— (av' + ßv'^ + y v'3 + Äi;'4 -|. . . .)2 _|_ . . . 

1 • ^ 

1 

sein. Man erhält somit, nachdem für —f sein aus 10) folgender AusdrucV 

gesetzt worden ist, zwei nach Potenzen von v' fortlaufende Reihen, die 
einander gleich sein sollen, in denen daher die CogfQcienten gleicher Po- 
tenzen übereinstimmen müssen. Führt man die leichte, nur etwas weit- 
läufige Entwickelung wirklich aus, wobei noch gleich cos (p*= 1 — 2 sin V2 ^'^ 
gesetzt werden kann, so wird : 

« = 

/3 = — -f y sin 1/2 g>'^ + -3g- sih Vj g?'4 ^ . . . 







d = 


- — 


32 
5 


4 
9 




736 
35 


i überhaupt: 












log nat — 

n 


4 
3" 


'2 + 


32 
5 


{sin V2 



— sin V2 g> -^ — 



, 736 / . ., ,. 89 . ,. ,, ,, , 799 ,A ,^ . 
■^ "35" V ^ '^ ^ ^ 69 ^^** ^^ ^ "*" 1863 y + • ' 

Da sin */2 9' eine kleine Grösse der ersten Ordnung ist , so sind die 
einzelnen Glieder dieser Entwickelung der Reihe nach von der zweiten, 
vierten, sechsten u. s. w. Ordnung; sie werden daher auch am zweckmäs- 
sigsten in derselben Reihenfolge zur Anwendung gebracht. Encke hat 
eine kleine Tafel berechnet, in welche man mit dem Argumente log cos tp* 

einzugehen hat, um die Coefficienten in der Entwickelung des log hrigg —j 

in Einheiten der siebenten Decimalstelle zu finden. Der grösseren Ein- 

fachheit wegen läuft die Reihe nach Potenzen von r-r oder ; rp-r 

k^ (r + r y 

fort. Sie ist in unserem Anhange mit unwesentlicher Aenderung der Be- 
zeichnung aufgenommen. 

Sobald ri' bekannt ist, wird auch die Bestimmung der Elemente a 
und e, sowie der wahren Anomalie v, welche von dem Argumente der 
Breite abgezogen werden muss, um 7t — ß zu finden sehr leicht, wie 
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hier gleich bemerkt werden mag. Denn man hat für den halben Para- 
meter p die Gleichung: 

V r" sin iy" — v)\^ 



(r r" sin (v" — v)y 
^ = \ ^'V /" 



also, wenn (p den Excentricitätswinkel bedeutet, 

ausserdem ist nach den vorhergehenden Entwickelungen : 

cosq)^ cos(p 

und auch: 

h sin V2 (^" — E) = Vr?^sin 1/2 (v" — v) 

oder • 

si7i V«» (v" — v) 1 / — 77 
a cos w =z . ,7)^» =r Krr . 

Aus der Relation 

= P 

1 + ecosv 

kann dann sofort auch t' bestimmt werden, gleichwie man die Formel 

r = a (1 — ecosE) 

gebrauchen kann, um E und dann die mittlere Anomalie M zu bestim- 
men. Wendet man dieselbe Bestimmungsart auch noch für v", E" und M" 
an, so hat man dieControlen der Rechnung, dass die Unterschiede v" — v, 
JEJ" — E den vorigen gleich werden müssen, und dass die DiflPerenz 

Je (t" — t) 

Die Grösse ri' bildet auf diese Weise, wie man sieht, auch gleichsam 
den Sqhlüssel zur Lösung der Aufgabe, aus .den beiden Radienvectoren, 
dem eingeschlossenen Bogen und dem Zeitintervall die Elemente der Be- 
wegung in der Bahn zu finden. Für die Verbesserung der Hypothesen 
dagegen ist ^' nicht nothwendig, sondern nur die dem Intervall t" — V 
entsprechende analoge Grösse fi und das dem Intervalle t* — t entspre- 
chende rf\ da die den Hypothesen zu Grunde zu legenden P und Q in 
folgender Weise definirt werden : 



M'* — M = ^3^1 sich ergeben muss. 



n 



Es ergiebt sich nun aber, wenn man die Gleichungen: 
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P 

— = 1 4- ecosv 

r 

P 

^ = 1 + ecosv' 

r 

^ = 1 -f ecosv" 

der Reihe nach mit sin (v" — v'), — sin (v" — v), sin (v' — v) multi- 
plioirt, addirt und eines häufig angewandten Lemma sich erinnert, 
sin (v*' — i;') — sin (v" — v) + sin (v' — v) 



P= 



— sin (v" — v') y sin (v" — v) -\ — jj- sin (v' — v) 

r T r . 



/r"sin(v'' — v') — rr'* sin(v" — v)-\-rr*sin(v' — v) 

4 sin Vj (v" — v') sm Va (^" "~ ''^) **^ ^^2 (v' — v) , „ 

= ; j-f ; K , rr r 

w 4- n — n 

und demnach ferner nach einer leichten Beduction des Ausdrucks für Q: 

V y • ^n ' ^^g Y^ (^// __ yf^ c^g ^2 (v'' — V) COS V2 (l^' — V) ' 

Bilden wir dagegen die Hypothese, wie in Vorlesung 54, d. h. nach 
der Definition: 

n' »' \ ^ 2r'V' 

w' "~^ V 2r'V' 

so wird offenbar: 

i o 4. £1' o" _ il £!1^ L2 

Q,< V i- ^ V — ^ /' cos Vä (v" — V) cos 1/2 (v"— u)cosVs(u'— u) 

und es ist folglich auch hier Alles bei der Verbesserung der Hypothesen 
auf die Ermittelung von r^ und r^" zurückgeführt. 
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Sechsundsiebenzigste Vorlesung. 

Hansen' s Formeln zur Verbesserung. 

Wie wir früher(Vorlesung65u.f.) Hansen 's Formeln für die Durch- 
rechnung der einzelnen Hypothesen kennen gelernt haben, wollen wir jetzt, 
im Anschluss daran, seine Verbesserungsart der Hypothesen mit unwesent- 
lichen Modificationen in der Bezeichnung hier wiedergeben. Es ist dies 
um so Wünschenswerther, als Hansen den auf dieses Capitel bezüglichen 
Reihenentwickelungen einen noch erheblich höheren Grad von Conver- 
genz gegeben hat. 

Es sei der Kürze halber: 

F = Vj iy" + v), f = 1/, {y" — v) 
a' = 1/2 (B" -\- E), g' = V, {E' - n 
SO geben die bekannten Gleichungen : 

Vrcos V2 "^ = Va (1 — e) . cos V2 E 
Yrsin V2 V =Va(l-\-e), sin Y2 ^ 
W' cos V2 v" = Va (1 — e) . cos Va E" 

V7' sin 1/2 v" = Va (1 -f e) . sin V2 ^', 
sogleich 



VrV' cosi* = acos (r' — aecosg* 

yrr^ cosf =^ acosg* — ae cos G\ 
oder 

a) ecosF = .- — cosg' — cosf 

b) : ecos & = cos^ — cosf. 

a 

Ferner hat man, da 

P 

— = 1 -\-ecosv 

r 

^=: 1 + ecosv" 

ist, 

r 4- r" 

i? JT" = 2 + 2 ecos F* cosfy 

rr 

und wenn für e cos F sein Werth aus Gleichung a) gesetzt wird. 

2rr"sm/'2 

r + r" — 2 cos g' cosf \r r'' 

Klinker fa et, theoretisohe Astronomie. jg 
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Nun ist aber 

-^' 7^' Vp = 2 rr" sin i/.,/ cos y,f\ 

also 

1 0'-' 

\ ^_ , . . - • 

°^ n'^~ 2rr" cosf'^ (r + r" — 2cosg* cosf Vrr'O 

^ Zieht man die Gleichang 

4^ = i;" — csm JS" — {E — esin E) 
oder 

—rr- = 2 ö' — 2ecos& sin g* 

zu und eliminirt e cos Cr* durch Einsetzung seines Werthes aus b), so er- 
hält man : 

^' c f . n ^ 2]/^ . , ., 

—^ = 2 flf' — s«n 2 flf' stn g cosf , 

Da nun in Folge der Gleichungen 

r r" 

— = 1 — c cos i?, — = 1 — e cos JSi", 

a a 

r 4- r" 

— ^- = 2 — ■ 2 e cos Ö-' ccs^' 

a 

wird und ferner durch Elimination von e cos & mittelst b) 

1 2sm g'^ 

« r -\- r" — 2cosg* cosf^Vn^*' 

so hat man unter Berücksichtigung der Gleichung c) 

. J^ j_ 2rr" smg'^ cosf^ 

^ 17 ~~ W^2 

Mittelst dieses Ausdruckes kann man a aus der oben für -^rr- gefun- 
denen Gleichung eliminiren; wenn dabei zur Abkürzung 

fn ' ' — 

{2cosfVrr"y 
gesetzt wird, so erhält man: 

, 2 g' -- siH2g' _ 1 1_ 

®^ ^^ ' sing*^ "" V3 ■" ^'2* 

Es muss nun, um rj' zu finden, g* zwischen den Gleichungen c) und 

e) eliminirt werden, zu welchem Zweeke später wieder eine Reihenent- 

... 2 p' — sin 2 g' 

Wickelung von : — jr, ausgeführt wird. 

• stn g 
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Zunächst aber kann man die Gleichung c) durch Einführung von Hülfs- 
grössen auf eine einfachere Form bringen. Dieselbe geht über in : 

1 4:m' co$fVri^ m' 



V'' r + r" - 2cos^ cos/V^ r + f^' _ 



Es sei deshalb 



V = '' + '" - 1/ 
icosf'VTT' ' 



so hat man Gleichung c) in der einfachen Form 

f) J-_ aiL 

^ i?'2 ~V + sin 1/2 g'^ 

Um die Hülfsgrösse V etwas bequemer berechnen zu können , setze 
man noch nach dem Vorgange von Gauss: 

Hierdurch wird 

Li=^ = 2 + 4:tang2c3^ 



oder wenn 



_ sin^if^ , tang 2 o« 
^ ~ cosf "*" casf ' 

tang 2 o 



gesetzt wird, 



, ^ (sec a sin V2 /)' 
cos/' 



18* 
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Siebeniindsiebenzigste Vorlesung. 

Fortsetzung der Hansen'schen Entwiokelimgen für die 

Verbesserung der Hypothesen. 

Nach dem Vorhergehenden handelt es sich darum, die beiden Glei- 
chungen 

1 _ ni 

rf^ ~ r -f sin Va g'^ ' 
.\ 1 1 ^ ^gr-sm2g' 

^^ ri'^ ri'^ sing'^ 

in Beziehung auf vi' aufzulösen. Hansen bemerkt hier, dass die Gaus st- 
äche Reihe für : — jz durch eine andere noch weit stärker con- 

stn g^ 

vergirende ersetzt werden könne. Es sei 

2 g — $in2g = 8T sin V2 9^ cos 1/2 g, 
80 erhält man durch Differentiation: 

4 sin V2 g^ cos ^/-i g^ = 3 T sin 72 9^ cos V2 g 

2 dY 

— r sin V2 g^ H — - — sin V2 g^ cos 1/3 g. 

Setzt man ferner 

y = fang V2 9^, 
also 

dy __ sin V2 g 
dg cos V2 g^ ' 

und berücksichtigt, dass 

dT 
dT _ dg 
dy ~ dy ' 

dg 

80 erhält man die Gleichung: 

4-r(3-y)=^(23, + 2y'). 
Macht man hier wieder, wie früher, die Annahme, dass 

r=| (1 -f ay + ßyi + yyä -|- Äy4 + . . .), 
80 bestimmen sich die Coefficienten a, ß, y, S etc., wie folgt: 
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a 


4 
20 


- 


ß 


4 

28« 




y 


20 







44^ 
u. s. w. 
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in der Weise, dass man jedesmal den Zähler um 8 Einheiten algehraisch 
zu vermindern, den Nenner diegfer negativen Brüche um 8 Einheiten zu 
vergrössern hat, um den des folgenden Coefficienten zu erhalten. Sub- 
stituirt man die für Y angenommene Form, so wird jetzt: 

2 g — sin 2 g 4 



(l + jtgy.g' 



sin g^ 3 cos Y2 g^ 

Von dieser sehr stark convergirenden Reihe macht indessen Hansen 
hier keine Anwendung, sondern hält sich an die Gauss 'sehe Eutwicke- 
lung. Setzt man in Gleichung g) diese Entwickelung nach Potenzen von 
sin Va g' ein und für letztere Grösse den aus f) folgenden Werth 

Sin 1/2 9' = ni' i^'a — l\ 
so erhält man: 

5 00 

Diese Entwickelung ist einschliesslich der Glieder sechster Ordnung 
richtig, da ofifenbar l und m Grössen der zweiten Ordnung sind. 

Nimmt man jetzt an, es bestehe eine Entwickelung von der Form: 

-^ = 1 + am' + /3w'2 + ym'» + • • • 
V 

+ ß'm'V + y'm'H' + • ' • 

substituirt in die obige Gleichung für "75 (-7 — l) und setzt die Coeffi- 

cienten der gleichartigen Potenzen und Producte von m und l einander 
gleich, 80 findet man : 
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4 
« = 3 

ß = -l — 2 «» 
5 

y = 35 -T"-*"^-"' 

^ 5 

/ 128- . », 

y' =- — -iaß 

„ 64 

»' = Tö' 

1^' ^ 3 ^ 45 945 

Um die Glieder dieser Reihe zu grösserer Convergenz zusammen- 
zuziehen, setze man 



demnach 



w' = |-Ä + äT; 



sie wird dann 



1^' ^9 81 ^ 5103 ^ 63 105 

Es sei aber noch ferner: 



Ä = A -j-^A^ 



80 wird: 



V ^9 5103 ^ 63 105 

Da nun auch A offenbar eine Grösse der zweiten Ordnung ist, so ist 
bis auf Glieder sechster Ordnung, welche noch dazu kleine numerische 
Coefficienten haben, genau 

' 1?' ^ 9 

Man hat aber femer nach dem Vorhergehenden: 



i = 
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h h h 



^9 ^9 ^9 



.+^ .+^» 



1 + 



also für — die Entwickelung in den Kettenbruch 



1 + —h 



1+H. 



1 -|- etc. 



wobei Ä die sehr kleine Grösse zweiter Ordnung ri — j--y/ vorstellt. 

Die in allen Fällen praktischer Anwendung ausserordentlich starke 
Convergenz'des vorstehenden Kettenbruchs lässt den Gebrauch von Uülfs- 
tafeln ganz entbehrlich erscheinen. 



Achtundsiebenzigste Vorlesung. 



Anwendung der Reihenentwickelungen für . . — r- für 

Ellipsen und Hyperbeln, deren Exoentricität nahe gleich 

der Einheit wird. 

Nach Vorlesung Zwölf haben wir, wenn 

|. 4- r" — X 



sin V2 «"2 = 



4a 

»• + »*" + ^ 



4a 
ist, 

Ä" - smÄ" - (Ä — sind) = ^ ^^'^yT" ^^ 
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„ho, «enn liu Mal 






r + r" + « 
° 4. ■■„./.«"" 


ein •ndirei Mal 






r + r" - « 


gesetzt wird. 




«" - linS" , , , 


.- «-»»«,. , .„ 



3 Ä" — sind" , , j, , ,,. . 3 Ä — Sin S ' ^, 

4" «.„./.y- ■('•+'-"+')'--7Ti^ipr('-+'"— '*="*(''-')■ 

' Da uUD bei sehr geetreckteo Ellipsen d und i" aehr klein werden, 
so laBsen sich die Factoren von {»■ + /' + xf* und (r + r" — x)"4 
sehr bequem durch die GauBs'sche und HanBen'sche Reihenentwicke- 
lung, welche wir in den vorhergeheuden Vorlesungen kennen gelernt 
haben, ausdrücken. 

Die Gauas'sche liefert uns: 

/, , 6 . ö"» ,6.8. d"* , 6.8. 10 . d"« , \, , <,,„-.% 
^l+_,«_+_,,„_+__sm— + ...)(r+r+.r' 
= 6 Ä ((" — 0- 
NachHanBen'BReibenentwickelung dagegen erhalten wir mit einem 
wegen des Zeichen Wechsels sowohl als wegen der kleineren Coef&cienten 
noch weit höherem Grade von Convergenz 



/, , 1 , 8'"' 1 ^ Ö"* , 3 , «"« 3.5 , 5"8 \ 

cos -— - 

cos -j 

Den sogenannten Uebergang von der Ellipse zur Parabel und ebenso 
den von der Hyperbel zur Parabel haben wir hier in der Formel 
fi"(r + /' + iCff' — nir + r" — 3f)'i'' = 6fc.{(" — f), 
worin die Factoren (i und ^" aus r + r" und x berechnet werden köa- 
hqh, wenn a bekannt ist. Zwar wird für die Hyperbel a negativ , also 
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sin — - und sin— imaginär; da jedoch die vorstehenden Reihenentwicke- 

lungen für /Li und fi" nur gerade Potenzen von sin -— und tg -r- enthalten, 

welche sämmtlich reell hleiben , so ist die für die ' Ellipse zu führende 
Rechnung auch für die Parabel anwendbai*. Zur Construction von Tafeln, 
aus denen sowohl log fi als log /Li" zu nehmen sind, empfiehlt es sich, sin x^ 
unter Zulassung von negativen Werthen zum Argument und den Loga- 
rithmus der Reihe 

1 x^ 1 a;* , 3 x^ 



COS V2 «' 



3.5 ^ , I 

5.7.9.11 ^2 =t ' * * I 



zur Function der Tafel zu wählen. Im Anhange findet sich eine solche 

T \ T \ X 

Tafel, welche, wenn man mit hineingeht, log u'^ liefert, in 

4a 

der nöthigen Ausdehnung berechnet. 

Wir wollen hier noch zeigen, wie diese Tafel im Verein mit der 
Barker'schen zui* scharfen Bestimmung der wahren Anomalie v bei 
grossen Excentricitäten gebraucht werden kann. 

Wenden wir die oben gefundene Gleichung auf zwei zum Perihel sym- 
metrisch gelegte Punkte an, setzen also 

r" = r, v" = — V, 3C = 2r8inv, 
so erhalten wir 

{ft" (1 + smv)% — .fi (1 — sinvy^} 2^f*. r% = GJc(t'' — t), 

oder wenn für die Einheit cos ^/a v^ + si» V2 "^^ 1 ^ür r sein Ausdruck 
durch die Periheldistanz q, die ezcentrische Anomalie E und durch v 

_ cos Va jgg 

^ ~^' cos V2 V2 

gesetzt wird, 

- !>■" (1 + tg Vs «)' - F (1 — <i/ V2 «)' 

= ft" - ^+3 öt" + f.) <fli 1/2 V + 3 (ft" - (t) <</ % V« + 0»" 4- *t) <<7 'A V' 

3Ä A 

y2 33 cös V2 ^^ 
oder 

1) . . . . i/e (fi" - fi) + V2Ö*" + f*) <^V2V + V«(f*" - f*) <i/ V2V^ 

wenn r das dem Bogen 1/9 (v" — v) entsprechende Zeitintervall bedeutet. 
Für die strenge Parabel wird fi" = fi 1= 1 und die Gleichung geht 



« 
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in die bekannte über, welche der Barker^ sehen Tafel zu Grunde liegt. 
Setzt man: 

fang V2 "^ == «**** Va ^ + cos V2 ^ ^^'^9 Va w? 

sin Va (w^ — !^) 



so wird: 

tang Va w + Vs ^«'^ö' Va w?^ = 



cos i/a w^ 



(2 qf* Va (f* + f*'0 cos Va ^^ cos Va t' 

+ Vstgy^i^. 

Hiernach wird man w aus der Barker 'sehen Tafel mit Leichtigkeit 
erhalten. Man berechnet die mittlere Bewegung M wie bei der strengen 
Parabel, multiplicirt dieselbe mit dem Factor 

2 

; — 7, . sec Va E^ . sec Va ^^ 

und addirt wegen der bekannten Einrichtung der Barker'schen Tafel 
noch die Grösse 

öOf^Va^. 
Zu dem so corrigirten M schlägt man in der Barker'schen Tafel 
die Anomalie auf; der aufgeschlagene Winkel wird w sein und durch die 
Gleichung 

. 1 / sin Va (w' — ^) 

tang Va ^ = ^. 

cos Va w^ 

die gesuchte wahre Anomalie ergeben. 

Die Grössen E, ft und ft" können als gegeben angesehen werden, da 
sie immer ganz leicht und hinreichend scharf aus den gewöhnlichen Me- 
thoden zu erhalten sind. Ist v annäherungsweise bekannt, so kann für 
E die Formel 

tang Va E = tg V2 v • l/f^ 

zur Anwendung gebracht werden; im anderen Falle findet sich JE hin- 
reichend genau aus der Kepp 1er 'sehen Gleichung und dann v direct 
durch das obige Verfahren. Die Grössen ft und ft" folgen auf einfache 
Art aus E. Das Argument für die erstere Grösse wird : 

—^ =— ^- — = y2(l—ecosE) — y2yi — e^.sinE 

oder, wenn der Ezcentricitätswinkel q) eingeführt wird, 
= ^/a (1 — sin <p cosE — cos (p sin E) 
= s«w[45o — Va(9> + -B)? = sin y^ (90^ — (p — JS)^, 
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Analog hat man 

r 4- /^ + X _ _ ^^^^^ Vi — e» . s«w Jg? 

= V2 (1 — ^*W9 cösJBT + cos 9? sin'E) 

= sin [450 — Vj (9? — ^]2- = sin 1/4 (90<» — qp + JE)« 

Mit den Argumenten sin [450— Va (9? + J?)]^ und sin [450— Va (9?— J?)]^ 
also hat man log fi und log fi" aus den Tafeln zu entnehmen. Wenn uns 
solche Tafeln fehlten, so würden wir nach den Formeln: 



3 



. f* = sec 1/4 [90« - (9> + E)V jl + V^tg^d^O^ -^ ((p + E)] 

"■ 5T7 ^^'/* f^^' - («P + ^]* ± •• j 
/t"= scc V4 [900 - (9, - E)]2 jl + y^tgy, [900 - (9, — £)]i 

-5^^i7V4[90«-(9-is;)]4 + ...} 

rechnen. 

Noch etwas hequemer wird die folgende Form, einen Näherungs- 
werth V zu verbessern, wobei man wieder, wie in Vorlesung Zehn, von 
den BesseTschen Tafeln ausgehen kann. Man berechnet aus dem wie 
für eine strenge Parabel bered^neten itf der Bark er' sehen Tafel die Grösse 

0." + luos % ES - '' ^ (^ + 3'^ V.-') 

und schlägt in jener Tafel das derselben entsprechende v auf. Auf die 
hier vorkommenden Grössen sind die kleinen Fehler im Betrage von 
etlichen Bogensecunden, welche die Bessel' sehen Tafeln für einen An- 
näherungswerth übrig lassen, so gut wie ohne Einfluss; man wird also 
mit deren Hülfe v bis auf wenige Secunden, E bis auf kleine Bruchtheile 
von Secunden genau haben, so dass die Berechnung des vorhergehenden 
Ausdrucks keine Schwierigkeit bietet. Nehmen wir das Rechhungsbeispiel 
aus Vorlesung Zehn für den Halley' sehen Kometen hier noch einmal 
vor, so geben die Bessel 'sehen Tafeln die Annäherung 

V = 990 59'59",45; 

wir benutzen aber mit Absicht den viel fehlerhafteren Werth 

^ . V = 99« 59' 50", 

i^ welchem 

y^E = 80 41'18",08 

^ log cos 1/2 E = 9,9949875 

j" ■ 

entspricht. Wenn wir noch den Excentricitätswinkel zu gi'össerer Schärfe 
aus der Formel 

sin 1/2 (900 «. qp)2 = 1/^ (i _ e) 

I suchen, so finden wir: 
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Vi (900 _ y) -- 70i8'25",96 

V* (900 _ g, 4. ^ = 7 59 52,02 
V4 (900 — 9 _ jE?) = — 41 26,06 

fi" = 1,0237555 
(i = 1,0001686 

. f 2Jlf I 

'^^ 7-?r-[ — X r;-^ = 2,1246007 



25^ '^ 



1 + 3 fö' V2 v^)| = 0,1854348, 



'"^ r- /*" + f* 

und dann unter Anwendung der Dififerenzlogarithmen das Argument der 
BarVer 'sehen Taftel: 

2,1195758. 

Hierzu gehört die wahre Anomalie: 

V = 990 59' 59",97, 

was bis auf eine nicht zu verbürgende Grösse mit der früheren Lösung 
und der der Theoria motus corp. coel. übereinstimmt 

Die vorstehende Methode empfiehlt sich also als ein recht bequemes 
Hülfsmittel zur Verbesserung der aus den Bessel 'sehen Tafeln zu ent- 
nehmenden Werthe von v. Bei Berechnung von Ephemeiiden genügt es, 
diese Verbesserung in grösseren Zeitintervallen zu bestimmen und die 
Zwischenzeiten zu interpoliren. 



Neunundsiebenzigste Vorlesung. 

Anwendung der allgemeinen Lambert 'sehen Qleiohung 
für die Verbesserung der Hypothesen. 

Wenn man einen Werth der halben grossen Axe a bestimmt hat, 
welcher die in der vorigen Vorlesung entwickelte Gleichung: 

ft" (/' + r + «)% — ii (/' + r — x)% = 6 A; (<" — t) 

ft 
befriedigt, so kann daraus ganz leicht die Verbesserung der Grössen -7 

und -7- hergeleitet werden. Denn bestimmt man nach der vorstehenden 

Gleichung das zwischen dem ersten und zweiten Orte liegende Zeitinter- 
vall f — t, indem man die Radienvectoren r und / und die beide ver- 
bindende Sehne einsetzt, so muss man die gegebene Zeit wieder erhalten. 
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wenn die für -^ gemachte Annahme richtig war; ein Gleiches findet in 



w" 



n 



n 



Beziehung auf if' — ^t' statt, wenn — j richtig angenommen war. Umge- 

kehrt deutet ein Unterschied zwischen den nach der allgemeineren Lam- 
bert' sehen Gleichung berechneten* Intervallen, welche wir mit \i' — <] 
und \i" — t'] bezeichnen wollen, von den gegebenen an, dass die Ver- 

w" n 

hältnisse —r oder c", — r oderc, welche wir bei der Hypothese zu Grunde 
n n 

legten, der Bewegung in dem durch den ersten und dritten heliocentri- 

sehen Ort gelegten Kegelschnitte nicht entsprechen. Es ist einleuchtend, 

und 



[<' - 1] [t" - n 

w" n 

Yerbesserungsfactoren für — j- und -7 beziehungsweise sein werden , mit 

n n 

welchen man die angenommenen Werthe multipiiciren muss, um die ver- 
langte (Jebereinstimmung zwischen t* — t und \t' — f] sowie zwischen 
<" — t* und \i!' — f\ zu erreichen oder wenigstens derselben um eine 
Ordnung näher zu kommen, da bis auf die Glieder höherer Ordnung die 
Sectoren zu den Dreiecksflächen bei dem nichtverbesserten Kegelschnitte 
in demselben Verhältnisse stehen werden, wie bei dem verbesserten. 

Bei der vorstehenden Art, die ' Hypothesen zu verbessern, hat man 
nur einmal eine Grösse durch Versuche zu bestimmen, nämlich a aus 
dem Intervall i!' — ^, aus r, r" und x. Wir fanden früher eine brauch- 
bare Näherungsformel, von welcher wir bei den Versuchen ausgehen 
können. 

Bei Planet-enbahnen sind die aus den Formeln: 

4a 

sin V2 Ä"2 = "" "^ r "^ "" 

4a 

hervorgehenden Werthe von 8 und Ä" stets so beträchtlich, dass der Be- 
rechnung, von 

8 — sin 8 

^ ~liny78^ 
und 

,, _ y^ — sin 8" 

^ ~ siny,8"^ 

mit den gewöhnlichen Hülfsmitteln kein Hindemiss im Wege steht. Fer- 
ner ist nach Vorlesung Elf und Zwölf J?' — E = 8" — 5, auch 

e (cosE^^ + cos JE) = cos8'' + cos 8 

e icoslf' — cosE) = — — •, 

a 



2) . . . 
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das heisst: 

2 e cos 1/2 (JE" + E) cos V2 (^' - iJ) = 2 rös » '2 («" + «) cos V. (Ä" — d) 

2e sin V2(^' + ^ sin Va (-R"--K) = + - 

oder 

( csin Va (JE" + -EO = ^ coscc 1/2 (ö" — d) 

1 c cos V2 (^" + iO = cos Va (Ä" + «). 

Nach Anwendung der Gleichungen 1) kann man die ohigen Verbes- 
seruDgBfactoren auch noch auf anderem Wege finden. Da nämlich nach 
Vorlesung Eilf) 

h sin 1/2 (^' — E) = VT?" sin V2 (v" — v) 
6 sin Vi (JS" — jE) = l/r7 sin V2 (v' — v) 
h sin V2 (^' — jET) = VrV^sin V2 (v" — v), 
also auch: 

«in V,(ir - JE) = V^ ■ ^";('f, - ^i ' smVAS"- 8) 

r r stn^l^iy" — v) '^ ^ 

• Y r stn^/i (y' — v) '* ^ ^ 

so kann JE^", die excentrische Anomalie der mittleren Beobachtung, auf 

zwei verschiedene Arten berechnet werden, das eine Mal aus E, welches 

aus 1) bekannt geworden ist, das andere Mal aus dem ebenfalls dorther 

bekannten H'. Beide Werthe müssen übereinstimmen, wenn die Hypo- 

n n" 

thesen über —; und —r genau richtig waren. Dasselbe gilt von den bei- 
n n • 

den Werthen der mittleren Anomalie M' oder den Grössen E' — esinE\ 

Stimmen sie nicht überein, so kann man aus beiden die entsprechenden 

Intervalle \t" — if] und p' — t] berechnen und mit den gegebenen 

Zwischenzeiten f" — if und t' — t vergleichen. 

Es ist dann wieder 

n f' — f 
n' ' [f - 

n 
ein verbesserter Werth von — : oderc, und 

n 

r^ t' ^t ' 
W'lif — t] 

ein verbesserter Werth von ^' oder c". 

n 

Bei der ersteren der eben beschriebenen Yerbesserungsmethoden hat 
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man bloss das Element a zu suchen, e und M oder M' dagegen werden 
nicht verlangt; bei der zweiten Verbesserungsmelhode müssen auch diese 
letzteren Grössen abgeleitet werden, weshalb sie offenbar weniger bequem 
ist. Beide Methoden ermöglichen übrigens noch eine sehr einfache 
Schätzung des Fehlers, welcher in der Darstellung des mittleren geocen- 
trischen Ortes bleiben würde, wenn man die Verbesserung unterlassen 
wollte (von der bekannten Aberration dabei abgesehen). Es würden diese 
Fehler annäherungsweise betragen: 

in Rectascension (beziehungsweise Länge), und 

(wo d und d" Declinationen oder Breiten bedeuten), in der Declination 
(beziehungsweise Breite). 



Achtzigste Vorlesung. 

Reohnungsbeispiele für die Verbesserung der Hypothesen 

bei einer elliptischen Bahn. 

n w" 

Für — 7 oder c, —7 oder c" wählten wir die Formen: 
n n 

IL = ^(iJL AS) 

w' ~ d" \ "^ 2rV' 

welche von den bisher üblichen etwas abweichen. Wir haben früher 
bloss die Symmetrie als einen kleinen Vortheil dieser Formen geltend ge- 
macht; sie besitzen aber den viel grösseren, dass sie die Berücksichtigung 
der kleinen Glieder vierter, sechster und sogar achter Ordnung schon in 
der ersten Hypothese ermöglichen. Indessen ist hier von dieser Mög- 
lichkeit bisher fast gar kein Gebrauch gemacht, mit Rücksicht auf die für 
Einführung des Lesers in das Wesen dieser Rechnungen einmal gewählte 
Darstellung; deshalb haben wir uns auch meistens erlaubt, in der ersten 
Hypothese 
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zu setzen, welche Bildang der ersten Hypothese hei ungleichen Zeitinter- 
vallen der in der Theoria motus c. c. vorgeschlagenen an Genauigkeit 
nachsteht; der Fehler wird desto erhehlicher, je grösser jene Ungleich- 
heit wird. Es macht ofiPeDhar in keiner Weise die Rechnung nennens- 
werth complicirter , wenn wir statt ohiger Näherung die folgende an- 
wenden : 

Q" = 1/3 » (^ + »"), 

welche sich ans den Reiheneutwickelungen der Vorlesung 72 auf den 
ersten Blick ergieht. Wir werden am Schlüsse dieses Werkes eine allge- 
meine Methode gehen , nach welcher alle Bahnhestimmungsprohleme der 
Ahtheilungen II. his V., nämlich die Kreishahn der Kometenhahnen aus drei 
Beobachtungen einschliesslich des Ausnahmefalls, der elliptischen Bahn aus 
.drei Beobachtungen und aus vier nicht ganz vollständigen Beobachtun- 
gen mit sehr vermehrter Genauigkeit schon mit der ersten Hypothese aus- 
geführt werden können. Da wir dort noch einige Beispiele vollständig 
illustriren, beschränken wir uns hier darauf, die Bildung der zweiten Hy- 
pothese nach der Hansen 'sehen Methode an dem früher 'gewählten Bei- 
spiel zu zeigen. 

In diesem Beispiele wurde gefunden : 

logr = 0,302274 

%r" = 0.294696 
/ = 1/2(1;" — v) = 70 31'38",9 
2/" = v' — V = 7 28 22,8 

2/ = t;"— v = 7 34 54,8. 

Die Bedingung, dass 2/' = 2 (/ + /") werden muss, zeigt sich hier 
bis auf den sehr kleinen Unterschied von 0",2 erfüllt. 

Die Formeln der Vorlesung 76 ergeben dann weiter: 

logm" = 7,272549 logm = 7,281338 

ßj" = — 0^ 4' 1 3"8 cj = — 003'! 6",2 

logV^ =7,02986 logl =7,04143 

logh^' = 7,351172 logh = 7,359946 

logvi" = 9,998921 logri = 9,998899 

logP =0,001353 %$ = 9,074430. 

Diese Werthe von log JP und log Q sind nun der zweiten Näherung 
zu Grunde zu legen. In einer Anwendung auf die Praxis wären hier 
nun auch die Beobachtungszeiten wegen der Aberration zu corrigiren; wir 
können uns hier, wo es nur gilt, den Gang der Verbesserung zu zeigen, 
von diesem Geschäft dispensiren. Die zweite Hypothese, nach den 
Hansen 'sehen Formeln, berechnet führt auf folgende Zahlen: 
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logi: = 0,254628 
m = -- 1108'35",0 logSl = 9,066194 

logM = 0,869628 
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e= 110 54'49",9 

logV = 0,596153 

log Q, = 0,006504 

fl= 500 35''16",7 
6 = — 15 82,2 

logr =0,301994 



logr' =0,297730 

log F" = 0,594800 

log q'/ = 0,064308 

a"=i: 6Ö0 39'21",3 
b" = — 45 2,1 

logr" = 0,294408 • 



/' = 70 32' 5",8 
2/" = 70 28' 49",9 2/ = 70 35'21",5 



logm''= 7,273308 
a>"= — 00 4'13",1 

logV' = 7,03071 

log Ä" = 7,352002 

logri**= 9,998919 

logP = 0,001353 

logM = 0,869695 

log V = 0,596150 

log Qi = 0,006498 

a= 500 35'16",7 
b = — 1 5 32,2 

logr = 0,301991 



logm = 7,282178 
CD = — Oö3'l7",3 

log l = 7,04227 

logh — 7,360785 

logri = 9,998897 

log Q = 9,047467 
z = 11054' 50",2 

logV" = 0,594797 

%(>i"= 0,064300 

a" = 650 39' 22",1 
b" = — 45 2,1 

logr" = 0,294404. 



Hiermit sind die heliocentri^chen Goordinaten des Planeten, ans wel« 
chem auf Terschiedene dem Leser schon beschriebene Arten die Elemente 
zu finden sind, definitiv bekannt geworden. 



Klinkerfuea, fheorctische Aslronomie. 
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Fünfte Abtheilung. 

Bereclmnng einer elllptischeii Bahn aus yler Beob- 
achtungen, Yon denen nur zwei Yollständig sind. 



Einundachtzigste Vorlesung. 

Einleitende Bemerkungen. 

Die Nothwendigkeit , zur ersten Berechnung der elliptischen Bahn 
zuweilen vier Beohachtungen, von denen nur zwei vollständig sind, an- 
zuwenden, hahen wir schön früher erwähnt. Man erkennt sie leicht aus 
der schon in Vorlesung Siehenundvierzig angestellten Betrachtung. Von 
derselhen Nothwendigkeit können wir uns noch aus einem andern Gesichts- 
punkte üherzeugen; wir hahen in der vierten Ahtheilung gesehen, dass 
die Bahnhestimmung aus drei Beohachtungen unsicher wird hei solcher 
Beschaffenheit des Materials, dass der mittlere Sonnenort sehr nahe in dem 
durch den ersten und dritten geocentrischen Ort gelegten grössten Kreise 
liegt; es wurde in solchem Falle gerathen, Beohachtungen von anderer 
Lage zu wählen. Wenn nun i = wird, ist es offenhar unmöglich, gün- 
stigeres Material in drei Beohachtungen zu finden; man wird also dann 
jene Methoden nicht anwenden dürfen. Auch hei den Methoden der drit- 
ten Ahtheilung für die paraholischen Bahnen hahen wir einen ganz ana- 
logen Fall, den Ausnahmefall der Olhers'schen Methode, kennen gelernt; 
der Nothwendigkeit, eine vierte Länge zu Hülfe zu nehmen, wurden wir 
dadurch enthohen, dass hei der Parahel e gegehen ist, das zu Hülfe zu 
ziehende weitere Datum also in den drei gegehbnen Längen schon enthalten 
ist. Wenn wir diese nahe Verwandtschaft zwischen dem Ausnahmefalle der 
Ih er s' sehen Methode für die Parahel und dem der Gauss 'sehen für die 
Ellipse uns nicht entgehen lassen, so zeigt sich uns zugleich ein Verfah- 
ren, welches die uns hier vorliegende Aufgahe löst, sowohl für den Fall, 
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dass die yollständigen Beobachtungen die äusseren, als für den Fall, dass 
sie die mittleren sind. Eine dem ersteren Falle entsprechende Auswahl 
der Beobachtongen wird in Betreff der Bestimmung von i und Q> etwas 
grössere Genauigkeit versprechen, für die übrigen Elemente indessen ohne 
Einfluss sein; in der Theoria motus c. c. hat Gauss deshalb nur den 
zweiten Fall behandelt, weil er etwas angenehmere Rechnungsformen 
gestattet. 

Die Auswahl der Beobachtungen für die Bestimmung, der Bahn aus 
vier Oertem muss^mit einer ganz besonderen Sorgfalt geschehen, wenigstens 
mit einer viel grösseren als man für gewöhnlich bei drei Oertern nöthig 
hat, wenn der Erfolg der ganzen Eechnung nicht in hohem Grade gefähr- 
det werden soll. Man muss nämlich, ebensosehr zu vermeiden suchen, 
dass die drei Zeitintervalle sehr ungleich, als auch, dass zwei der geocen- 
trischen Längen einander nahezu gleich werden, weil sonst, wie wir spä- 
ter deutlich erkennen werden, schon ein kleiner und unvermeidlicher 
Beobachtungsfehler einen ausserordentlich bedeutenden Einfluss auf alle 
bei der Rechnung zum Vorschein kommenden Zahlen ausüben wird. Ein 
kleiner Planet wird selten lange vor seiner Opposition entdeckt, und es 
wird demnach zwischen der Epoche der Entdeckung und dem zweiten 
Stationärwerden, wo die Abnahme der Längen in eine Zunahme übergeht 
und der Planet auf die durchlaufenen Längen und sehr nahe auf die 
schon vorher yon ihm eingenommenen Oerter zurückkommt, kein grosses 
Intervall liegen; wenn man ohne besondere Aufmerksamkeit die Beob- 
achtungen aussucht, etwa bloss mit der ^Rücksicht auf die Zwischen- 
zeiten, so wird man beinahe immer auf Beobachtungen treflen, deren 
Längen zu wenig Verschieden sind. Für so kleine Zeiträume, wie sie 
bei hinreichend grosser Neigung der Bahn statthaft sind , darf man sich 
hier bei der Methode aus vier Beobachtungen keinen Erfolg versprechen, 
da für solche eine genügende Längenbewegung nicht zu erwarten ist. 



Zweiundachtzigste Vorlesung. 

Grundformeln für die Bestimmung der Distanzen aus vier 
Beobachtungen, von denen nur die äusseren voll- 
ständig sind. 

Setzen wir der Kürze halber: 

r'r"'sin(v"' — v') _ fh _ 
rr'''siniv"' ^ v) ~ v! ^' 

rr'sin(v' — v) n/^ „ 

r /" sin (v'" — v) ~ n' ~ ^^ 

19» 
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r"r"'»in(v"' — v") _n„ _ 
rr"'8in{v"' — v) ~ n' "" 



rr" sin (v" — v) _ < _ „ 
r /" sin (v'" — v) —V~^"' 

so bestehen fOr die jheliooentrischen Coordinaten aller vier Oerter die 
Qleiohangen: 

«* = C« + c'/«"' 

1) {y' =c,y + e',W" 

e' =c,e + c;'«'" 

ic" = e„x + c';,x"' 

2) ^y" = c„y + c;;y" 

Wie schon in der Abtheilung IV. bemerkt wurde, kann man für jedes 
dieser beiden Systeme die ^e^-Goordinate auf drei verschiedene beliebig zu 
wählende Fundamentalebenen bezogen denken, wodurch in die Grundfor- 
meln die Winkelabstände der geocentrischen Oerter und der Sonnenörter 
von den jenen Fundamentalebenen entsprechenden grössten Kreisen der 
Sphäre zum Vorschein kommen. Den ersten der grössten Kreise legen 
wir durch den ersten geocentrischen Ort und den Pol der Ekliptik; be- 
zeichnen wir die geocentrischen £r-Goordinaten der vier Planetenörter, be- 
zogen auf die dem grössten Kreise entsprechende Ebene, d. h. die Pro- 
jectionen der vier Abstände von der Erde -^, /i\ /f\ -^'" auf eine zu 
jener Ebene senkrechte Axe mit ?, S'» V\ £'"» denselben Theil der Sonnen- 
coordinaten mit Z, Z!^'7!\ Z"', so haben wir, da z ^=.% — Z^ $f -= %' 
— Z' u. s. w. 

g' — z' = c (g - z) + c;' (g'" - z"') 

£" _ 2^' = c,,(5 - Z) + < (g"' - z"0 

Bedeuten femer w, w\ v}\ w"* die WinkelabstÄnde der vier geocen- 
trischen Oerter von dem durch den ersten Ort und den Pol der Ekliptik 
gelegten grössten Kreise, wobei dann: 

g = ^ stw tr = 
V = ^' sinw' 
l" = ^" sinw'* 

die Wiokelabstände der Sonnenörter von demselben grössten Kreise mit 
TT, W*, TT", W"\ so erhalten wir: 

d' sin w' — B' sin TF = — c, 12 sin TT + c'l (z/'" sin w"* — 22"' sin TT") 

^" sin w"—B"sin W"=—c„ B sin TF+ c\\ (-^'" sin «(^'"— JB'." sin TT"). 

Werden ferner w,,w',, «;;', w"\ W^ W\, W/, W/' die Abstände der 
vier geocentrischen Oerter und der vier Sonnenörter von einem durch den 



3) 
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vierten Ort und den Pol gelegten grössten Kreise bezeichnet, so haben 
wir auch: ' 

^'sinw', —B!sin W, = c,(Jsinw, — Bsin W,) — c'; R"' sin W*/' 
^''sinu// — R"sinW/ =±= c„{^3inw, — Bsin W,) — c'/ B''' sin W/\ 

Sind nach X, k\ k'\ X'" die vier geocentrischen* Längen des Planeten, 
/J, /3'" die Breiten der beiden vollständigen Oerter, 0, ©', O", ©'", wie 
gewöhnlich, die Längen der Sonne, so wird offenbar; 

sin w' ^__ sin {X' — X) 
sinw'f sin(k*" — A') 

sin M?" sin{k'* — A) 

"sint^' ~ sin (A'" — k") 
^^, sin tc^'" = cos /J'" sin (A'" — A) 

sinw, = cosß sin(k^" — A) 

w =Q - A. w; = A"' - o 

W =& — A, w; = A"' — O' 
TT' = O" — A, w;' = A"' — 0" 

Tr'"= 0'"- A, tf;"= a'" — 0'". 

• Somit erhalten wir, wenn wir die erste und zweite der Gleichungen 
4) in die erste und zweite der Gleichungen 3) dividiren, um ^' und ^" 
zu eliminiren: 

iTsmCA'" — 0^) stn(A' — A) — B!sm(0' — A) sm(A'" — A') 

= — c,^ cosß sin (A'" — A) 
+ r^;'^'" cös/3'" sm(A'" — A) + c,Ä 8in(A'" — 0) sm(A' — A) 

— c,B siniO — A) 8in(A'" — A') 
— c'/ Bf" sin (A'" — 0'") sin (A' - A) + c)' B'" sin (0"' — A) sin (A'"— A), 
oder nach einigen leichten Reductionen: 
JJ'cöSÄ^A'"— A)sm(A'— 0')=^— c, {^ cos/3 — i? cöscc(A'"-A)sm(A'— 0)} 

+c;V'''<^ös/3'''-ir"co5ec(A'"^A)den(A'-G)")}, 
oder wenn wir die curtirten Distanzen Q und q'" einführen, 
6) ... Bf sin (A' _ 0^) = c, {B sin (A' — 0) — p 5m(A'" — A)} 

- c7 {iJ"' cos(k' - ©''O — ^'" Bm{X''' - A)}. 

■ 

Auf völlig analogem Wege erhält man noch die Gleichung: 
6) . . . B!'sin{X" - 0")= c„{B 8in{X!' - 0) - p 5m(A'" - A)) 

Um hieraus die Unbekannten q und p^'' zu bestimmen, bedurfte es der 
Kenninisg der Werthe von c,^ dl^ c^ und c//; diese Kenntniss kann man 
flieh Bucoessive sehr leicht verschaffen, indem man von geschätzten Wer- 
ihen dieser Grössen ausgeht Angenähert ist nämlich, wenn f, ^, i'\ if" 
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die vier Beobachtongszeiten , / und r" die Radienvectoren des aweiten 
und dritten Ortes ybratellen '*') : 

<" _ t' / Ä» (f — t) (<"' — 0' 



C, = 



V "^ 275 ) 

«» — t>" _ < • \,^ + 2?^ ; 

/ . kHt" - t) (t'" - t") \ 

/ fc»(<" - (t'" — t") \ 

V "^ 27^^ z' 



r 


— 




t' 


— 




e" 


— 




t'" 




xfl 


t'" 


— 




H" 


— 


Alf 



Hier wird für r' und r" immer eine Schätzung zur Hand sein mit 
vollkommen hinreichender Sicherheit für den schliesBlichen Erfolg, z. B. 
einer vorhergegangenen Berechnung einer Kreisbahn zu entnehmen. Sub- 
Btituirt man die entsprechenden Werthe in 5) und 6), so erhält man eine 
Näherung für Q und q"' und die heliocentrischen Coordinaten a;, y, ^, a;'", 
y'", je?"'. Aus diesen letzteren bestimmen sich mit gesteigerter Genauig- 
keit neue "Werthe von r' und r", da 

r"» = (c„«+ c;;a;"')« + (r„y+ c;',fy + (c„Ä+ </")». . 

Macht man diese neue Substitution in den obigen Ausdrücken für 
c, c", c„ und cJJ und darauf in 5) und 6), so werden wiederum genauere 
Werthe von Q und q'" und der Coordinaten gefunden werden; die Fort- 
setzung dieses Verfahrens pflegt in den praktischen Fällen bald dahin 
zu führen, dass sich in den erhaltenen Zahlen nichts mehr ändert, womit 
die Durchrechnung der ersten Hypothese erledigt ist. 

Bei der zweiten Hypothese berechnet man c„ cW c„ und cJJ nach stren- 
geren Formeln, recht bequem z. B. mittelst der am Sphlusse der Abthei- 
lung lY. gezeigten Methode, welche sich auf den Lambert' sehen Satz 
über die Bewegung in Kegelschnitten gründet. Werden die so zu erhal- 
tenden Werthe der Verhältnisse zwischen den Dreiecksflächen in Ö) und 
6) eingesetzt, so bekommt man eine weitere Näherung für Q und ^"', 
eine Näherung, über die man in der Praxis selten hinauszugehen braucht. 
Für eine etwaige dritte und jede weitere Hypothese würden alle Opera- 
tionen der zweiten zu wiederholen sein. 

Die obigen Formeln können, statt auf Längen und Breiten, auch auf 
Rectascensionen und Declinationen mit der ganz geringfügigen Modifica- 



*) Genauer ist nach den Entwickelungen der Abtfaeilung IV. : 

^' - <"' — t Y + 6r'3 1 

'' ~ l^^-^t' V + ^73 \ 

als erste Annäherung, und analog für c„ und c\\ zu setzen. 
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tion angewandt werden, dass für B, B\ R'\ Bf'* die Projectionen des Ra- 
dios vectors der Sonne auf den Aeqnator, für 0, O', O", 0'" die Recta- 
Bcensionen der Sonne gesetzt werden. Diese Anwendbarkeit der Formeln 
ist nicht ohne Bedeutung und Nutzen, ausser früher angeführten Gründen 
schon deshalb nicht, weil bei dem zweiten und dritten Orte die Declina- 
tion missglückt sein darf, ohne dass sie unbrauchbar werden. Be- 
kanntlich werden die Declinationen häufiger unsicher, und es wird, wenn 
man in solchem Falle Läisgen und Breiten einführt, die Unsicherheit zu 
einem Theile auf die Längen mit übertragen; diesem Uebelstande wird 
zuweilen durch Anwendung der Rectascensionen abzuhelfen sein. 



9 

Dreiundachtzigste Vorlesung. 
Andere Art der Entwickelung der Qrundformeln. 

Die Elimination von ^' oder von q' noch einfacher zu bewirken, 
mache man die XZ-Ehene Jes Coordinatensystems demjenigen grössten 
Kreise entsprechend , welcher durch den zweiten geocentrischen Ort und 
den Pol der Ekliptik geht. Die Projectionen der vier Distanzen -^, ^\ 
z^", ^'" auf die Y-Axe des Systems werden dann der Reihe nach: 

^ cosß sin(X — A') 
^' cos /J' sin {l' — A') oder 
d" cosß*' sin (k" — A') 
^^"' cosß'" sin {k'"^ A'). 

Dieses sind also die geocentrischen Y-Coordinaten; zieht man von 
ihnen die auf dieselbe Axe bezogenen Sonnencoordinaten : 

B cosB sin{0 — A^ 
B' cosB' siniO' — A') 
B!' cosB" siniQf' — A') 
B!''cosB!"8in{&"^ A'), 

in denen B, B\ B'\ B'" die vier Breiten (beziehungsweise Declinationen 
der Sonne) vorstellen, ab, so erhält man die vier heliocentrischen Y-Coor- 
dinaten des Planeten f 

y =d cosß s*n(A — A') — JB cosB sin(Q — A') 
y = — B' cosB' sin(Q' — A') 

y/ _ ^n ^^^ßn g^.^(;t" — A') — JB" cosB" sin(Q" — AO 
p!"= J'" cosß'" sin {k'''- A') - B!"cosB"'sin{Q"'-- k'). 
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Bezeichnen wir zu besserer Uebersicht die doppelte Dreiecksfl&che 
zwischen den Radienvectoren r und r* mit [r/], die zwischen r und r'' 
mit [r/'], und so weiter die Übrigen, so haben wir nach dem Vorher- 
gehenden : 



und 



+i4|,"*(r-,o+«"c<,.s"*a'-Gy)| 



[rr"] 



q" sin(X" — Ä') + JJ"co«^'«n(A' — O'O 

= ^^{p sm(A — A')+i? cosB sw(A'— ©)} 

+ -fe^ {p"'«m(A"'-A')+2?"cos^"stn(A'-0"')}, 

and nach Analogie, wenn die XZ-£bene durch den dritten geocentrischen 
Ort gelegt wird, 

q' ainß' — X") + B!cosB'rinß" - &) 
[r'r'"] 



+ 



Irr'"] 



[rr"'] 

m'eosB" sinß" — ©") 
[r"r"'] 



+ 



Irr"'] 

Irr" 

[r 



VI 



E"cosB"sinß" — O") 



ir"r"'] 
~ [r'r'"] 
[r'r"] 



+ 



[r'r'"] 



Q sin(l — l") + B C08B sin(X" — ©)) 
Q">8inß'"— A") 4- Bf" cos B"' sin ß"'— CD"')} 



Q 8t»(A — A") + JB CO« Ä stn(r — ©)} 
p"'stn(r'- A") + B:"cosB'"sin(X" — ©'")} 



p' sinß' — *") -I- J? cosJB' st»(r — ©')} 
Q'"sinß"'— A") + B"'a)8^"sm(A" - ©"')}. 



Man hat hier sechs Gleichungen zwischen vier Distanzen; die darin 
Yorkommenden Verhältnisse der Dreiecksflächen können, wenigstens in 
der ersten Hypothese, als gegebene Functionen von r'* und r"* betrach- 
tet werden. Wird statt / lud r" B! und iZ" eingesetzt, so moss sehr 
nahe die Erdbahn als Lösung, d. h. p ^ p' = p" = q"' = erhalten 
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werden. Hierin liegt der Grund, der verbietet, r* und r" aus den obigen 
sechs Grundgleichungen zu eliminiren, und auf diese Weise vier Glei- 
chungen zwischen den vier Unbekannten ^, q\ q'\ q"' herzustellen. Denn 
in solchen Gleichungen würde, da sie vom ersten Grade sind, jeder Unter- 
schied zwischen der Lösung für die Erde und die für den Planeten hin- 
wegfallen; mit anderen Worten, sie würden Grössen der nullten Ordnung 
, vernachlässigen. 

Wollte man dagegen aas den sechs Gleichungen ^, q\ q*\ q'" elimi- 
nireD, um zwei Gleichungen r'^ und r"^ übrig zu behalten, so würde sich 
eine ähnliche Unzulässigkeit zeigen; man würde für r' und r'' nur eine 
einzige reelle Lösung erhalten, während doch in den Gleichungen auf die 
Lösung / = JB' , r" = E" mitenthalten sein muss. Also auch hier 
würden Grössen der nullten Ordnung vernachlässigt werden "")• Der in 
voriger Vorlesung angegebenen Art der Auflösung, bei welcher die 
Dreiecksflächen-Yerhältnisse zuerst mit geschätzten und später mit den 
aus Q und q^" zu bestimmenden Werthen berechnet 'ilerden, kann man 
den Vorwurf der Vernachlässigung von Grössen der nullten Ordnung nicht 
mehr machen, da für die Erde und für den Planeten eine verschiedene 
Lösung erhalten wird. 

Nach diesen Betrachtungen werden wir für den hier betrachteten 
Fall, dass die erste und vierte Beobachtung vollständig sind, zur Bestim- 
mung von ^ und ^'" oder q und ^'" uns der beiden Gleichungen : 

E! cosB' sinß' — &) 

= ^r J {9 sin(k — A') + E cosB sin(k' — ©)} 



[r r'"] 



{q sinß — A") + E cosB sm(A" — ©)} 



bedienen. Die Grössen Q und 9" können , wenn man Q und Q*" auf die 
oben angegebene Weise gefunden hat, der zu berücksichtigenden Aberra- 
tion wegen aus den Gleichungen; 



*) Es ist, wie uns schon die Grundformel der Olbers' sehen Methode lehrt, keines- 
wegs immer unmöglich, gewisse Bestimmungsstücke in der Bahnberechnung als V^urzeln 
von Gleichungen sehr niedrigen Grades, ja sogar ersten Grades, auf brauchbare Weise 
auszudrücken; aber es bleibt diese Möglichkeit doch immer auf solche Stücke beschränkt, 
welche ihrer Natur nach für die Erde unbestimmt werden, wie eben das Olbers 'sehe 
Verhältniss: 

9 
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p' 8in(X' — A") + R' C08B' sin(A" — ©') 

= [^V^ {^ ^***(^ — ^"^ + ^ ^^^-^ «»**(*" - ®)} 

[rr J 

berechnet werden. Bei der YerbesBernng der beiden Zeiten t' und t^' 
wegen Aberration würden nun zwar nicht Q* und q'\ sondern yielmehr 
Q'co8ß\ Q'^cosß" bekannt sein müssen. In der Wirklichkeit wird die 
angenommene Unkenntniss genauer Breiten werthe, abgesehen davon, dass 
sie ftkr die Breiten fast niemals statthaben wird, der Berücksichtigung 
der Aberration und anderer kleiner Correctionen , welche von der Breite 
abhängen, nicht hinderlich sein können. 



Vierundachtzigste Vorlesung. 

Qrundformeln für die Bereolmaiig der Distanzen aus vier 
Beobachtungen, deren äussere unvollständig sind. 

Die Bestimmung der Distanzen aus den Grund gleichungen fällt etwas 
bequemer aus, wenn statt der äusseren die beiden mittleren Oerter als 
vollständige gebraucht werden, da in diesem Falle Q^ durch r', q'* durch 
r" und lauter bekannte Grössen ausgedrückt werden können. Es wird 
sich deshalb bei ernstlichen Anwendungen empfehlen, bei der ersten Hy- 
pothese die zweite und dritte Beobachtung vollständig zu gebrauchen, 
damit die ersten Schritte zur Näherung möglichst bequem ausfallen, bei 
den weiteren Hypothesen aber die Rechnung auf vollständige Darstellung 
der äusseren Oerter zu führen. 

Eliminirt man zu dem Zwecke aus den allgemeinen Grundgleichun- 
gen 1) und 2), Vorlesung Zweiundachtzig, einmal Q, indem man die 
XZ-Ebene durch den ersten Ort und den Pol legt, darauf durch analoges 
Verfahren q"\ so wird nach der Bezeichnung der vorigen Vorlesung: 
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q' sin ik' — k) -\- b: cos B! sin (l — 0') 



a) 



c) 



irr^"] 



• B cosB sin (A — O) 



+ -^^ {Q"'sin(}i"' - A) + Bf" cos B"' sin (l — ©'")} 
p"atn(A" — A) + B!' cos B" sin (k — 0") 

= LJ.iJco8£stn(A-0) 

+ .^^ {Q"'8in(X"' — k) + Bf" cos B'" sin (X — tD'")} 
(f' sin{k' — X"') + I^ cosB' smß"' — 0') 

= feJ- {Qsinß — ro + Ä cosB sinß"' — 0)} 

+ ^T^^l • Bf" cos B"" sin a"' — 0'") 
9"sm(r — A'") + ^'cosB"sin(k"' — 0") 

= -^i^ {9 siw(A — A"') + B cosB sin(l"' — 0)} 

+ -feÄ • ■R"'c''si'"'«'»a"' - Gy"). 

Lrr J 
Dnroh Elimination von q"' und (> erhält man: 



• • • • • 



[r r"] 
[r /"] 



L {9' si»(A' — A) + BfxosBf sin{X — C»')} 
{Q"sin(k'!— A) + iJ" cos 5" sm (A — 0")} 

B cosB sm(A — 0) 



_ [rr''] [rV] — [rf'] [r'V"] 
[rr'"] Irr"'} 



b) ^^ {?' sm(A' — A'") + ii* cosB' sinQJ" — 0')} 

_ ^^ {p"sm(A"— A'") + J2" cos 5" sin (A'" - 0")} 

_[::'nr''^'l-VrQ[r'n . ^.. ,,, ^». ,,, (,,. _ q.^. 
[rr J [rr J 

Wird dann ferner gesetzt: 

rrr"l ~ f" - t'\ '^ 



[rr"] f" — t r ' 2r'3 

[rr"] _ tf' -t I _^ 

[rr'"] ~ f — t ' \ "^ 2r"» 



j 

[//»] _ r _ ^^ f. , qf„,\ 

[rr>"] ~~ f — t ■ 1 "^ 2r'«| 

[/'/'>] _ <"' - i' f . ei 

l [rr"*] ~ <"' — < ■ r "^ 2r"»j 
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80 bietet sich für die BerechnuDg von Q* und q'* aus den Gleichungen a) 

und b) folgendes Verfahren dar. Man berechnet von Schätzungswerthen 

der Grössen r' und r'' ausgehend, nach den Gleichungen c) die vorläufigen 

[r rH [r r"] 
Werthe von r lyn i ? — ^77 u. s. w., wobei angenähert 

[rr J [rr^ ^ 

Qf = Q\„ = *2 (<' _ ^) («''' _ ^) 

Q"= q% = *»(*" - (r - O ♦). 

Die Gleichungen a) und b) liefern dann genäherte Werthe von ^* 
und (>", aus denen wiederum r' und r'' und genauere Werthe der Dreiecks- 
flächen-Verhältnisse abzuleiten sind. Die wiederholte Substitution der- 
selben in a) und b) wird endlich keine merklichen Aeuderungen mehr in 
den zu findenden Zahlen herbeiführen. 



Fünfundachtzigste Vorlesung, 

Weitere Vereinfeohung der Bedingungsgleicliuiigen für 

q' und Q^\ 

Die Formeln der vorigen Vorlesung können in denjenigen Fällen mit 
Nutzen gebraucht werden, in denen das mittlere der drei Zeitintervalle, 
i^ — i^ bedeutend gegen die äusseren an Grösse zurücksteht, weil dann 
jene Formeln etwas grössere Convergenz versprechen, als die folgenden, 
im Uebrigen bequemeren. 

Aus den Grundgleichungen 1) und 2) der Vorlesung Zweiundachtzig 
folgt nämlich auch, wenn man den ersten Längenmeridian, von welchem 
alle Längen gerechnet werden sollen, durch den ersten geocentrischen 
Ort legt, 

d) p' sm(A' — A) -j- i?' cosB* sm(A — ©') 

fr' r"l 
~ [rV^l ^ ^^^ ^ ^^^ ^^ "" ®^ 



*) Oder besser: 

Q' = Vi tä [«"' - «)« — («' — m 

«" = Va *> [(«'" - <)' - ('" - 0»] 
q;„ = J/gta [(/" _ 0« - («"'- 0«] 

«;;, = %*« [«"' - 0« - («"'- Ol 
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Wird der erste Lfingenmeridian durch den vierten geocentrischen 
Ort gelegt, so ergiebt sich die der vorigen analoge Gleichung: 

e) 9"«n(A" — rO + JB"cos5"sfn(r' — O") 

Irr"] 
+ ^^ {9' sm(X' - X"0 + BfcosB'smiX'" - Qf)}. 

Es sei: 

jrr^ _. t^-t f, , _Q_\ 

[rr"] ~ «"- < ■ r "*" 2/»/ 

[r'r"} _ t"-f I _g] 

[rV"] ~~ f" — if'\ "•" 2r"«| 

lr7T~ «" — « ■ 1 ■*■ 2r'»| 



^ 2r"*| 



[r'r'"] "" «'" — «' r ^ 2r"«J' 
wobei in der ersten Hypothese gesetzt werden kann: 

Q z=k^{tf - t) (<" — f) 

Ö' =»«(«"-0 («'"—<") 
^" = Ä' (<' — («" — 

^'"^^»(«"-^(r-o. 

(In der ersten Hypothese ist denuutch Q = ö", ^ = ^"'. *) 
Die Gleichungen d) und e) nehmen nach Einf&hrung von Q, (^, Q", 
Q:" folgende Form an: 

f) q' sinik' — X) + iJ' cosBf sinß — 0') 

+ -p^-{12"cos^'«»(A - 0") + 9"«»a" - A)} (l + 2^) 
g) Q"sinß" — k'") + i«"'co«B"'8tn(A"' — 0"') 

= |i^^"'"«'-B"'^»*»'(*"'-Q"')-(l + 2^) 

+ ^;^-{i2'«)8B'«»(r' - ©') + 9'm(A' - A"')}(l + ^). 

*) Genauer ist auch hier: 

« = y, ta [«" - <)!• - («' - Ol 
(j* = Vst" [(«"'- 0*- C' - 0«] 

ö" = Vs i« [(<" - <)» - (<" - m 

Q"'= V,i2 [(<"'— i»)«— («"'— <")'] 
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Diese Gleichungen f) und g) haben vor den Gleichungen d) und e) 
den grossen Vorzug voraus, dass darin r und r" nicht gleichseitig auf- 
treten, und dass man sie daher durch reine Hypothesen über ^' auflösen 
kann. Denn zu jedem Werthe von q' bestimmt sich r' nach der Formel 

r'« = 22'« + (?'« secß'^ + 2 JJ'p' secß' cosx'; 

die Gleichung f) liefert also einen bestimmten Werth von ^", durch wel- 
chen dann auch die Gleichung g) befriedigt werden muss. 

Mit Yortheil kann man hier, ähnlich wie bei der Gauss^ sehen Form 
der 01b ers' sehen Methode für Kometen, q' und p" durch zwei andere 
Grössen ersetzen. Es wird: 

r'» = (g' sec ß' + B! cos xy + Ü^ sin x'^ 

r"2= (p"sec/J"+ JJ"cos/')*+ N*^sinf\ 

Setzt man daher: 

p' secß' + -B' ^'OS'ii = vi 

p"scc/S"+ :B!'cosf=u*' 

B! sinx' = O 

B!*s%nf= a\ 
so gehen f) und g) über in: 

h) . . M'cos/J'stn(A' — A)+B'cosJ5'sm(A — O0--i2'cosx'fösA's«»^(^'--^) 
= ^r^ • B cosB sin (A - O) . (l + —^A——^ 

+ |-=4 . {BT' cos B" sin (k — O") - B" cosf cosß" sin{}!' — X) 

+ «" cosß" sm(X" - A)} (l + 3 ^^„ ^ ^,,^y, ) 
i)M'W/3''««(A''— A''')+iJ'W£''8»na'''— 0"')— iJ''«)sx''co8/J''«w(r— A'") 

= ^, B"'c..^"«n(r' - O"') (l 4- ,(,. ^ c")0 

+ ^" ~ ^" {JJ'cos^sinCA'" — O') - Bf cos x' cos ß' sin (l' — A'")} 



+ «' «'«^' «^'»(^' - -i'")) (i + 2(u" + (r')^ ) 
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Sechsundachtzigste Vorlesung, 
Fortsetzung der Entwlckelungen der 85. Vorlesiiiig. 

Die Glieder der Gleichungen h) und i) haben eine sehr einfache geo> 
metrische Bedeutung, deren Erkenntniss uns erlauben wird, dieselben 
noch mehr zusammenzuziehen und in möglichst reducirter Form zu 
schreiben. 

Sehr leicht erkennt man, dass W nichts Anderes ist als die recht- 
winklige Projection des Radius vectors der zweiten Beobachtung auf die 
Richtung der Verbindungslinie zwischen Planet und Erde, oder das Stück 
dieser Linie, welches zwischen dem Planeten und dem Fusspunkte eines 
von der Sonne gefällten Perpendikels liegt. Die Grösse: 

cos ß* sin {X* — A) 

ist der Winkel, welchen die Verbindungslinie Erde-Planet in der zweiten 
Beobachtung mit einer Richtung macht, deren Länge (Rectascension) 
gleich 90^ -f ^t Breite (Declination) gleich Null ist. Die Grösse: 

(v! — B! cosx') cosß' sin{k' — X) 

ist demnach die Projection der Distanz ^' auf die genannte Richtung; 
ebenso zeigt sich, dass 

i? cos B' sin (O — A') 

die Projection von B^ auf dieselbe Richtung ist. Die erste oder linke 
Seite der Gleichung h) ist offenbar nichts Anderes, als die Projection des 
Radiusvectors des Planeten auf eine X-Axe, welche auf den Punkt der 
Sphäre von der Länge (Rectascension) 90 ^ -|- X, von der Breite (Decli- 
nation) 0^ zielt. Werden überhaupt alle a;-Coordinaten des Planeten auf 
diese Axe bezogen und mit xXi x'x, odi^ x'i' bezeichnet, ebenso die Sonnen- 
coordinaten in Beziehung auf die Axe mit X^i Xjt, Xj(, Xjf', so lässt sich 
die Gleichung h) schreiben: 



[f — t' , 1f — t 






«"—«'_„ . *'-* 



8/. 1 



(c'2 + u'-^y/* 

wobei für die Rechnung die x^, x'^, x'^ durch die Relationen: 



^A — "" ^A 



4 = («' — B! cosx') cosß' sin(X' — A) — Xj^ 

4' = (tt"— B''cosf)cosß'!sinß''---X) — T^ 

gegeben werden. Die Grössen der Gleichung i) sind die ovGoordinaten 
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des Planeten, bezogen auf eine andere Aze, deren Richtung der Länge 
(Reotascension) 90* + ^'" der Breite (Declination) 0^ entspricht Nach 
Analogie mit dem Vorhergehenden können wir schreiben: 

wobei die Relationen 

4„ = (u' — B' cosx') cosß' smß' — k'") — X'^... 
4„ = (»" - Bf'co8x:')co8ß"8mil"- X'") — X'i^ 

A'" — ""* %!" 

Buzusiehen sind. 

Die Form der Gleichungen k) und 1) ist recht übersichtlich • da die 
darin vorkommenden Grössen beinahe unmittelbar durch die Data des 
Materials ausgedrückt worden, daher die Yorbereitungsrechnungen sich 
auf ein Minimum reduciren. 

Weon es darauf ankommt, jene Gleichungen auf möglichst kurze 
Weise ohne Rücksicht auf andere Beziehungen abzuleiten, so kann das 
durch folgende Bemerkungen geschehen. 

Jede heliocentrische Goordinate lässt sich ausdrücken als die Diffe- 
renz: geocentrische Goordinate weniger Sonnencoordinate. Soll nun aus 
der allgemeineren Fundamentalgleichung 

die Distanz ^ der ersten Beobachtung durch eine bestimmte Wahl des 
Goordinatensystems elimiuirt werden, so genügt es, für die X-Axe eine 
Richtung zu suchen, von der man trotz der Un Vollständigkeit der ersten 
Beobachtung sagen kann, dass sie mit der Richtung von ^ einen Winkel 
von 90^ bildet , damit die. geocentrische Goordinate verschwinde. Solche 
Richtung hat aber offenbar der Pol des durch den ersten geocentrischen 
Grt gelegten Längen- (beziehungsweise Rectascensions-) Meridians. Die- 
selbe Betrachtung wiederholt sich für die Gleichung: 

hier muss die X-Axe so gewählt werden, dass sie von dem unvollständi- 
gen Grte der vierten Beobachtung 90<^ absteht und die geocentrische Goor- 
dinate mit ^'" oder p"' verschwindet. 

Leicht kann man nach derselben Betrachtungsweise auch denjenigen 
Gleichungen, welche dazu dienen, um aus 9' und Q^' die Grössen Q und 
q"' zu finden, die einfachste Gestalt geben. Man braucht zu dem Ende 
nur aus der allgemeinen Gleichung zwischen x, oi und x" einmal die Di- 
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stanz ^" ^u elimiDiren, was einfach dadurch erreicht wird, dass eine von ' 
^^' um 90^ ahstehende X-Axe gewählt wird ; das andere Mal bringt man 
in der Gleichung zwischen a!^ x'\ x'" nach derselben Methode den Goeffi- 
cienten von ^' zum Verschwinden. Auf solche Weise wird man zwei 
Gleichungen, die eine zwischen ^ und ^'\ die andere zwischen ^' und 
^'" bekommen, in welchen nun auch die Verhältnisse zwischen den 
Dreiecksfiächen nicht mehr ganz unbekannt sind. 

Die Goefficienten , welche in allen diesen Gleichungen vorkommen, 
Gosinus des Abstandes zweier gegebenen Punkte der Sphäre von einan- 
der, berechnen sich nach der bekannten Gosinusformel der sphärischen 
Trigonometrie auf so einfache Art, dass ihre besondere Ausführung hier 
nicht nöthig scheint. 



Siebenundachtzigste Vorlesung. 

Modiflcation in der Bildung der ersten Hypothese zur 
Erzielung einer grösseren Genauigkeit bei derselben. 

Die einfache Form der aufzulösenden Gleichungen erlaubt es, die 
erste Hypothese noch uüi ein Erhebliches genauer zu bilden, als wir bis 
dahin gethan haben. Wir fanden nach den Reihenentwickelungen der 
Abtheilung IV, für die Verhältnisse der Dreiecksfiächen, wenn zur Ab- 
kürzung 

Tc{il ^t) = ^*\ h {f — t) = %^, h {f ^i!) = %', 

gesetzt wird (wobei %' = 'd''/), 

Ir'r''] _ ^ ( ^'^ — d''^ d^'' (d^'^ ^ d'd^" — >»») dr' \ 

[rr^'] ■" a-' \^ "^ 6r'8, "**" 4r'* kdt^ '"] 

[rr''] ~ W y '^ 673 4r'4 kdt'^'"] 

[rVI ~ %'\ [ "^ 6r"3 ■+" 4r"4 hdt^ J 

[//"] — ^; 1^ + 6y"3 4r"* Mt'^ *"] 

Nun ist o£Penbar sehr nahe 



icdt a- 0-;' 



Kliukerfues, theoretische Astronomie. 20 
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ebenso 



dr" r" - r' r' — r 



• 

Bei Einführung dieser Werthe in die Gleichungen k) und 1) der 
86. Vorlesung würden wiederholt die Unbekannten r' und r" gleichzeitig 
auftreten; man braucht aber die Glieder mit r" — r' erst dann bei der 
Rechnung heranzuziehen, wenn man der Lösung mit Berücksichtigung 
der vorhergehenden Glieder schon ganz nahe gekommen ist, und kann 
jene Glieder dann als eine bekannte Grösse behandeln. 

Mit nicht allzuviel Complication lässt sich sogar in der Genauigkeit 
noch einen Schritt weiter gehen. Unter Anwendung des Taylor'schen 
Satzes hat man: 

»• -•'' = ^-('-'') + 2d?F-(' -'')' + ••• 

^ . . . rfV 

Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen die Grösse , -, so 

lässt sich -r- durch r, r' und r" ausdrücken ; es, wird nämlich 
dt 



oder 



dr^ _ {i — ty (/' — r^) + jt'' - 0« (/ - r) 
dt ~ (f — t)(t" — t)(t" —.0 

a / ^'"2 (r" — rQ -f ^2 (/ _ r) 

Durch Analogie erhält man: 

dr'' _ (if' — ty jr"' — O + (t'" — ey {/' — /) 

dt ~ (t" — t') (t'" — t') it'" — n 

oder ^ 

dr" ^/^ (r^'' — /Q + ^^ (r" — /) 
kdt~ ^,^',^" 

' Diese Ausdrücke werden, nach Substitution in den Reihenent Wicke- 
lungen, drei Unbekannte gleichzeitig auftreten lassen, nämlich in der 
Gleichung k) die Grössen r, r\ r'\ in 1) die Grössen r\ r", r'". Da nun 
aber nach dem mehrfach beschriebenen Verfahren r' und r'" leicht aus r 
und r" berechnet werden können, so wird auch diese viel genauere Lö- 
sung nicht sehr umständlich, wenn man sich nur bei den ersten Versuchen 
auf die Glieder niederer Ordnung beschränkt. 

Man kann alles eben Gesagte endlich noch in der Ausdehnung zur 
Anwendung bringen, dass man in den Finalgleichungen die vier Unbe- 
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kannten r, /, r", r'" auftreten lässt, wobei es dann möglich wird, in der 
ersten Hypothese die Näherung bis zu den Gliedern achter Ordnung in- 
clusive SU treiben. 



Achtundachtzigste Vorlesung. 

Die Gauss'sche Form dei; Bereclmung der Bahn aus vier 

BeobachtTingen. 

Um den Leser endlich noch mit derjenigen Form, welche Gauss in 
der Theoria motus c. c. seiner Methode der Bahnberechnung aus vier 
Beobachtungen, von denen die mittleren vollständig sind, gegeben hat, 
machen wir von der Darstellungs weise Gebrauch, welche Bruhns in 
seiner Abhandlung: De planetis minoribus inter Hartem et Jovem 
circa Solem versantibus gewählt hat, wobei wir zugleich die dortige 
Bezeibhnungs weise beibehalten wollen. 

Es seien: , 

f, ^, i\ t'" die Beobachtungszeiten, 
a, «', a", a'" die geocentrischen Längen, 

ß\ /S", die geocentrischen Breiten zur Zeit f' und t'\ 

L, L\ Ij\ -L'" die Längen der Erde, 
jR, JB', JB", JB"' die ßadienvectoren der Erde, 
r, W, r", r"' die Abstände des Planeten, 

(>, q\ q'\ (>'" die curtirten Distanzen des Planeten von der Erde, 
V, v\ v", v'" die wahren Anomalien des Planeten, 
JE?, Bf, -E", -E"' die excentrischen Anomalien, 
JMT, üT, ilf ", 3f" die mittleren Anomalien; 

ferner sei zur Abkürzung wieder: 

rr' sin (u' — v) = [rr'] 
rr^' sin (v" — v) = [r/"] 
r^r" sm(v" — v')= [rV] 
r' r'" sin (v'^' — v')= [rV'"] 

WV" sin (v'"— v')= [♦■"♦■'"] 

20* 
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[/r'"] 



n 



n 



f/ 






itt 



A) 



[rr"] 
[/r"] _ 
[rV"]' ■ 

Bekanntlieh ist nun : 

[r>r"]x —[ri"]x' -it \rr>]al' =0 

[rW']y -{rr"^y' + [ri^y" =0 

[r" /"] af—[r> r"'] «" + [r* r'T ip"' = 

[r" r"'] y - [/ r'"] y" + [/ r"} y"' = 0, 

wenn wieder aj, y, xf, y' u. b. w. die heliocentrißchen Coordinaten des 
Planeten vorstellen. Für letztere bat man aber aucb die Relationen; 

' X = Q cosa +2? cosL 
y = Q sina +22 sinL 
al = q' cosa' + Bf cosL* 
i/ = q' sina' + J? sinL' 
e' z= Q* tangß 
x" = p" €08 a" + 22" cos i" 
/= ^"siwa" + Bf' sin r' 
g!' = q" tangß" 
a/" = q'" cos (xf" + 2?" cos i"' 
y'"=(>'"sina'"4- Bf"sinr'\ 

demnacb, wenn man hierauf in den obigen Gmndgleicbnngen Rücksiebt 
nimmti % 

n (q cosa 4- 22 cosL) 

— (q' cosa' + B' cosL') + w" {q" cosa" + 22" cösX'O = 0, 
n ((> sma -|- 22 sinL) 

— (()' sin a' + 22' sin L') + n" (c>" sm a" + 22" sin 2.") =0, 
n'ig'cosa' + Bf cos L') 

— ((>" cös a" + 22" cos L") + n"' (p"' cos a'" + 22^" cos L'") = 0, 
»i' ((>' sin a' + 22' sm L') 

— {q" sin a" + 22" sin L") + n"' ((>'" sin «'" + 22'" sin L'") = 0. 

Wird die erste Gleichung mit sin a multiplicirt, die zweite mit — cos « 
und addii*t, worden ferner die dritte und vierte nach Mjiltiplication mit 
beziehungsweise sin a'" und cos a'" adtiirt, so erhält nlan : 
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nB sin(u -^ L) — {Q'sin(af — «) + 22'stn(a — L')] 

+ n" {q" sin(a — a") -\- iJ" 8in{a—L")) =0 
n' [q' sm(a'" — «') + B!sin{a'"^ — L')] 

Es sei ferner: 



B) 



ni 



p' — _?L p" — ?L 



so dass 





:(„ -1- „" —1)/», 


«" 


-(»' + 


n'" 1) r"», 


1 


1 TV » + »" 




1 + P" : 


n' + n'" 


1 


+ 75 - »» + «"' 




1 + «" = 


— n' + n'", 




1 1 + p* 




1 


1 4- -P" 








n' 


1 -1- ^ 



Diese Ausdrücke für n, r»', n'\ n''' sind in B) zu substituiren ; man 
erhält dadurch : 



C) 



P B sin (a — L) — ^ "*" \. [Ü dn {a — L') + q' sin (« — a')} 

1 + ^3 

4- Sf' sin (a — L") + q" sin (a — a") = 
P" m" sin (a"'-£"') — ^— !— S W'sin («"'-i")+ 9'" sin(a!"-oi")] 






Die vier Unbekannten qi\ r\ q" und r" werden auf zwei reducirt, 
wenn man die Gleichungen: 



i>) 



cos 



ß "~ 



_?_^ = _ B!'cosd"+ Vr"2 — jj"2 sin iJ"^ 
cos p ~" 



heranzieht, worin Ä' und Ä" die durch die Formeln ^ 

cos ö' = cos ^' cos (cd — L') 
- cos Ä" = COS /3" cos (a" — i") 

zu bestimmenden äusseren Winkel an der Erde in der zweiten und drit- 
ten Beobachtung vorstellen. 
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Führt man noch die Winkel am Planeten ein, z* und n*\ und setzt 

Eur Abkürzung: 

y^% — 2?'« sin ö'2 =: oi 



so wird 



|/r"2_ jB"3s,nd"»=«", 



cotangzf = 



1^ = 



H sin d' ' 
j » 



H'sinS" 



J9 



smz 
, _lHsin(d'^e') 



jf 



C08ß\ 



stnff 
q" = ^^ 



COS /3". 



E) 



Die Gleichungen C) gehen über in: 

(l + F' 
—, [Bf sin {a — L') + cosß' sin(a — «') xf 

— cosß' sin{a — a!) JB' cos 8'] 
=I^Bsin(a—L)+co8ß"sinia"'-'a")x"'-cosß''sin{a"'—a")R"cos8" 

^ "*" ^], {Bf' sin (a"' - V) + cosi3"stn(a'" - a")^" 

^"' — COS ^" Sin (a'" - a") J2" cos «" } 

. =P"i2"stn(a'"— r")+cösi3'sm(a— a") x''--cosß'sin(a^a')B!cosS\ 
Setzt mau noch : 

fcosß' sin(a — a^ = -4; cos ß'^ sin (a — a") = 5 

cosi3"sm(a'"— a")= C; cos/3' sm(a'"— «') = 2> 

B' sm (a — L') 



F) . . . . < 



G 

Bf sin ja!" — XQ 
D 

jy^ sin (« — r 

B sin (a — L) 



— Bf cosö' = h' 



— iJ" cos fi" = 2^" 



— B' cosd' = 7c' 



— 22" cos d" = x" 



= A 



Bf^'sJnja'''- r^') ^ ^,;, 



B 
C 
D 



= f*' 



= /* 



// 
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so erhalten wir: 

(ll' (1 +P')(!^ + b') 
t 



G) 



1+717: 



«' 



= «" + x" + hP 



{x"' +'It! sin 8'if* 
H" (1 + P') (x" + b") 



1 + 



Q" 



— 3f + x' + X"'I» 



ix'.'i + JJ"« sin «"»)% 

oder, wenn zu grösserer Bequemlichkeit 

— x" — Ai" = c', — X — r'i^" = c", 

H' (1 4- P') = d', ft" (1 + i"') = d'' 

gesetzt wird, 

d'ijf + b') 



H) 



«" = </ + 



1 + 



«' 



«* = c" + 



(x'« + JJ'* sin «'»)% 
" d" (ic" 4- 6") 



1 + 



Q" 



(x"2 + JJ"*s»nÄ"«,% 



Es sei 



k (*"' — f") = t'", k (*"' — = ^o'. 
so wird nach den Entwickelangen der Abtheilung IV.) 

" =-?-|i+V« J73 +V4 :^ -kTt^-'l 



J) 






n' 



-/ {i+Vs :pr, — + U :^, 



."4 



kdt 



+ ••} 



* -Wv^^' — ?^» ^* ^' hTtfr 

Unter YernachläsBigung voir Gliedern höherer Ordnung setzt Gauss 
in der ersten Annäherung: 



p/_ JL_ JL. 
n" ~ x" ' 



.'// 



i'"="J= "" 



in 



n X 

e' = (n + w" — 1) r'3 = 1/2 r r" ; ^^ = (n' + n" — 1) r"3 = 1/2 r t'". 
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Neunundachtzigste Vorlesung. 

Fortsetzung der Entwlckelungen der vorhergelieiideii 

Vorlesung. 

Bruhns macht Uer den Vorschlag, die erste Hypothese auf etwas 
andere Art als die eben angegebene zu bilden, um durchscbnittlich, be- 
sonders aber bei sebr ungleichen Zeitintervallen , eine grössere Genauig- 
keit zu erreichen. Es verdient diese Modification um so mehr Beachtung, 
als gerade bei der Berechnung einer Bahn aus vierOertern bei dem Aus* 
suchen des Materials eine ziemlich grosse Ungleichheit der Zwischen- 
zeiten gar nicht zu vermeiden ist, wenn man nicht das viel grössere 
Uebel haben will, dass zwei von den vier geocentrischen Längen einander 
sehr nahe gleich werden. 

Die^ Gleichungen B) werden unter Zuziehung von D) und F) sich 
schreiben lassen: 

w'"A'"-- /t'V— ^"6"+ n'a/ -f «'x' = 0. 
Werden darin für n/n\ n" und w'" noch diejenigen Glieder der 
Entwiokelung berücksichtigt, welche -j-^ und -^ enthalten, dividirt man 

femer die erste der vorstehenden Gleichungen mit — ;- , die zweite mit — j- 
und setzt 

so wird man haben: 

ft' (1 + !>') (a/ + bO 

V« [r (r' + .")] + V« yf ~//x^' 
= (*" + x" + Ai''). jl+ ^,3 ^^^'^ +^ 

ft" (1 + P") (as" -H h") 

r ' fr"' r'^ P" 1"'- 

Sollen nun diese Gleichungen auf dieselbe Form , wie in H) zurück- 
gebracht werden, so braucht man nur zu setzen: 
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t' it" — z)P'k 



HL) • • • • 4 



2 + P'X , , , T t' (1 ^ i") A 



= v."(^^+v. 



a?' 



// 



w/ 1/ - /./ I ,.m\ l 1/ ^0 V^ T) JT A 

Q = 1/, r (To + r ) + Ve p,,;^,,, ^ ^f ^ '^' 



= Ver^(^^)+V. 



T rp^ (1 — P^O A 



In diesen Ausdrücken kommen aucli die unbekannten Grössen x^ und 
aj".vor, für welche die aus den Versuchen selbst hervorgehenden -Nähe- 
rungen eingesetzt werden. Bei der Auflösung der Gleichungen H) geht 
man von derjenigen Annäherung aus, welche sich ergiebt, wenn Q^ =zQ"z=:Q 
gesetzt wird, d. h. von den Werthen : 



L) 



_, _ c" 4- d" jh" + c') + d'a'h' 
" ~~ 1 - d'd" 

j „_ c' + (f (V + c'O + ä! S' h" 
r — 1 -.d'd" 



Die Verbesserungen aber kann man auf folgende Art erhalten. Mit 
einem genäherten Werthe von x\ welchen wir durch |' bezeichnen wollen, 
bestimmt man aus der ersteren der Gleichungen H) den Näherun gswerth 
x" — I", und darauf mit diesem letzteren aus der zweiten jener Gleichun- 
gen den Werth von x\ welchen wir X* nennen wollen. Es sei nun der 
Versuchswerth von x* überhaupt gleich |' + ^ ^\ der nach der ersten 
der Gleichungen H) dazu gehörende Werth von x'^ gleich |" -f" ^ S' ^^^ 
der darauf aus der zweiten Gleichung folgende Werth von x* gleich 
X' -}- ^ X\ so wird man sehr angenähert die Proportion habend 

(x' - r) ^r = ^x' (x' - r), 

also auch 

Fnr xf' erhält man auf demselben Wege: 

Aus oj' und flj" findet man r', r", q\ q'* mit Hülfe der oben angege- 
benen Relationen, und dann ferner auf bekannte Weise die heliocentrischen 
Goordinaten. 

Um die heliocentrischen Bogen zwischen den äusseren Oertern, also 
v'" — V auf bequeme Art zu finden, bemerke man, dass 



rr* 8in{v* 



n 



11 



v) = — r' r" sin (v" — v') u. s. w., 
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also 

»" 

1) rsin(v' — v) = — r^' sin (v" — v'), 

n 

desgleichen 

2) r sin(v' — v + ^" — v') = — r' sin (v" — v') 

3) r'''sin(v'" — v") = -^^r'sin (v" — v') 



4) r'"sm(t;'" — v" + v" - v')= «4 r"sm(v" - v'). 

Werden 1) und 2) Bowie auch nachher 3) und 4) einmal addirt, das 
andere Mal von einander subtrahirt, so erhält man die Gleichungen : 

r stn ( 1/2 (v' — v) + (v" — v')} = ^ '^ ^'^' sin V2 (v" — v') 

n 



T — n T 



r cos{yi(v' - y) + (v" — v')} = !■ '—!- cos\'i{v" — v') 

r" -i- n'r' 

r"'sm{",(u"'- v")+ (v" — v')} = V swVjK - v') 

n 

f"'cos |i'2 (u"'— u") + (y" - v')] = *'" ~jf ^ cos »A (v" — v'). 

n 



Neunzigste Vorlesung. 

Zusammenstellung der Formeln und Rechnungsbeispiel. 

Bruhns wählt in der genannten Schrift folgende Beobachtungen 
des Planeten Bellona, um daran den Gang der numerischen Rechnung zu 
zeigen. 

e, if, if\ f . . . 1854März4,5 März 17,5 März 47,5 März 86,5 

a, «', a", a'" . 177®50'48",8 174033'27",7 169032'23",9 170055'44",6 

(ß\ß\ß\(ß"') (+7 13 56,9) +86 39,2 +9 1 30,3 (+8 39 19,4) 

X, L\ L'\ i'" 164 5 58,1 177 3 37,0 206 36 54,4 244 20 46,2 

log B, log B\ 

logB*\logB"\ 9,996668 9,998194 0,001910 0,005815 

Die vorstehenden Zahlen sind von dem Einflüsse der Parallaxe, der 
Nutation und der Fixsternaherration hefreit, auf das mittlere Aequinoc- 
tium der Epoche 1855,0 bezogen worden. 
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1) kommen die folgenden Formeln zur Anwendung: 

r =h {f — f), 

r'"= h (r — o, 

wobei logh = 8,2355814, ferner 

tgß' 



t' : 


-Ti{l!' - 





A 


— k (<"' - 





tgd' 


_tg[a! - 


-L') 



*^^' ~ sinia' — LY '" cosu/ 

^^'^ - sin(a"-L"y *^* = cosu/' ' 

ö und 8'\ die äusseren Winkel an der Erde in der zweiten und dritten 
Beobachtung, sind stets .kleiner als 180^, und da in den Gleichungen 
cos d' = cos ß' cos («' — L% cos 8" = cos ß'" cos («" —X")» cos ß' und cos ß" 
positive Grössen sind, und so zu wählen, dass cos 8^ mit cos(a' — V)% 
cos 8" mit cos (oc" — i") gleiches Vorzeichen hat. 
In diesem Falle ergiebt sich: 

logt*' = 9,349524 logi^ = 9,869049 

logt = 9,712102 

log t'" = 9,826646 log r'^ = 0,074430 

Ä' = 80 23' 38",7 *" = .380 o' 14",3 

log Ä' sin 8' = 9,162490 logJR!' sin 8" = 9,791291 
log B* cos 8' = 9,993516 log i?" cos 8" = 9,898419. 
Sodann kommen 2) die Formeln: 

cosß' sin(a — «') = A, cosß" sin{a —,cl") = B 
cos ß'' sin {a!"-- «")= 0, cosß' sin(a!" — «") = D 



D 

JB" sin (a — X") ^, ^,, „ 
\ß ' JB" cos Ä" = x" 

B sin(a — L) . 

m" sin («"' — L'") ^ ^„, 



D 
A 
B 

B 



=>' 



= ^" 
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an die Reihe. Man erhalt dadurch 



logA = 8,708003 
logB = 9,15438i> 
logV = 9.855749, 
logyi! = 9,755687 
Jogk — 0,218206 
log^k! = 9,553618 



log C = 8,379153 
log D = 8,835077, 
logV' = 1,402504,. 
logx!' =0,621092, 
logk'" = 1,152288 
log(i" = 9,544076, 



3) wird nun zur Bildung der ersten Hypothese geschritten, wobei 

r 



r 



und Q\ Q" entweder nach Gauss 

a) Qf=iUtz", «".-- 'Art", 

oder mit der Bruhns' sehen Verbesserung: 



b) 



Q'=\'e{ 



, 2 + i" . , (1 — P*) A 



JP' 






P" 



+ Tt 



ar" - c' 
, (1 - P") ^'" 1 



Zar Abkürzung sei 

c" = — x" — Ai", d' = ju' (1 + i^) 
c"= — x' — A"'J^', d"= ^"(1 + F"). 

Man erhält hier: 

Ugc' = 9,562483, 
%d' = 0,073143, 



logd' = 1,060426, 
logd" = 9,791860,. 



Es sind sodann aaf irgend einem iodirecten Wege, z. B. dem in 
voriger Vorlesung beschriebeneu*), die Gleichungen: 

d' (3f + b') 



I.) 



x" = c' + 



1 + 



«' 



IL) 



aufzulösen. 



af =e'-^ 



(a/« + JB'» sin «'«)% 
d" («" + 6") 



1 + 



e" 



(a;"« + iJ"» s»n «"»)% 



*J Eine bequeme Avflösungsart besteht darin, dass man in den Annäheningsfor- 
meln L) der Vorlesang 89 anstatt df die Grösse d" 1 1 -|- / »j i p»» • AiVf», \ '""' 

anstatt d" die Grösse d"|l + w,a ■ p/,2 • J"i!^% | «'»»«***> ü"**™ man die "Werthe 



von Q' nnd Q" successive verbessert. 
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Die Er uhn Busche Hypothesenbildung von Q' und Q'* nach b) kann 
ofifenbar erst angewandt werden, frenn af und x" schon nahe bekannt 
sind. Zuerst erhält man: 

logF' = 0,363178, logP' = 9,886056, 

und wenn a) zu Grunde gelegt wird, 

log Q' = 8,761196, log Q" = 9,238318. 

Von den Annäherungsformeln 

, _ c" + d" (b" + c') + d' d" b' 



1 — d'd" 
„_ <^ + d' {b' + c") + d' d" h" 
" - 1 - d'd" 

ausgehend, welche ?ö^a/ = 0,409737, Zo^ a/' = 0,407602 als ei-steWerthe 
bieten, findet sich 

loga! = 0,395328 

logx''=z 0,389030, 

wenn die Hypothese nach a) gebildet wird; nach b) dagegen, wenn die 
Näherungswerthe logx' = 0,409737, logx'^ = 0,407602 zu Grunde ge- 
legt werden, esgiebt sich: 

log Qf z=z 8,303187 log Q!' = 9,263833 

loga! =0,394034 logx'' =0,388375. 

Mit letzterer Lösung wird dann aus b) die noch genauere 

log Q' = 8,224279 log Q'' = 9,264200 

logx' =0,393996 logxf* = 0,388409 

gefunden. 

4) kommt die Reihe an die Formeln: 

a?' x" 

cotg ^ = , , cotg je?" = -^„ . j.„ 



wenn Q' und 0" *^s 
^a) berechnet -sind, 



_ B' sin y ,, _ BT' sin 8" 

— ' • I » ' — — . ff 
stn z stn z 

B'svn{8'-^zf) ^, „ B"sin(8" — z'') ^„ • 

= —-? cos ß' q" = )—r, cos ß'\ 

stnz stnz 

+ p 

n =n"P' 



r = (■ + Ä) t\ 



-■ = + ^)r^ 



n '= n 1 
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wenn Q* und Q' aus 
b) berechnet sind, 



( r" / 



rr" 2 + P' 



21^" 


tr" 


2/8 


TT"' 


2r"3 


rt'" 



) 



3i>' 
2 + P" 



) 



) 



1 + 2P' 



2/ 



/8 



3i>" / 



In dem gegenwärtigen Beispiele würde aus a) folgen: 



z' = 30 20'52",9 
logr' = 0,396069 
logQ^ = 0,171675 
logv!'= 9,482097 
logn' = 9,845275 
dagegen aus b) 

;?' =:5'^21'29",9 

logr' = 0,394743 
log q' = 0,169465 
logn"= 9,482823 
logn' = 9,756517 



0" = 140 10'15",5 
logr" = 0,402451 
%^" = 0,21411'9 
logn = 9,756855 
logn'"— 9,642911 

z" == 140 11'25",4 
logr^' = 0,401868 
logQ" = 0,213203 
logn = 9,844981 
logn" = 9,643393 



5) kommt die Ableitung der heliocentri sehen Längen und Breiten, 
und, wenn die Verbesserung weit genug getrieben ist, des Knotens, der 
Neigung und der Argumente der Breite w, w', t*", m'". Es dienen dazu 
die bekannten Gleichungen: 

r' cos y sin Q! — V) = q* sin («' — L') 

r' cosh' cos(V — L') = Q'cos(a' ~ L') + JRf 

/ sinh' = q' fang ß' 

r" cos h" sin {V — L") = q" sin (a" — X") 

r" cos h" cos Q!' — L") = q" cos (a" — L") + R" 

r" sin b" = q" tang ß'\ 

wenn l, l\ V\ Z'" die heliocentrischen Längen, b, V, V\ V" die heliocen- 
trischen Breiten des Planeten vorstellen. Zur partiellen Prüfung der 
Rechnang dient, dass q\ p", / und r" mit den vorhin gefundenen Wer- 
then übereinstimmen müssen. Zur Berechnung von <^, i, v!^ u" hat man 
dann weiter: 

sin [ V2 Q" + V) — ^1 tang i = 1/2 (fang h" -[- tang b') sec V2 0" — V) 

cos 1^/2 (f + — ^] tangi = V2 (tang h" — tang h')cosec\/2 Q" — 

ta))gu' = tangQ! — <ß) seci^ tangu" = tangQ" — <ß) seci. 
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Die numerischen Werthe sind hier, wenn Q' und Q" aus a) gebildet 
werden 

%r' = 0,396069 logt" = 0,402451 (also wie oben) 

V = 175?45'42",6 V* = 1830 29'4",9 
log tg V = 8,931042 log tg b" = 9,014923 

ß =r 144® 41' 20^',5 i = 90 23' 10",9 

w' = 31 23 54,7 w" = 39 9 23,7. 

Wird die Hypothese nach b) gebildet, so erhält man die Zahlen: 
log r' = 0,394742 logr^' — 0,401868 

V = 1750 45' 52",2 V = 1830 30' 13",4 
log tgll — 8,930153 log tg h" = 9,014586 

ß = 144043' 4",8 t= 90 22'28",3 

v! = 31 23 16,6 w" = 39 9 44,7. 

6} sind die heliocentrischen Goordinaten der äusseren Oerter zu 
suchen nach den Formeln: 



r sm 



[1/2 («^" « y!) + (1^' _ u)\ = "" "^ '''''''' sin V2 («" — t«') 



r cos [Va(M" — v!) + (w' — w)] = cos Va(w" — ^O 

r"'«»n [V» («" — «') 4- («*'"— «*")]= ■ '^' "t>"'*^ s«« V» («*" - «') 

r"' C08 [1/2 (m" — «oh- («'" — «")] = ~,r *^ cos V» («" — «')• 

Für Bellona wird hier gefunden: 
nach der Hypothesenbildung aus a) 

logt = 0,393473 logr'" = 0,411478 

u = 270 58' 29",7 w'" = 480 54' 28",1, 

nach b) aber 

%r = 0,391813 %r"' = 0,411750 

u = 270 56' 25",8 t*'" = 48« 52' 46",3. 

Wie in praktischen Fällen überhaupt, ist es nun sehr zweckmässig, 
eine yoUstänXlige Prüfung der bis hierher gefundenen Werthe vorzuneh- 
men. Man berechnet zu dem Ende Z, Z"', h und fe'" aus u und w'" und 
dann weiter a, «"', /3, j3'", ^, p'"; es müssen dann, auf welche der beiden 
Arten die Hypothese für Q' und Q" auch gebildet sein möge, a und a"' 
genau, /3 und /3"' nahe mit den Beobachtungen übereinstimmen. Man 
kann sich folgender Formeln bedienen: 
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tg {l ^ Q;) — tgu cos i, ig (Z'" -^ Q>) = ig u'" cos i 

sin h = sinu sin i sin b'" = sin «'" sin i 

r cos h sin (l — X) = p sin (a — X) 

r cosb cos(J — I) — B = q cos{a — L) 

r sinh == (> ^9 ß 

^ r'" cos b'" sin (r - X'") = q'" sin (a'" — X'") 

r'" cos b"' C08{r - X'") - 2?"' = p cos (a'" — X'") 



r ,sm 5 



rn 



ttt 



= 9'"*^;/»'". 



Bei Hypothesenbildung nach a) wird gefunden: 



l = 172ö21'42",7 
% stn h = 8,883683 

ar= 177»50'48",8 
ß = 7 13 52,4 
% p = 0,173753 



r = 193n3'50".3 
log sinh''' = 9,089603 

= 170®55'44",4^ 






tft 



(die Prüfung fällt 
demnach befriedi- 
gend aus). 



n- 



/S'" = 8 40 13,3 
logQ'" = 0,317833. 

Bei der Hypothesenbildung aus b) erh&lt man: 

l = 1720 20' 27",l' V" = 1930 12' 56",0 

log sin b = 8,882648 log sin b'" = 9,088872 

a == 1770 50'48",9 «'" = 1700 55'44",7 

ß = 7 13 55,9 * ß'" = 8 39 14,3 

log Q = 0,170998 log p'" = 0,318209. 



\. 



Einundneunzigste Vorlesung. 



Portsetzung des Reclinungsbeispiels. Zweite Hypotliese. 

Es müssen jetzt nach den eben gefundenen Zahlen P' und jp", Q 
und Q" verbessert werden, für welches Geschäft eine Reihe von Metho- 

den zu Gebote stehen. Bezeichnet man das Verhältniss f- — : — r- für die 

Dreieck 

Intervalle t' — <, t" — <', ^"' — t" beziehungsweise mit y, y\ y'\ so wird 

^man nach den früher gegebenen Entwickelungen haben: 



p L y 



n 



t'" y 
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^ ^^ rr'' yif cos^ V2 («*' — w) cos V« («*" — w) cos V2 («*" — «♦') 

/)" 1/ rr'"-— ^ - 

V — /2 ^ ^n, y y, ^^^ Ly^ ^u"—u') COS V2 K'— tt') CÖS V2 (W'"-W") ' 



Hansen 's Eettenbnich oder auch die Encke'sche Reihenentwicke- 
lung oder die Tafeln der Theoria motus c. c. liefern für das vorliegende 
Beispiel, wenn die erste Hypothese für Q' und ö" ^*^ch a) gebil- 
det war, 

logy = 0,000237 

logy' = 0,001224 

logy" — 0,001965 

logP" = 0,362191 

log (g = 8,759209 

für (g und Ö" aus b 

log y = 0,000239 
logy' = 0,001232 
logy"= 0,001964 
logP'= 0.362185 
logQ' = 8,758811 



log P" = 9,886797 
log Ö" = 9.240136 



log P' = 9,886788 
log Q" = 9,240008. 



Für den Fall der ersten Hypothese aus a) 
Hypothese die folgenden Zahlen: 



ergiebt dann die zweite 





logc' — 9,672660 


logd' — 0,072455 




logd' — 1,061130« 


logä' — 9,792182« 




logx" — 0,394030 


logx'' — 0.388426 




/ — 30 2r28",9 


z'' — 140 11'23",6 




logr' — 0,394777 


logr'' — 0,401883 




logg' — 0.169523 


logg" — 0,213226 




logn"=-- 9,482792 


logn — 9,844983 




logn' — 9,756571 


logn'"— 9,643368 




V — 175045' 51^9 


r — 1830 30'11",5 




ß— 144 42 53.5 


i — 9 22 27,1 




u' — 31 23 27,7 


u"— 39 9 51,0 




logr 0,391866 


logr'"— 0,411701 




u — 270 56'39",7 


u'" — 480 53' 6",7 




l — 172 20 29,6 


V" — 193 13 5,2 




a — 177 50 48,9 


a'" — 170 55 44,4 




ß — 7 13 56,0, 


ß'" — 8 39 17,0 


Klin 


kerfues, theoretische Astronomie. 


21 



822 Berechnung einer elliptischen Bahn aus vier Beobachtungen etc. 

fCLr Q' und Q'' aus b) liefert die sweite Hypothese : 

logd! =0,072451 
logd" = 9,792179« 



logc* = 9,672721 
logc*' = 1,061122, 
log x' = 0,394046 

j»' = 30 21'28",5 
logr' =0,394793 
log q' = 0,169649 
logn" = 9.482794 
logW = 9,766571 
V = 1750 45'51".8 
Si>= 144 43 5,6 
u' = 31 23 16,6 
logr = 0,391882 
u = 270 66' 28",3 
l = 172 20 30,1 
u = 177 50 48,8 
ß = 7 13 56,0 



logx" = 0.388452 

y' = 140 11'20",7 
logr" = 0,401907 
logg" = 0,213264 
logn = 9,844979 
logn"'= 9,643359 
r = 1830 30' 8",7 
1 = 9 22 31,2 
tt" = 39 9 39,1 
logr''' = 0,411741 
tt'" = 48» 52' 47",2 
l'" = 193 12 57,5 
«'" = 170 65 44,6 
/J'" = 8 39 17,3 



Wird aus diesen Zahlen die dritte Hypothese gebildet, so ergiebt 

die Fortsetzung : 

von a) 

logy = 0,000239 

logy' = 0,001232 

%y'= 0,001964 



von b) 



logP = 0,362185 
logQ^= 8,758812 

logy = 0,000239 
logy' = 0,001232 
logf = 0,001964 
logP'= 0,362185 
log qi = 8,758804 



log P" = 9,886788 
log Q*' = 9,240035, 



logP" — 9,886788 
log qf' — 8,240026. 



Die Fortsetzung von a) würde das Durchrechnen einer dritten Hypo- 
these verlangen, wenn scharfe Uebereinstimmung erzielt werden soll; bei 
b) hingegen stimmen die logP^ log P" der dritten Hypothese vollständig, 
die eine weniger wichtige Holle spielenden log Q' und log Q" aber so nahe 
mit den Zahlen der zweiten Hypothese, dass hier die weitere Berechnung 
der dritten Hypothese erspart wird. 

Auf bekanntem Wege ergeben sich dann aus den heliocentriscben 
Coordinaten der äusseren Oerter die folgenden Elemente der Bellona: 
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Epoche 1865, März 0,0. 
^ Jf= 360 44' 13",8 

7C — 122 17 6,3 j 

(ß = 144 43 5,6 [ Mittleres Äequinoctium von 1855,0 
i = 9 22 31,2 J 
g? = 8 54 3,9 
Joga = 0,443278 
II = 767",520, 

wobei Jlf die mittlere Anomalie der Epoche bedeutet. 



Zweiund neunzigste Vorlesung. 

Hypothesenbildung c) und d). 

Die vorhergehenden Ilechnongen haben gezeigt, wie sehr die von 
Bruhns vorgeschlagene Hypothesenbildung b) der älteren a) an Genauig- 
keit überlegen ist. Wir wollen hier deren zwei andere hinzufügen, durch 
welche die Genauigkeit der ersten Hypothese noch weiter erheblich ge-" 
steigert werden kann. 

Sehen wir uns nämlich die Gleichungen J) und K) der Vorlesung 
Neunundachtzig etwas genauer an; der Kürze halber seien it, n', v!\ n"' 
unter der Form: 






enthalten, so gehen die Gleichungen K) über in: 



«' = ä" 4- 



ö 2 rvf im 1 „/ I ../ » 



P' A + aj" + ^" 
i>" A'" + o;' +- x' 



während noch immer P' = -77, P" == —777 gesetzt wird. In der vor- 

X X 

stehenden Form können Q' und Q" auch dann noch enthalten gedacht 

21* 
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werden, wenn in den Reihenentwickelangen für n, n', n", n'" Glieder von 

noch höherer Ordnung berücksichtigt werden sollen. 

. dr' df" 

Sollen die Glieder mit ;— r: und 7-7^ zugezogen werden, so hat man : 



hdt 



kdt 



q = V, t" (t' + r) + V« t" (t"t' - t») -; 



dr' 



r'kdt 



ii> 



8" = V,r (r' +r'0-V4t (tf - t»^) ^^ 



a' = V. t (r'o 4- <") + V4 ^ (t r'o - r'"«) -^ 



<ir" 



r"Äd« 



3'"=V6r"'(r'o + t) 



V4t"'(r"'t',-r»)-^ 



dr" 



r"fcd« 



dr* 



q _ 3" = V« (r"« - r») + »A (t"» + r») ^ 

a'"- a' = V« iz""* - r«) - Vi (f + t"'») j3^ 



demnach 



e = Vejr (r + r ) + 1^ A + x" + x"} 

_ V4(t(rr _ r «) - ^^ ^ ^, ^ x") i^lfedi 
q = V. jr (ro + T ) + p. j,m ^ ^ _^_ ^, ] 

Setzt man hier nach Vorlesung 87, aber unter Annahme der 
Bruhns'schen Bezeichnung: 



r*kdt 

dr" 

r"kdt 



r'r 



jf 



i"x 



c) 



"a 



so erb&lt man: 

[a - V \r (t' A. t"\ 4- (t"" - t») f A 1 

0/._ ./ L (,> 4. ,«M 4. i^'" - ^^) ^' ^"' \ 

-4- 1/ Ir r' .'"« ^^ + ^"" ^' ^"' ] 



r* — r" 
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wobei, wie früher bei Br uhn s' Bildung der ersten Hypothese die Grössen 
P und P" als Abkürzungen für —77- und —777 betrachtet werden müssen. 

In den folgenden Hypothesen dagegen stellen P und P" wieder die Ver- 

n w'" 

hältnisse -^ und — vor. 
n n 

Noch erheblich weitere Annäherung an die wahren Weiihe erhält 

man gleich in der ersten Hypothese, wenn nach Vorlesung 87: 



d / r« (/ — r) + t"» (r" 





Äi« TTtr'T" 

dr" r« (r"' — /O + ■'"'^ (r" 


-0 


kdt X t'o z'" - 





gesetzt wird; es ergeben sich dann die Ausdrücke: 
O' _ 1/ fr rr' 4- r"-> -U (^^^ - r») ■P' A 1 

+ /M i i/A + ^' + X" ) 



d) 



r« (r — rO + t"« (/ — r) 



T't"r' 



0"-i/ Ir rr' -U r'"^ ^ (r">» - t») i>>' A'^> 1 
§ =iAJT(r, +tr )+ jy'r' + ^ + x'l 

+ 'n"' ~ ^ p«;t., + ar* + x) 

T« (/" — f") + t'"^ (f " — O 

t', t"' r" 
Die Ausdrücke für n", n, n', n'" werden bei der Hypothese nach c): 

" =-?-l^ + 275-— 3—+ i 7*—) 

__L li a- lll ^ + 2-P' , ■t"^' — t* rüjlLl'l 
" — r' r + 2/" 31" "^ ^P ' r'* ] 

„,__r_ / jrr;;;^ 1+2.P" t'" rp' — t"» / — f" \ 

" — t'o r + 2r"« SP" + 4i"' ■ r"* /' 

bei der Hypothese nach d) : 
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'''IT^ 3 "^ 4 r'rV* / 

■^2/8 3P' + il*' ' r'rV* ) 

1 + 2//8 3 + 4 ' To'T'"r"^ 1 

^ + 2r"2 3P" ''^ TV' ro't"'r"* )* 



X 

«0 

^ — TT 



In den Formeln c) and d) sind die ersten Glieder offenbar mit 
denen der B ruh ns^ sehen Formeln identisch. Die Zusatzglieder zu be- 
rücksichtigen, bietet sich bei den praktischen Rechnungen die beste Ge- 
legenheit, nämlich da, wo die Zeiten wegen der Aberration zu corrigiren 
sind und deshalb schon aus diesem Grunde die Auflösung der Finalglei- 
chungen noch einmal vorgenommen werden muss. 

Das oben behandelte Beispiel fürBellona kann hier auch gleich dazu 
dienen,, die Anwendung der Hypothese c) und d) zu zeigen, indem wir 
die aus b) in der ersten Hypothese folgenden Werthe benutzen. 

Wir erhalten: 
V,(„' - .". _ ^1±^ . ^^ ^^, ^ ^„ ) =. _ 0,049083 








T 






X* 


+ 


r"'« 






r 








/ 




r" 






/ 






r" 




r' 



.125807 



= — 0,016541 

= 4- 0,016272, 

r" 

also log Q' = 8,244821 , log Q'^ = 9,259334. Lösen wir nach diesen 
Werthen die Finalgleichungen (I.) und (II.) der 90. Vorlesung von Neuem 
auf, so ergiebt sich: 

logx' =0,394201, Zo^fo;" = 0,388641, 

logr' =0,394946, Zo^fr" = 0,402086, 

logn" = 9,482781, logn = 9,844974 

logn'" = 9,643279, logW = 9,756528. 

Rechnet man nach Hypothese d), so erhält man log Q^ = 8,243955, 
log Q*' = 9,259147, daraus im Uebrigen sehr nahe dieselbe Lösung. Den 
Grad ihrer Annäherung zu beurtheilen, braucht man nur die Werthe von 
n, n\ W\ v!" mit den in Vorlesung Einundneunzig gefundenen zu ver- 
gleichen, da von der Darstellung dieser Verhältnisse der Dreiecke auch 
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die der geocentriBchen Oerter vorzugsweise abhängig ist. Man hat 
nämlich : 

t 

Hypothese nach a) 

logn = 9,844974 
logW = 9.766855 
logn" = 9,482097 
logW'*= 9,642911 



nach b) 


nach c) 


definitive Werthe 


9,844981 


9,844974 


9,844979 


9,756517 


9,756528 


9.756571 


9,482823 


9.482781 


9,482794 


9,643393 


9,643279 


9,643359. 
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Sechste Abtheilung. 

Die Berechnung einer Bahn ans einer grössern 
Zahl Ton Beobachtungen nach der Methode der 

Ideinsten Quadrate. 



Dreiundneunzigste Vorlesung. 

Einleitende Bemerkungen. Bildung von Normalörtem. 

Die in den vorhergehenden AbtheiluDgen vorgetragenen Methoden 
haben vorzugsweise die Bestimmung, für die erste Berechnnng der Doch 
als ganz unbekannt vorauszusetzenden Bahn zu dienen, damit man an 
der Hand einer aus den Elementen herzuleitenden Ephemeride der Er- 
scheinung des neu entdeckten Körpers zu folgen und mit grösserer Leich- 
tigkeit eine Ifingere Beobachtungsreihe zu sammeln vermöge. So sorg- 
fältig man nun auch immer eine solche 6rste Epkemeride berechnet haben 
mag, so werden doch in der Kegel sehr bald zwischen ihr und der Beob- 
achtung merkliche Unterschiede auftreten, welche, mit der Fortsetzung 
der Beobachtungen grösser werdend, die Erklärung durch Beobachtungs- 
fehler nicht mehr zulassen und die Yerbesserungsbedürftigkeit der Ele- 
mente bezeugen. Man kann leicht erreichen, dass die Differenzen nir- 
gends eine ganz unzulässige Grösse erhalten, indem man eine erste Bahn- 
berechnung mit einem neu gewählten Material wiederholt, vorausgesetzt, 
dass die Beobachtungsreihe keinen allzu grossen, nach jenen Methoden 
nicht mehr zu behandelnden Zeitraum umfasst. Strengeren Anforderun- 
gen gegenüber muss man jedoch so verbessern, dass nicht nur keine 
offenbar unzulässigen Unterschiede zwischen Beobachtung und Rechnung 
vorkommen, sondern diese Differenzen so klein als möglich werden, d. h. 
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so klein, als es die Güte der Beobachtungen überhaupt zulässt. Es müs- 
sen alsdann, damit nicht einige Beobachtungen sehr gut, andere ebenso 
gelungene dagegen sehr schlecht duri^h die Elemente wiedergegeben wer- 
det!, die Differenzen mit den verschiedenen Beobachtungen mit Rücksicht 
und unter gleichzeitiger Prüfung ihrer Zuverlässigkeit gegen einander 
ausgeglichen werden. Gauss und Legendre haben unabhängig von 
einander für solche Rechnungen ein allgemeines Verfahren erfunden, wel- 
ches unter dem Namen der Methode der kleinsten Quadrate überall, wo 
Beobachtungen durch eine bestimmte Theorie festzustellen sind, die 
grösste Rolle spielt. Bevor wir diese Methode und ihre Anwendungen 
bei Bahnbestimmungen erklären, ist es gut, ein sehr einfaches Verfahren 
kennen zu lernen, dessen sieb die Rechner allgemein bedienen, um das 
Beobachtnngsmaterial für jene Methode zurechtzulegen und die bei gros- 
sem Material immer etwas mühsamen Rechnungen bedeutend abzukürzen, 
ein Verfahren, welches sogar sehr oft die Behandlung nach der allge- 
meinen Methode, von welcher dasselbe ein specieller Fall ist, ganz ent- 
behrlich machen kann. 

Die erwähnte Vorbereitung besteht darin, dass man das Material, 
welches btei länger sichtbaren Erscheinungen zuweilen einige Hunderte 
von Beobachtungen enthält, in eine kleinere Zahl von Oertern zusammen- 
zieht, welche, weil sie das Mittel aus vielen Beobachtungen sind, als ver- 
hältnissmässig fehlerfrei betrachtet werden können, und deshalb Normal- 
örter genannt werden. Am sichersten bedient man sich 'bei deren Bil- 
dung einer Ephemeride , deren Fehler für eine Reihe verschiedener Epo- 
chen man ermittelt, nachdem man sie scharf mit jeder einzelnen Beob- 
achtung verglichen hat. Wären zufallig eine Anzahl dieser Beobachtungen 
ganz gleichzeitig angestellt und von gleicher Zuverlässigkeit, welches 
letztere hier vorläufig der Einfachheit wegen immer vorausgesetzt werden 
mag,' so würde man nur aus den Differenzen Beobachtung — Rechnung 
für beide Coordinaten das arithmetische Mittel zu bilden und an den Ort 
der Ephemeride für die entsprechende Zeit als Correction anzubringen 
haben; der auf diese Weise verbesserte Ort der Ephemeride ist dann der 
Normalort für jene Zeit: Gehören aber die einzelnen Beobachtungen 
verschiedenen Zeiten an, wie dies in der Wirklichkeit immer der Fall 
sein wird, so gilt die Correction der Ephemeride für diejenige Epoche, 
^welche das Mittel aus den einzelnen Beobachtungen ist. Damit dieses 
Terfahren , den mittlem oder Normalfehler der Ephemeride zu bestim- 
men, für streng gelten kann, muss allerdings die Annahme gemacht wer- 
den, dass der Fehler der ersten Potenz der Zeit proportional wachse oder 
abnehme, was offenbar ohne merklichen Fehler geschehen kann, so lange 
der. Gang der Differenzen ein sehr langsamer ist und die einzelnen Beob- 
achtungen nicht allzu verschiedenen Tagen angehören. 

Ein Beispiel wird die Bildung von Normalörtem an der Hand einer 
JBphemeride hinreichend verdeutlichen. In Nr. 949 vergleicht Bruhns 
die nach vorläufigen Elementen berechnete Ephemeride der Bellona: 
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1854, März 1 . . 
» 8 . . 

n 6 . . 
« 6 . , 
« 7 . . 

» 8 . , 






181ö24'10",7 
181 14 43,0 
181 6 2,0 
180 65 8,2 
180 46 2,2 
180 34 44,7 
180 24 16,6 
180 13 39,3 


+ 7« 1' 18",4 
7 10 39,0 
7 20 1,1 
7 29 24,3 
7 38 47,9 
7 48 11,3 

7 57 33,8 

8 6 66,0 


0,176503 
0,176787 
0,176146 
0,174582 
0,174095 
0,178685 
0,173352 
0,178097 



a. 8. w. 



mit den Beobachtungen, wob^i in der uns bekannten Weise, indem die 
angegebene Beobachtungszeit um den Betrag 493",3 Q vermindert wird, 
auf die Aberration Rücksicht genommen wird. Das Ergebniss der Yer- 
gleichung fOr eine erste Gruppe von Beobachtungen ist: 
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Das Mittel aus den 19 Unterechieden in RectaBcension ist — 0'',6, 
geltend für das Mittel der 19 Beobachtungsseiten , d. h. für März 4. 
15^51'° 25' Berliner Zeit, für welche Epoche bei dem hier Yorliegenden 
sehr langsamen Gange der Fehler unbedenklich die Mittemacht des 
4.Mftrs genommen werden darf. Für die Declination findet man beiAus- 
scblass der letzten, offenbar missglückten Bestimmung als mittlem Unter- 
schied zwischen Rechnung und Beobachtung die Grösse 3'',5, welche eben- 
falls der Mittemacht des 4. Mars zugeschrieben werden kann. Werden 
die eben gefundenen Unterschiede an den Ort der Ephemeride mit ent- 
gegengesetzten Zeichen angebracht, so ergiebt sich der Normalort: 

März 4,6 a = 180ö65'8",8 « = + 70 29'20",8. 

Lassen sich nun, wie es sehr häufig der Fall, die Beobachtungen der 
ersten Erscheinung eines Himmelskörpers in drei oder vier Normaiörter 
zusammenziehen, so ist vor Beginn der neuen ßahnberechnung wieder 
zu untersuchen, ob die Methode für drei vollständige Oerter oder die aas 
vier Oertern bessern Erfolg verspricht. Die Methode aus drei Oertem 
wird zu verwerfen sein, so oft sich bei keinerlei Lage des mittlem Nor- 
malortes vermeiden lässt, dass der Abstand desselben vom zugehörigen 
Sonnenort nahe gleich 0^ oder 180^ wird. Die Methode zur Berechnung 
aus vier Oertem wird aus den in der vorigen Abtheilung entwickelten 
Gründen wenig Erfolg versprechen, wenn der Verlauf der ErscheinuDg 
einen zu kurzen Zeitraum umfasst. In der Praxis der Planetenbahn- 
berechnungen kommt aber noch regelmässig ein Fall vor, wo weder die 
eine noch die andere Methode als* beste Wahl gelten kann; ist nämlich 
ein kleiner Planet in seiner zweiten Erscheinung wieder aufgefunden, so 
empfiehlt es sich wegen der Grösse des Zeitintervalls, durch welche die 
Beobachtungen der zweiten Erscheinung von denen der ersten getrennt 
sind, eine Yerbesserungsmethode im eigentlichen und engem Sinne des 
Woi*tes anzuwenden. Eine der einfachsten und sichersten haben wir in 
den vorhergehenden Abtheilungen schon in ihren wesentlichen Zügen 
kennen gelernt, daiin bestehend, dass man über die Distanzen von der 
Erde für die beiden äusseren Oerter Hypothesen macht, dann nach den 
bekannten Formeln zu den heliocentrischen Oertern übergeht, aus den 
äusseren Radien vectoren, dem eingeschlossenen heliocentrischen Bogen 
und der Zeit die Elemente, daraus den entsprechenden geocentrischen Ort 
der mittlem Beobachtung berechnet und die Hypothesen so corrigirt, dass 
dieser mit der Beobachtung in beiden Coordinaten übereinstimmt; ein 
mittlerer vollständiger Normalort kann durch zwei unvollständige ersetzt 
werden. 

Die systematische Anstellung der Versuche bei dieser Rechnung geht 
von der Voraussetzung aus, dass die Fehler der Hypothesen über die 
Distanzen Q und 9" selbst, als auch die entsprechenden in der Darstel- 
lung der beiden mittleren Daten (welche wir, seien es Längen oder Brei- 
ten, Rectascensionen oder Declinationen, mit p und q bezeichnen wollen) 
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als unendlich kleine Grössen erster Ordnung behandelt werden können. 
Unter dieser Voraussetzung haben wir, wenn Qq und Qq zwei hypothe- 
tische Werthe der Distanzen vorstellen , welche der Verbesserungen ^ Qq 
und ^ Qo bedürfen und welche als mittlere Daten po und qo ergeben, 
nach dem Taylor* sehen Lehrsatze: 

Die Werthe der hier vorkommenden Differentialquotienten ( j^) 

und (t~} werden erhalten, wenn man die durch eine Aenderung von Q 

bei unverändertem Werthe von 9" hervorgebrachten Aenderungen von 
p und q durch die Aenderung von q dividirt ; ganz analog werden die 

Werthe von f;^—??) ii^d (;p77) ermittelt. Ausser der ersten Hypothese 

Q = Qq, q'^ = ^0 sind also noch zwei andere durchzurechnen, die eine 
mit einem etwas geänderten Werthe von p, etwa ^0 4" *^) die andere 
mit geändertem ^'', QÖ H~ ^"« ^^ einen Schluss auf die Correctionen 
z/ ^0 ui^d ^ Qo machen zu können. Gewöhnlich kommt man aber hier- 
durch noch nicht zu einer scharfen Darstellung, sondern wird mindestens 
noch eine vierte Hypothese nöthig haben. 

Um nun jedesmal die weitere Hypothese aus solchen durchgerech- 
neten bilden zu können, welche die kleinsten Fehler übrig lassen, aus 
Hypothesen also, in denen mit Q und q" gleichzeitig Aenderungen vor- 
genommen sind, ist folgendes Verfahren mit Vortheil anzuwenden. Die 
Hypothesen mögen sein : 

Qo + m, QÖ + wl\ 

und mögen der Reihe nach bei Darstellung von jp und q (in dem Sinne 
Rechnung — Beobachtung genommen) die Fehler 

n, 3, 
n„ 8, 

Übrig lassen. Es ist nun leicht einzusehen, dass der zu machende Schluss 
von den hypothetischen auf die wahren Werthe im Wesentlichen auf eine 
Interpolation hinausläuft und also auch dadurch ausgeführt werden kann, 
dass man die hypothetischen Werthe mit gewissen Factoren multiplicirt 
nnd dann addirt. 

Wären z. B., um den einfachsten Fall zu betrachten, die Fehler der 
beiden Hypothesen in beiden Goordinaten entgegengesetzt, d.h. n,= — n, 
s, = — 8, so würde das Mittel aus beiden Hypothesen, also das System 
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g = \,, (Qo + m) + i/, (Qo + mX q" = » ', (pi' + m") + 1/2 (9? + »»;') 
das geBUohte wahre System sein; denn dasselbe wärde nach dem obigen 
Orundsatze der Proportionalität den Fehler Va ♦* + ^^2", oder Null in 
der einen Coordinate und den Fehler V2 s -\- Vs s, oder Null auch in der 
andern Coordinate übrig lassen. Hiernach erkennt man leicht allgemei- 
ner fär beliebige Werthe von n, n,, s und s,, dass, wenn zwei Grössen 
a und a, die Gleichungen: 

an + a, w, = 
as -^ a,s, = 

erfüllen, dann auoh: 

Q =z a(Qo + m) + a, (po + wi,) 
p" = a (q'o' + m") + a, (p? + #<) 

die wahren Werthe von Q und p'' vorstellen werden, vorausgesetzt, dass 
a und a, von Null verschieden sind. 

Da aber im Allgemeinen die beiden Gleichungen: 

an + a,n, = 

as 4- «*«/ = 

das Yerhältniss von a zu a, verschieden ergeben, so zeigt sich, was sich 
auch schon aus anderen Betrachtungen ergeben hat, dass im Allgemeinen 
drei Unbekannte a, a,, a„ aus drei Hypothesen zu suchen sind, am die 
wahren Werthe zu bestimmen. Nehmen wir zu den zwei bis dahin be- 
trachteten deshalb noch die dritte, q z= Qq -f- im,,, p" = ^0 + m'/r 
welcher als Rechnung — Beobachtung n„ und $„ entsprechen möge. Be- 
stimmen wir jetzt drei Grössen a, a, , a„ so, dass 

an + a,n, + a,^n„ = 
as + a,8, -t- a„s„ = O] 

so wird: 

Q = a (90 + »») + «/ (9o + »»,) + a„ (qo + m„) 
Q„ = a {qH + «") + a, (pi' -f m'/) + a„ (pi' + O. 

Die Lösung scheint unbestimmt zu werden. Setzt man q = q 
+ ^Qq, 9" = q'o + ^QÖ, so wird: 

pj' + z/p'o' = (a -f a, + a,0 pi' + am*' + «,< + «,,»•::, 

und es ist wegen der Willkürlichkeit der Werthe von Qo nnd ^o ^^^' 
leuchtend, dass auch noch die Gleichung 

a -f a, 4- a,, = 1 

beMedigt werden moss, welche in Verbindung mit den obigen 

an -\- a,n, -f a„n„ = 

as + a,s„ -f a„s„ = 
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eine völlig bestimmte Lösung bietet. Einfach ist dann: 

^ Qq = am 4" öf,w, 4- ö//Wr/ 
^g'f! = a m" + a, m^' + a>, m'/,. 

Der Vorzug dieser Methode, jede neue Hypothese aus den drei der 
Wahrheit am nächsten kommenden vorhergehenden zu bilden, vor der 
oben erwähnten springt in die Augen. Man habe beispielsweise, von deD 
zu verbessernden Werthen ^o = 2,5762, Qq = 2,8048 ausgehend, ver- 
sucht, den zweiten oder mittlem Normalort 

a = 2300 17' 12",2, « = + 3» 6' 31",8 

darzustellen. Bei dem Versuche mit der Combination q = 2,576300, 
^" = 2,804600 habe man statt dessen erhalten : 

a = 230» 17' 39",0, * = 3« 6' 19",8, 

mit der Combination Q = 2,576500, p" = 2,804900 dagegen: 

a = 2300 17' 1",0, * = 30 6' 40",2, 

endlich mit Q = 2,576600, q" .= 2,805000: 

a = 2300 17' 10",0, « = 3» 6' 44",5, 

so wüi*de man zunächst die Gleichungen : 

26,8 a — 11,2 a, — 2,2 a„ = 

— 12,0 a -I- 8,4 a, + 12,7 a,, = 

a + a, + a,,= l 

aufzulösen haben. Da man hier erhält:- . 

a = 0,3567 

^ a, = 0,9048 

a„ = — 0,2615, 

so wird: 

z/ (>a = 0,3567 X 0,0001 + 0,9048 X 0,0003 — 0,2615 X 0,0004 

= 0,000203 

Zf 9i' = 0,3567 X (0,0002)+ 0,9048 X 0,0001 — 0,2615 X 0,0002 

= — 0,000033, 
d. h. 

Q = 2,576200 + 0,000203 = 2,576403 

q" = 2,804800 — 0,000033 = 2,804767. 

Wir Bchliessen, was diese Art, die Verbesserung zu finden, betrifiPfc, 
gleich noch die folgenden Bemerkungen an, welche uns später bei An- 
wendung der Methode der kleinsten Quadrate die Bestimmung der Bahn 
sehr erleichteiii werden. 

Offenbar werden in jeder der obigen Hypothesen die äusseren Beob- 
achtungen durch das Elementensjstem , welches man dabei ableitet, voll- 
kommen dargestellt werden (die Abwesenheit von Rechnungsfehlern na- 



A) 
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türlich immer vorauBgesetzt). Dasselbe muss aber nicht bloss für die 
interpolirten Werthe von q and q'* stattfinden, sondern auch für einEle- 
mentensystem, welches durch dieselbe Art der Interpolation aus den bei 
den Hypothesen gefundenen Systemen abgeleitet worden ist, z. B. für 
das Eleraentensystem 

ß = aßo + a,Q>J + a„Q>% 

etc. etc. 

wenn man bei Dui*chrechnang der Hypothesen auf die Elementen Systeme 
m, n\ Sh\ fO u. 8. w., M^, nfj, Q>^, i^ u. s. w., Mf„ <, ß», i^, u. s. w. 
gekommen ist Diese nothwendige Folge aus der vorausgesetzten Pro- 
portionalität der Fehler mit den Verbesserungen, nämlich die vollkom- 
mene Darstellung der äusseren Beobachtungen durch ein solches int-er- 
polirtes System, wird auch dann noch statt haben, wenn man mit den 
Bedingungsgleichungen : 

a n -f" «/ W/ + ö,, n„ = 

aa + a,8, + a„s„ = 

Aenderungen vornimmt, welche geänderten Daten des mittleren Oi*tes 
entsprechen, wenn man z. B. die Werthe von n, n,, fif, um eine und die- 
selbe beliebige kleine Grösse o?, und ebenso die von s, s^ s„ um eine an- 
dere kleine Grösse y vermehrt. 

Gehen hierdurch a, a,, a„ in a + -^a, a, -f- z^a,, «,, + '^ % 
über, so werden die Bedingungen: 

(a -\-^a) (n + x) + (a, + zfa,) (n, + x) + (a„ + z/a,,) (n„ + x) = 
(a + ^ä)(s+x) + (a, +^a,) (s, + x) + (a„ + Ja„) (s„ + x) = 
(a + Ja) + (a, + z/a,) + (a„ + ^aj = 1, 

d. h. 

s^a 4- Sf^a, 4- s,,^a„ = 

zu erfollen sein. Da es nun aber immer ein System von Werthen der 
a, a^ Off geben wird, dessen zugehörige n, n,, 9^,,, s, s,, s,, so beschaf- 
fen sind, dass die Gleichungen 

n^a 4- n,^ä, + n'„zfa„ r= 

s^^a 4- s,^fl^, + St,^<*f, =0 

erfüllt werden, da mit anderen Worten also die Erfüllung dieser letzte- 
ren bloss von den Daten des mittlem Normalortes abhängt, so erkennt 
man, dass die Gleichung 
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oder 

a {- a, + a„ = l 

die Bedingung ausdrückt, dass das nach den Formeln A) interpolirte Ele- 
mentensystem die äusseren Beobachtungen Yollkommen darstellt. 

Die vorhergehenden Bemerkungen werden pristktische Bedeutung für 
den später vorkommenden Fall erlangen, wo die Bahnbestimmung eine 
grössere Zahl von Normalörtern zu berücksichtigen hat. Es ist auch 
jetzt schon einleuchtend genug, dass alsdann eine vollkommene Darstel- 
luDg von zweien dieser Oerter eine Art von Zurücksetzung für die übri- 
gen ist. 



Vierundneunzigste Vorlesung. 

Difl&rentialformeln für die direote Verbesserung der 

Elemente. 

Wenn die Beobachtungen mehrere Erscheinungen oder (wie es bei 
Kometen auch schon in einer einzigen Erscheinung vorkommen kann) 
einen sehr grosi^en helioceptrischen Bogen umfassen, pflegt von den Rech- 
nern die directe Anwendung vop Diiferentialformeln für die Verbesse- 
rung der Elemente gewählt zu werden, so mühsam auch die damit ver- 
bundene Arbeit ist. Da unter diesen Umständen auch schon die Stdrun- 
g'en aus der Anziehung der grösseren Massen sich bemerklich machen 
und nicht mehr vernachlässigt werden dürfen, so ist dieser Fall hier 
' nicht in aller Vollständigkeit zu behandeln; wir begnügen uns, die Dif- 
ferentialformeln zu geben, ohne dabei sehr in das Detail der Entwicke* 
lung einzugehen. 

Bedeuten a und ö eine darzustellende Kectascension und Declination 
(gelegentlich auch Länge und Breite), Oq und Öq aber diejenigen Werthe 
derselben, welche ein sehr angenähertes Elementensystem 

M= Mo 
ß = ßo 

• • 

'•j^ a =00*) 

*) Die Elemente tt, oö, % setzen wir in Folgendem der Einfachheit wegen immer 
auf diejenige Fundamentalebene bezogen voranR, auf welche o und (f sich beziehen, 
\\f^o in der Regel auf den Aequator. 

Kli>fkerfues, theoretische Astronomie. 22 
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wobei M wieder die mittlere Anomalie der gewählten Epoche bedeutet, 
ergeben hat, so' liefert sogleich auch der Taylor' sehe Lehrsatz zur Cor. 
rection der Elemente ^M^, ^ tCq u. s. w. die Bedingungsgleichungen : 






und för jede vollständige Beobaehtung zwei weitere solche Gleichuo* 

gen. Es scheint kaum nöthig, darauf besonders aufmerksam zu macheD, 

dass die Correction der halben grossen Axea, ^ ao, in diesen Bedingungs* 

/da\ . 
gleichungen auf doppelte Weise vorkommt, nämlich explicite in ( — j ^«o» 

— .jz/ao» implicite aber, da von a die mittlere Anomalie abhängen 

wird, in (tt:p I-^-^^o 'ind ( -ttv ) ^ JJfn« Es ist ferner nach beksDii- 
\dM/ \dMj 

ten Principien, wenn jr, y^ z die heliocentrischen Coordinaten be- 
deuten, 

KdMJ ~" \dx) KdMj "^ \dy) \d MJ ^ \d e) \d m) - 

\^9/ ~ V/V V^^y + \dy) \dq)) "^ \d7y \d(p) 
/dcc\ ^ /dcc\ /djr^ /dcc\ /dy\ /da\ / dz\ 
\daj \dxj \daj ^ \dy) \daj ^ \de) \da) 

In der letztern Gleichung kann man , unter einstweiliger Zurück- 
setzung des Einflusses von a auf die mittlere Bewegung, d. h. indem mau 
a bloss als das die Dimensionen von rv, y^ z bestimmende Element beban- 

d X dci /d x\ X 

delt, setzen dlogx = d log a, d. h. = — , ( -7— ) = — ; desffleicben 

X a \da/ a 

,;,d m = 1, (p) = ^. . Hiernach hat 
\da/ a \da/ a 



man: 



/da\ X (df^\ t y_ (da\ z /da\ 

\da) a ydrj a \dy/ a \dzj 

In den beiden vorhergehenden Gleichungen för (-7^) nnd ( j-") 



t 
4 
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fuhrt roan mit Bequemlichkeit die excentrische Anomalie E ein, wenig- 
stens bei Planeten*). Es wird dann: 



dE \ 
dMj 



\d m) ~ \d e) \ 
{dy\ ^ /dp\ (dE\ 
\dM) \dE)\dM) 
(dz\ _ (dz\ (dE\ 
KdMJ ~ KdEj \dM) 

(dx\ /e?a;\ /dE\ 

\dq>) ~ XdEj \d^) 
(dy\ _ /dy\ fdE^ 
\d(p) \dE)\d^ 
(dz\ _ (dz\ / dE 
\d(pJ — \dE)\d(p 



dE\ 



In den Ausdrücken für die Dedination: 



KdMj ~ \dx) \dM) "^ \dy) \dM) "•" \dz) \dM) 

\dq)) \dx) \dq>) "^ \dyj\dq>) "*" \de) \dq)) 
(d8\ _ /dd\ /dx\ /dd\ /dy\ /dS\ /dz\ 
\da) ~ \dx) \da) "^ \dy) \da) "•" Kdz) \da) 

sind dieselben Substitutionen, wie eben bei der Rectascension, zu machen. 
Wir haben in dem Vorhergehenden uns mit denjenigen Elementen 
hescliäftigt, welche die Lage des Körpers in seiner Bahnebene verändern, 
also auf die Aenderung der letztern, welche bloss von ^Tto, ^^Of ^ü 
abhängig ist, noch keine Rücksicht genommen. Sind 7, h, r die drei auf 
die entsprechende I^undamentalebene bezogenen heliooentrischen Polar- 
coordinaten, so erkennt man sofort, dass nur die beiden ersteren, l und h, 

4 

durch Aenderungen in der Lage der Bahnebene afficirt werden. Man 
darf hier deshalb setzen: 

(da\ '_ /da\ / dl\ /d^ /db\ * 

(da\ _ /da\ /dl\ /du\ / dh \ 
\dSi) "" \dl) \dSi) "^ \db) \d9>) 

\di) ~~ ydl) \di) "^ \db) \di) 



*) In Beziehung auf die Formeln für Kometen mag hier gleich auf Bes sei's 
clasMsche Schrift über den grossen Kometen yon 1807 .verwiesen werden. Dieselben 
findet man auch in Wejrer's „DifTerentialformeln^ zusammengestellt. 

22* 
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/dd\ _ /da\ /dl\ /da\ /db\ 
\dx) " \dl) \dx) ^ \db) \dn) 
/d8\ _ /dd\ {dl\ /d8\ /db\ 
\dSi) ~ \dl) \d^) ^ \dh) \dSiJ 

m = o m + Q m- 

Sämmiliche Differeniialquotienten , welche in den vorhergehenden 
AuBdrücken als Factoren auftreten, lassen sich ohne hesondere Schwierig- 
keit aus den bekannten Grundformeln entwickeln; ganz einfach z. ß. 
wird: 

C06{E — JF^ 



\dE) 



h cos {E — H), 

wenn /, g^ /i, F, (?, 11 gewisse nach der Abtheilung L leicht zu findende 
Constanten vorstellen. Femer hat man: 

(dE\ _£ 
KdMj ~ r 



(: 



dE\ a 

-z — ) = — cos Cp. 

dfpj r ^ 



Der letztere Ausdruck ergiebt sich leicht, wenn n^an die Keppler*- 
sehe Gleichung E — sm 9 sin E = M nach E und q> differentiirt und 



r 
bemerkt , dass — = 1 — sin w cos K 



dS\ 



Die Differentialquotienten (^), (|^). (^). Q, (-^. 

f T~) erhält man aus den bekannten Grundgleichungen: 

Qcosö cos a =: X — X . 
Qcosd sina = y — Y 
Qsind = £ — Z 

auf leichte Art nach Elimination von q.* Die Gleichung 

y — Y 
fang a = 



X — X 
liefert sofort: 



fdtt\ sina 

\dX/ 'ocosi 
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COSOi 

Qcosd 



/da\ _ 
\dy)~ 

m = »■ 



Nach den obigen Fundamentalgleichungen ist aber auch 



demnach: 



cotgö - (^_^3+ (^ _^).» 
da' 



cos a sin d 



/dö\ _ __ J. 

\dxj ~ Q 

/dÖ\ 1 . 

i -7— ) = stna stn 

\dy/ Q 

/dd\ 1 

l -r— ) = — COSO. 

\dej Q 

Setzt man in den obigen Fundamen talformeln für die Berechnung 
des geocentrischen Ortes x = r cos h, cos l, y ■= rcosh sin l, g = r sin 6, 
so hat man: 



\dl) ~ Q 



cosh . , ^ , r cosh 

r stna sin l h r cos a cos l 

cos Q coso 



r cosb . , _. 

= — • j- cos (a — l) 

^ coso 

(d a\ r sinh . . , . _ r sin h . . _. 

( -TT I = — r {stn a cos l — cos a stnl) = s- stn (a — l) 

\db/ Q coso Q coso 

(TT ) = Stn 5 cosb sin(a — l) 
dlj Q 

— ) = — {sind sinb cos(a — l) -{- cos8 cosb}' 

f , , 
Der Factor von — in diesem letztern Ausdrucke Hat eine leicht auf- 

Q 

findbare geometrische Bedeutung: legt man vom geocentrischen Orte aus 

über den Pol einen Quadranten, einen zweiten vom heliocentriscben Orte 
aus, so ist der Cosinus des gegenseitigen Abstandes der Endpunkte der Qua- 

dranten jener Factor von — ; wenn man daher unter ^ diesen Winkel ver- 
steht, so hat man einfach 

dd r 

rrr = — cos ^. 

db Q 

Um auch noch die Ausdrücke ftir(^), (|^), (^), sowie (||), 
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( Jq)' (t^) ^^ entwickeln, differentürt man die bekannten Formek: 

tang (l — ß) = cos i lang (v + « — Q>) 
sin b = sin i sin (v + ä -7- ß) 
in Beziehung auf ar, ß und i, l und h; man erh&lt: 

fdl\ _ . cos (l — Siy _ cosi 
\dx/ cos (v + 7C — ßp cosb* 

fdl\ cos (l — Q>)^ ^ cosi 

\dü) ^ ~ ^^^* cos (V + Ä — ß)'^ '"" "" cosb'^ 

(— ) = — sini cos (l — (ß)^ tang(v + ä — ß) 

= — tgi sin (l — ß) cos {l — ß) = — tgb cos (l — Q>) 

/db\ sini / # n\ 

\dnj cosb 

(db \ sin i 



G^) = 



COSt . r 1 ' n>\ 

stn (V -{- 7C ^ 66). 



cosb 



Was die' Einwirkung der Aenderung ^ (Iq auf mittlere Bewegung fi 

h 
betrifft, so folgt aus der Kelation u = -57- oder 

a /« 

log not (i = log nat h — 3/2 hg not a 

a 

Daher muss für die zur Zeit t aufzuetellenden Gleichungen, wenn das zu 
suchende Element Mq für die Epoche ^0 gelten soll, noch ein Glied 

für die or, und ein analoges 

- •/■ f G^) « - « ^^ 

ZU den oben entwickelten hinzugefügt werden. 

Schliesslich noch die Bemerkung, dass es etwas bequemer ist, in die 
Bedingungsgleichungen z/fto statt ^«q einzuführen, weil man dann so- 
gleich überall die Bogensecunde als Einheit wählen kann. 



\ 
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Fünfundneunzigste Vorlesung, 



Einige Modifloationen der vorhergehenden Formeln , für 
sehr exoentrisohe Bahnen bestimmt. 

Im Folgeuden entwickeln wir noch einige andere I)i£Perentialformeln, 
um den bei Kometea eintretenden Fall, dass die Finfübrung der excen- 
trischen Anomalie nicht gestattet ist, nicht gänzlich ausser Acht zu las- 
sen; offenbar werden aber nur die Glieder mit ^Mq, ^<jPo und ^ Uq von 
der Noth wendigkeit einer Modification betroffen, in Beziehung auf die 
übrigen wird nach den Entwickelungen der vorigen Vorlesung, wenn noch 
u das Argument der Breite v -\- 7t — Si vorstellt, ' 



/da\ r f cosi cos (d — , . . . , sin (a — Ol 

(^— ) = — — 7- — ^ — T h stm cosu tgh — ^ \ 

\d7C / Q \coso coso cos i 



cosd 
cosi\cosh 



/dcc\ r l/^ cosi\cosh . . . . ^ _ 

(jü) = 71V ~ ^^ ''' ^"-^^ - stm cosu ig b 

( --r ) = — { — stnhcosil — 66) v — + cos ztgosmu 

\dij q\ ^ ^ coso ^ 

oder, wenn man der Kürze halber 

w cosW= cos i 
w sin W = sin i cos u sin h ' 
10* cos W = cos 6* — cos i 
w* sin W* = — wsin W 
w** cos W = -^ sin b cos u 
to'' sin W" =r cos i sin u sin h 



sin(a — T) 
cos 8 
$in(a — l) 



cosd 



1 



setzt: 



B). 



scc 



W) 



h ßccd cos{a — l — W')- 



fda\ wr . st f 7 

( - — ) = — sech sec ö cos (a — l 

\d7C/ Q 

( rr7=N I = sec h sec o cos (a — l 

\d66/ Q 

/da\ _ w^ 
KdiJ" Q 

Auf ähnliche Weise ergiebt sich, wenn 

w, cos W, = — cos i sin 8 

sin i cos u cos ip 
u>, sin W, = - ^^ f^ _ j) 

u/, cosW, = (cos b* — cos t) sin 3 
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«?J sm W\ r=i — Wf sin IV) 
u/1 cos W'l = sin h cos u sin d 

cos i sin u cosiff 



u/;sinW;= — 



geseist wird: 



ODS (a — 



C) 



sec b sin (a — l — W,) 



/d8\ _ w, 
\dn) ~ ( 



Die Atnderungen der drei übrigen Elemente M, 9, a oder ft treffen 
nur die wahre Anomalie v and den Radiuevector r; daher wird man 
haben : • 

/da\ _ /da\ /dx\ /dv\ /da\ /dy \ /dv\ /da\ /de\ /dv\ 
\d3l)~\dx)\dv)\dM) ^ \dy)\dv)\dM) "^ \djB)\dv)\dM) 
/da\ /dx\ /dr\ /da\ /dy\ /dr\ /da\ /de\ / dr\ 
"^ \dx)\dr) \dM) "■" \dy) \drj {dMj "*" \djB)\dr)\dM) 
/da\ _ /da\ /dx\ /dv\ /da\ /dy\ /dv\ /da\ /d£\ / dv\ 
\d(p) ■" \dx) \dv) \dip) "^ \dy) \dv) \d<p) "*" \djs) \dv) \dM) 
— /^\ fdx\ /dr\ /da\ (dy\/dr\ /da\ /dz\ / dr\ 
~\dx)\dr)\dq>) + \dy)\dr)\dq>)'^\de)\dr)\dfpy 

Ausserdem erhielten wir in Vorlesung 94): 

(da\ (da\ _£ I /<^«\ y_ , /<i«\ z_^ 

\da) \dx) a • \dy) a \ds) a 

Bedeuten nun c, C^ c\ C, c", O* die Gauss^ sehen Gonstanten, so 
dass man hat: 

X ^=^ c r st» (v -f C) 

y z=: cf r sin (v -{- C) 

e =c"rstn(v + 0') 

l/da\ 



C) 



l 



— -j =z — sec8 { — ccos{v-\'C)8infX'\'C* co8{y-\-C)cosa] ( jjj>) 



+ rsecÄ{-^«»a + ^cos«)(^) 



(- — j = — seo8 [—ccos{v-\-C)sina-\'C*cos{V'\'C*)cosa\(—\ 

(d « \ r ^ f X sina , y cosa\ 
da/ Q \ r a r a ] 



In diesen Formeln C) und D) wird man nur noch die Werihg von 
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Die Dififerentialquotienten für S werden 

f — -j = — { — c COS a sin S .cos(v-]- C) — c' sin a sin d cos(v-^-C') 

+ d' cos 8 cos (V + C")}(|^) 

A \ — — cosastno — — stnasino A coso) ( -r— ^i 

Q \ r r ' r J \dMJ 

D) {Kl. — ) ^^ "^ {"■ c*cösasmdcos(v + <?) — c* sin a sin 8 cos(y^ C) 

+ d' cos 8 cos {v + G")\(~\ 
\ r \ X k ^ y ' • Ä 1 ^ A f d'^\ 

A \ cosastno — — smastno A coso) [ — — i 

Q \ r r r ] \dfp / 

(d8\ r { X cosccsinS y sinasinS s cos8\ 
da) plr a r a r a ] 

um)' 

l -: — j , ( -^-i-p j und ( — j einzusetzen haben , damit alles für die prak- 
tische Rechnung zur Verbesserung einer elliptischen Bahn Erforderliche 
bereit sei. Die Differentiation bekannter Gleichungen liefert ohne alle 
Schwierigkeit: 

(dv\ a^cosfp 
Tu) ~~J^2 

(dv\ a^ , 
-^ — j = -g (2 — sin (p cos E — sintp^) sinE 

fa^ a^ \ 

= \p + :p; cos(p^JsinE 

\ Tlif ) ^^ ^ ^^^ 9 sinv 
( -r — j = — a cos(p cos V. 

Für die Parabel muss man in die Formeln G) undD) die Epoche des 
Perihels T und den Perihelabstand q einführen, s Durch Entwickelungen 
von ganz ähnlicher Natur, wie die vorhergehenden, erhält man für eine 
zur Zeit t angestellte Bedingungsgleichung (d. h. zugleich mit Rück- 
sicht auf die durch die Aenderuug von q hervorgebrachte Aenderung 
der mittlem täglichen Bewegung): 
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ydg\ _ r_ 
\dT)~ Q 
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sec 8 \c cos (y-\-C) am tt — c* «w (v + C) «m « } 



kVTq 



— scc 
Q 



ksinv 



X , y \ ksmt 

— stna — — cosa] -77= 
r r J Yzq 



3k(t—T) 



f — \ --, ^sccd{ccos(v4-C)8ina — c' cos (v -{-€') cos a} — ^ , , — 



A S€C 

Q 



X Stn a y_ cosa 
r q ^ Q. 



E) { 



i-Typ) = — {ccos{v-\' C) cos a sind + c' cos (v -f C')sinasmd 



— c" cos d cos (v ■+€'')] 






k sin V 



— cos a sind + ~- sm a sin coso] , . — 

r r r i y^ 

-;—] = — lccoa(v-\- C)cosasiHd-\-c'co8(v -I- Osinasind 
dq/ Q 



- c" cos deos(y- C")} ^^^^ ^ 



V2 



\ 



+ f 



X 1/ ^1 

cos a sin d ^ sin a sin d A cos 8\ 

r r r ] 



Nach den vorhergehenden Formeln lassen sich die hei jeder Verbesse- 
rung einer Planetenbahn für je eine vollständige Beobachtung za be- 
stimmenden zwölf Differentialquotienten oder die bei einer nahezu para- 
bolischen Bahn herzuleitenden zehn Quotienten berechnen. Dass diese 
Methode. jedoch stets sehr mühsame Arbeit verursacht, geht nicht, nur 
aus der Zahl jener Quotienten hervor, sondern auch aus de'r Zahl der 
Unbekannten, welche in den linearen Bedingungsgleichun^en vorkommen. 
Man weiss, dass die Bestimmung von fünf oder sechs Unbekannten eine 
keineswegs kurze Rechnung verursacht. Die Zurückführung auf drei 
Unbekannte, welche wir oben (Vorlesung Vierundneunzig) vorb^^-eitet 
haben, gewährt erhebliche Vortheile. 
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Sechsundneünzigste Vorlesung. 

Entwickelung der Grundvoraussetzungen für die Methode 

der kleinsten Quadrate. 

Um die Fehler der Beobachtungen möglichst unschädlich zu macheu, 
ist es nothwendig, zwei Arten von Fehlern streng zu unterscheiden, näm- 
lich diejenigen, welche unter ganz gleichen Bedingungen der Beobachtung 
in gleicher Grösse und in dems.elben Sinne wiederkehren werden, die sich > 
daher, wenn man einmal ihren Ursprung kennt, für jeden einzelnen Fall 
vorausberechnen lassen, und zweitens diejenigen Fehler, welche unter 
ganz gleichen Umständen in verschiedener Grösse und ebenso oft in dem 
einen wie in dem andern Sinne begangen werden. Die erstereArt nennt 
man die gesetzmässigen Fehler (was in speciellen Fällen gleichbedeutend 
sein kann mit constanten Fehlern), die zweite Art die zufälligen , auch 
wohl unvermeidlichen Beobachtungsfehler. Um Beispiele gesetzmässiger 
Fehler zu haben, denke man an Messungen, mit einem metallenen Maass- 
Stabe ohne Rücksicht auf die Temperatur ausgeführt, oder auch Bestim- 
mungen von Längenunterscbieden f bei deiien die Verschiedenheit der 
Beobachter in der Auffassung der Uhrschläge (die sogenannte persönliche 
Gleichung) nicht eliminirt ist, oder auch an den Gebrauch von nicht cali- 
brirten Thermometern und Barometern. -Hier würden offenbar die be- 
gangenen Fehler unter ganz gleichen Umständen in derselben Grösse 
wieder begangen werden, soweit nicht die dabei ausserdem begangenen 
zufälligen Fehler dieses Verhalten stören. Es ist nun eine Grundvoraus- 
setzung der unter der Benennung „Methode der kleinsten Quadrate" zum 
Unschädlichmachen der Fehler und Bestimmen der wahrscheinlichsten 
Werthe begriffenen Vorschriften, dass die Fehler ebenso oft das positive 
als das negative Vorzeichen haben, und dies auch noch, wenn man sie 
ihrer absoluten Grösse nach in Gruppen theilt; demnach wird voraus- 
gesetzt, dass die Beobachtungen, welche man jenen Vorschriften unter- 
wirft, von d6n gesetzmässigen Fehlern schon befreit seien. Ob die Beob- 
achtungen dieser Anforderung wirklich genügen, ist, wenn auch meistens 
nicht a priori, doch immer a posteriori zu erkennen, da man die Fehler, 
welche nach dem Resultate der Rechnung begangen sein sollen, nach dem 
eben genannten Kriterium in Betreff ihrer reinen Zufälligkeit prüfen 
kann. Auf diesem Wege kann man auch die Grösse der begangenen ge- 
setzmässigen Fehler, und wenn die Beobachtungen mit hinreichender 
Mannigfaltigkeit vorhanden sind, die Gesetze, nach denen sie sich richten, 
kennen lernen und etwaige noch unbekannte Fehlerquellen entdecken. 

Nehmen wir demnach |in, dass wir aus einer grossen Zahl von Beob- 
achtungen von gleicher Zuverlässigkeit, die nur durch die unvermeid- 
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liehen zufölligen Fehler etwas von der Wahrheit ahweichen, ein System 
▼on Unbekannten, deren Zahl aber weit hinter der' Anzahl der angestell- 
ten Beobachtungen zurückbleibt, bestimmen sollen, mit der Anforderung 
zugleich, dasB die nach der Substitution der zu 'findenden Werthe in der 
DarsteUung der Beobachtungen übrig bleibenden Fehler' und das ganze 
System Wahrscheinlichkeit für sich haben sollen, so muss vor allen Din- 
gen nach dem Vorhergehenden das arithmetische Mittel aller Fehler sich 
auf Null reduciren. Jede wahrscheinliche Lösung muss diese Bedin* 
gung erfüUe^n, aber offenbar ist nicht jede Lösung, welche das thut, 
wahrscheinlich, weil ja auch sehr grosse Fehler mit verschiedenem Vor- 
zeichen die Summe Null bilden könnten. Man hat deshalb noch einen 
besondern Grundsatz nöthig, um unter den unzähligen wahrscheinlichen 
Lösungen die wahrscheinlichste bezeichnen zu können. Man hat fest- 
gestellt, dass als das wahrscheinlichste System von Unbekanitteo, 
welche aus einer grossen Zahl von Beobachtungen gleicher Güte zu e^ 
mittein ist, dasjenige zu gelten hat, bei welchem die Summe der 
Quadrate der übrigbleibenden Fehler so klein als möglieb 
wird. 

Die Frage nach der Berechtigung zur Aufstellung dieses Satzes ist 
eine überflüssige, da er auf eine Definition des Begriffes „Wahrscheinlich- 
stes System^ hinausläuft, die, wie jede Definition^ willkürlich ist; man 
hätte'z. B. auch die «vierte Potenz der Fehlerquadrate anstatt der zweiten 
wählen können. Wir werden indessen sehen, dass die Erfahrung die unter 
Anwendung des obigen Grundsatzes gewonnenen Resultate in allen Theilen 
bestätigt und dass die auf diesem Wege zu findenden wahi'scheinlichen 
Fehler ihrer Grösse nach mit denen, welche eine mehr unmittelbare Unter- 
suchung ergiebt, durchaus übereinstimmen. In der folgenden Vorlesung 
wird sich, wenn wir die einfachsten Folgerungen des obigen Princips 
machen, die Harmonie zwischen dieser Theorie und der Erfahrung deut- 
licher nachweisen lassen. 



Siebenundneunzigste Vorlesung. 

Einfachste Folgerung aus dem Grundsätze der Methode 
der kleinsten Quadrate. Gesetz der Beobachtungsfehler. 

Betrachten wir uns den besondern Fall, dass das zu suchende System 
von Unbekannten a?, «/» ^ etc. sich auf 'eine einzige Unbekannte x redu- 
cirt, für welche letztere man durch eine Reihe von Messungen die fol- 
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genden mit den unvermeidlichen Beobachtungsfehlem behafteten Bestim- 
mungen : 



X 


— 


n'. 


X 




n". 


X 


— => 




u 


.. s. 


w. 



erhalten hat; es wird dabei noch vorausgesetzt, dass alle diese Messungen 
das gleiche Vertrauen verdienen. Nach dem Grundsatze der Methode 
der kleinsten Quadrate wird nun derjenige Werth von x der wahrschein- 
lichste sein, welcher die Samme der Fehlerquadrate 

(x — ny + (x — ny + (X — ny -\- (x — w'")^ + • • • 

zu einem Minimum macht. Nach den bekannten Regeln aus der Lehre 
der Maxima und Minima muss also das Differential dieser Summe nach 
X genommen und der Null gleich gesetzt werden; man erhält: 

(x — n) + (x — n') + (x — w") -{- (^ — w"') ^ = 0, 

oder, wenn die Anzahl der Beobachtungen mit p bezeichnet wird: 

n -\- n' + n" + w'" + • - • 



X = 



P 



d. h. also das arithmetische Mittel aus den einzelnen Bestimmungen als 
wahrscheinlichsten Werth von x. Dasselbe lehrt aber auch für diesen 
gewöhnlichsten aller Fälle die tägliche Erfahr nng. 

Wir können das eben erhaltene Resultat sogleich noch zu weiteren 
vnchtigen Folgerungen benutzen. Dicx unvermeidlichen Fehler fallen 
sämmtlich innerhalb zweier zu beiden Seiten von der Null gleich weit 
abliegenden, für die angewandten Hülfsmittel nicht mehr oder eben noch 
zu unterscheidenden Grenzen. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Fehler 
ausserhalb der Grenzen fallt, wird daher gleich Null, die, dass er inner- 
halb fölit , gleich der Gewissheit , d. h. gleich 1 gesetzt werden müssen. 
Ueberhaupt werden die grösseren Fehler seltener vorkommen als die 
kleinen; es wird sich daher eine Formel dafür finden lassen, welchen 
Theil von der Gesammtheit aller begangenen Fehler die zwischen zwei 
Grenzen — | und H" I enthaltenen ausmachen oder, .was auf dasselbe 
hinauskommt, ein Ausdruck für die Wahrscheinlichkeit, dass ein began- 
gener ^Fehler zwischen und | liege, während die Wahrscheinlichkeit, 
dass überhaupt eiQ Fehler begangen sei, gleich 1 zu setzen ist. Der Ein- 
fachheit halber können wir dabei die Einheit, in welcher die | auszu- 
drucken sind, so wählen, dass der grösste Fehler, der überhaupt begangen 
werden kann, ebenfalls gleich 1 wird, demnach | ein ächter Bruch bleibt. 
Dies vorausgeschickt, ist klar, dass die Anzahl der zwischen und | der 
Wahrscheinlichkeit nach vorkommenden Fehler durch dasjenige Segment 
einer Curve repräsentirt werden kann, welches den Abschnitt der Ab- 
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Bcissen von bis | zur Bftsis hat. Worden mit x die laufenden Abscis- 
gen, mit y oder / {x) die Ordinaten der gesuchten Curve bezeichnet, so 
wird ferner die Wahrscheinlichkeit, dass ein Fehler zwischen den Gren- 
zen I und I' begangen sei, durch das bestimmte Integral 

I' f 



I ydx oder / f{x) d x 



vorgestellt. liässt man in diesem Integral die Grenzen einander unend- 
lich nahe rücken, so erhält mau die Wahrscheinlichkeit, dass gerade der 
Fehler | oder ^' begangen ist. Diese ihrer Natur nach unendlich ge- 
ringe Wahrscheinlichkeit wird hiernach ausgedrückt durch 

Ausserdem bemerken wir noch gleich, dass nach den obigen Verein- 
barungen 



(ydx 



1 

werden muss ; da jedoch für Werthe von X zwischen — oo und — 1 
sowie zwischen -j- ^ ^^^ "f" ^ keine Fehler mehr begangen werden sol- 
len, so wird für diese Abschnitte y überall gleich der Null werden; es 
wird also 

/ / {x) dx ^=^ ff (x) dx 

— 1 —00 

gesetzt werden dürfen. 

Es seien nun ferner bei einer Reihe von Messungen oder Beobacli 
tungen die Fehler |, |', |", |'" u. s. w. begangen; die Function y=/(j 
können wir jetzt so bestimmen, dass ein anderer, aus der Wahrscheu 
lichkeitsrechnung entnommener Ausdruck für die Wahr seh einlichkei 
dass gerade diese Fehler vorgekommen seien, zu einem Maximum wiri 
Es ist nämlich die Wahrscheinlichkeit, dass unter allen möglich^ Fehk 
sich gerade die begangenen |, |', |", |'" u. s. w. vereinigt finden, na« 
einem bekannten Satz\e und nach den obigen Bemerkungen gleich 

/(l) ./(!') ./(D ./(rO ...dx.dx .dx .dx . . ., 
demnach soll das Product 

/«) ./(!'). /r)./(r)..- 

oder auch die Summe 

logfi^) + %/(!') +: %/(!") + ^ogfig") + • • • 

ZU einem Maximum werden. Die Differentiation nach x ergiebt: 

dlogfi^) , dlogfi^') dlog/g") dUgfjD , 

— 1 + • • . = 0. 

dx dx dx dx 
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Schreibt man diese Gleichung in der Form: 
d logm) , , dUgfig), d log-m") ,„ , d log/g"') ,„, _ 

und vergleicht sie mit der oben bewiesenen 

1 + r + 1" + 1'" + • • • = 0, 

80 zeigt sich, dass die erstere Gleichung aus dieser letztern durch Multi- 
plication mit einem constanten Factor Je hervorgehen muss, wenn beide 
niemals in Widerspruch gerathen sollen. Es wird daher 

d log fi x) dlogy _ ^ 

xdx xdx 

logy = ^l^hx'^ + log C 
fix) = y= Cey^^-\ 

Die Integrationscohstante C wird nun durch die Bedingung be- 
stimmt, dass 



Cfix)dx = C Äv«*:r«^^ _ 1 



00 —CO 



sein soll. Setzen wir in Rücksicht darauf, dass fix) abnimmt, wenn x 
wächst, Y2 Ä; gleich einer negativen Grösse — h-, und bemerken , was in 
d&r Lehre von den bestimmten Integralen gezeigt wird, dass nämlich 

+ 00 /— 



/ 



00 

ist, 80 ergiebt sich für die gesuchte Wahrscheinlichkeit, dass ein Fehler 
zwischen den Grenzen | und |' liege, der Ausdruck 

-^ fe-^'^'dx. 

Die Grösse h hängt von der Güte der Beobachtungen ab, auf welche 
die Formel Anwendung finden soll; haben in zwei Beobachtungsreihen 
von verschiedener Güte die Fehler J und m^ beziehungsweise dieselbe 
Wahrscheinlichkeit, ist also, wie man in diesem Falle zu sagen pflegt, 
die Genauigkeit der erstem Art mmal so gross als die der andern 1 so 
muss, wie man leicht aus obigem Ausdruck erkennt, für die erstere auch 
h mmal grösser genommen werden, wenn für beide die Wahrscheinlich- 
keit den gleichen Werth annehmen soll. Die Grösse h wird deshalb auch 
das Maass der Genauigkeit genannt; sie lässt sich numerisch bestim- 
men, wenn man durch Abzählen der in der Beobachtungsreihe bis zu 
einer gewissen Grösse begangenen Fehler denjenigen Fehler ermittelt, 
welcher ebenso oft erreicht als üherschritten worden ist, für welchen sich 
demnach die Wahrscheinlichkeit, dass er bei einer einzelnen Beobachtung 



pw 
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nicht überschritten worden sei, auf Va redncirt. Die diese Eigenschaft 
besitzende Grösse wird der wahrscheinliche Fehler einer einzelnen 
Beobachtiuig genannt; bezeichnen wir denselben mit ^, so haben wir «die 
Bedingung : 



oder, wenn hx r=r f gesetzt wird, 

2 ^«^ 










vt/'-''" = ''• 



fe-'ä, = ^ = 0. 



"^ -^44311. 



Um aus dieser Bedingungsgleichung den Werth von hg zu finden, 
genügt hier die einfachste Reihenentwickelung des Integrals, nämlich: 











und es ergiebt sich 

hg = 0,47694. 

Durch diese unveränderliche Relation ist h gegeben , sobald man ^ 
kennt, und daher bei jeder hinreichend zahlreichen Beobachtungsreihe 
die Möglichkeit geboten, das numerische Resultat der obigen Wahrsebein- 
lichkeitsformel mit dem wirklichen Vorkommen der Fehler zu vergleichen. 

In den Fundamentis astronomiae hat Bessel an 470 Bradley^- 
schen Beobachtungen der Rectascensionen (Bestimmungen von a Aqui- 
lae und a Caniminoris) eine solche Untersuchung ausgeführt. Es ergab 
sich dabei 

Q = 0",2637, 
welchem entspricht 

h = 1,8087. 

Unter Einsetzung dieses Werthes in die Integralformel stellt sicli 
für die 470 Beobachtungen die Vergleichung zwischen Theorie und Er- 
fahrung wie folgt: 
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Wenn man bedenkt, dass unter einer grossem Zahl von Beobachtun- 
gen sich immer einige finden werden, die unter unbekannten und hetero- 
genen Einflüssen gelitten haben, so muss die Uebereinstimmung der 
Theorie mit der Erfahrung gewiss eine sehr befriedigende genannt 
werden. 



Achtundneunzigste Vorlesung. 

Begriff tind Ableitung des mittlem Fehlers. Relation 
zwischen dem wahrscheinlichen und dem mittlem Fehler. 



Die Methode der Vorlesung Siebenundneunzig, den wahrscheinlichen 
Fehler zu suchen, nämlich das Abzählen der Fehler, ist eine indirecte; 
wir werden im Folgenden eine directe Methode für diesen Zweck kennen 

lernen. 

Sobald man einmal weiss, dass/(a;) der vorigen Vorlesung von der 

h 
Form —7= g— A«a-« ig|.^ kann man gleich die Bemerkung, dass 

y n 

/«)/«') /(D/CD 

ein Maximum werden muss, noch weiter verwerthen. Es sei wieder p 

Klinkerfues, theoretische Astronomie. 23 



354 Die Berechnung einer Bahn 

die Anzahl der angestellten Beobachtungen, bo erscheint jenes Prodoct 



unter der Form, 

h 






l*"«-»---) 



Wenn nun die Fehler {, ^\^'\ {'" u. s. w. bekannt sind oder die Summe 
ihrer Quadrate gegeben ist, so kann der Forderung eines Maximum nur 
dadurch genügt werden, daes man den Werth von h dementsprechend be- 
stimmt, d. h. den Differentialquotienten des Products, nach h genommen, 
gleich Null setzt. Wird der Kürze halber die Summe der Fehlerquadrate 
|2 ^ |'2 _|_ ^"'2 _|_ |'"2 |_ ... mit |{^] bezeichnet, so erhält man: 



oder 
d. h. 



P - 2;*-'[l« = 0, 



äV2 ^ P 



Die Wurzelgrösse auf der rechten Seite dieser Gleichung wird der 

mittlere Fehler der Beobachtungen genannt; es ist derselbe, der bei 

jeder der p Beobachtungen begangen sein müsste, um die Summe der 

Fehlerquadrate der wirklich stattfindenden gleich zu liefern. Bezeichnet 

man den mittlem Fehler kurz mit €, so ergiebt die eben gefundene Re- 

1 
lation — 7= = s, wenn man sie mit der für den wahrscheinlichen Fehler Q 

abgeleiteten 

hQ = 0,47694 
verbindet, 

Q = 0,67449 . £. 

Mit einer fast immer hinreichenden Näherung pflegt man wohl den 
wahrscheinlichen Fehler gleich zwei Drittel des mittlem Fehlers zu 
sehen. 

Ueberblickt man noch einmal die Ableitung des Ausdruckes von f{x) 
im Fehlergesetz, so erscheint derselbe als eine Folgerung aus dem Prin- 
cip des arithmetischen Mittels, ohne dass es schon nöthig gewesen wäre, 
das Princip der kleinsten Quadrate selbst dafür geltend zu machen. Es 
ist nun aber ferner klar, dass, wenn wir uns in dem Ausdruck 



W 



welcher ein Maximum werden muss, die Grösse h gegeben denken und 
noch eine Bestimmung in Betreff der Summe der Fehlerquadrate zu 
machen haben, diese letztere dahin lauten muss, dass 

[I ^] ein Minimum 
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wird. Und so steht es uns denn frei , ob wir das Princip der Ausglei- 
chung der Fehler nach dem arithmetischen Mittel als eine Folgerung aus 
dem Princip der kleinsten Quadrate betrachten, oder umgekehrt das Letz- 
tere aus dem Erstem schliessen wollen. 

Hat man eine lineare Function der Grössen x, y, z, v u. s. w., welche 
letztere als unmittelbare Beobachtungsergebnisse aufgefasst werden sollen, 
also eine Function von der Form 

X = ax -\- hy -{■ C0 -{- ' ' 'j 

worin a, h, c u. s. w. gegebene Constanten vorstellen, so lässt sich auch 
von dieser Function die Eigenschaft nachweisen, dass sie durch den Ein- 
fluss der Beobachtungsfehler in x, y, z u. s. w. ebenso oft und ebenso 
stark im positiven wie im negativen Sinne beeinflusst sein wird. Für 
die Function X gilt also ebenfalls der Grundsatz des arithmetischen Mit- 
tels, daher können alle Folgerungen wiederholt werden, welche*^ auf die 
einfache Function x oben gezogen sind, insbesondere kann wieder das 
Maass der Genauigkeit auf dieselbe Weise gefunden werden. Bezeich- 
nen wir die Fehler von o;, ^, ;er . . ., welche bei einer einzelnen Bestim- 
mung begangen worden sind, mit |, ^t S • . .« die bei einer andern Be- 
stimmung vorgekommen, mit |', ij', ^' . . ., so wird in dem einen Falle 
der Fehler von X sich ausdrücken durch 

a| + 5i? + cg: + . . ., 
in dem andern durch 

«r + &v + c5' + • • • 

und ähnlich bei den übrigen Bestimmungen. Stellt noch [«^ «^ die Summe 
der Fehlerquadrate von X vor, so soll nach Obigem der Ausdruck 

durch die Wahl von h ein Maximum werden; dazu ist erforderlich, dass 

hy2 
sei. 

Es ist aber 

Führt man rechts die Erhebungen auf das Quadrat wirklich aus und 
bemerkt, dass die Productensummen 

aciu +rg' +•••) 

u. s. w. 

sich auf Null reduciren, wenn ebenso oft negative als positive Fehler be- 
gangen sein sollen, so erhält man: 

[SS] = «» [||] + b» [rin\ + c« [gg] + • • • 

28* 



e 
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Wenn daher die einseinen Bestimmangen von x den mittlem Fehler r, 
die Ton y den mittlem Fehler r' hahen u. b. w., so wird der mittlere 
Fehler einer Bestimmung der Function X gleich 

Nun kann man aber auch das arithmetische Mittel aus m BeBtim* 
mungen einer Grösse als den Fall einer solchen Hne&ren Function behan- 
deln, wenn man die einzelnen Bestimmungen der Reihe nach mit x, y^ zm, b.w. 
bezeichnet. Es wird dann 

a = b = cu s. w. = — 

m 

r == r'= r" u. s. w., 
demnach der mittlere Fehler des Mittels aus m Bestimmungen gleich 



V 



r^ . r 
♦W":^! also 77=. 



Man zieht daraus den wichtigen Schluss, dass die Genauigkeit des 
Mittels aus gleich zuverlässigen Beobachtungen wächst, wie die Quadrat- 
wurzel aus der Anzahl der Bestimmungen. Hiemach sind z. B. , um den 
wahrscheinlichen Fehler des Mittels aus einer Beihe von Bestimmungen 
auf ein Zehntel seines Betrages hei*abzudrücken, die Beobachtangen za 
verhundertfachen, und es findet so der Grundsatz, dass man durch Wie- 
derholung der Beobachtungen zuletzt jede beliebige Genauigkeit erzielen 
könne, seine naturgemässe Beschränkung. 

Um verschiedene Beobachtungsreihen hinsichtlich ihrer Genauigkeit 
bequemer vergleichen zu können, hat man auch noch den Begriff des Ge- 
wichtes einer Bestimmung eingeführt. Wenn man ausdrücken will, 
dass die Bestimmungen von einer gewissen Art p mal so oft angestellt 
werden müssten als die einer zweiten Art, um dieselbe Genauigkeit zu 
erzielen, so sagt man, diese letztere genauere Art der Bestimmung habe 
relativ zur erstem das Gewicht p. Die Gewichte stehen in umgekehrtein 
Verhältniss der wahrscheinlichen Fehler. Hiernach lässt sich nun gleicli 
das Gewicht einer Bestimmung angeben, welche (wie z. B. die des Cul- 
minations- oder Rectascensionsunterschiedes zweier Gestirne) aus zwei 
oder mehreren Bestimmungen zusammengesetzt werden muss. Hat bei 
der Bestimmung von x-\- y oder von x — y^ x den wahrscheinlichen Feh- 
ler Tj y den wahrscheinlichen Fehler r', so wird der der Summe oder 

Differenz nach Obigem gleich ]/r2 -{- r'^ sein; ist daher p das Gewicht 
der Bestimmung von a;, p' das von i/, P das der resultirenden Bestim- 
mung, so wird : 

1 



P 



:= r2 



r'i 
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d. .h. 

und allgemeiner, haben die einzelnen Bestimmungen, aus welchen eine 
resultireude Bestimmung durch blosse Addition und Subtraction herzu- 
leiten ist, die Gewichte j9, p\ p" u. s. w., so wird das Gewicht der resul- 
tirendeii Bestimmung durch die Formel: 

P ~ p '^ p' ^ p" '^ '"' 

in Worten: der reciproque Werth des Gewichtes der resultirenden Be- 
stimmung ist gleich der Summe der reciproquen Gewichtswerthe der ein- 
zelnen Bestimmungen. 

Ein Beispiel für Anwendung dieses Satzes liefert die Herleitung des 
Meridianunterschiedes zweier entfernter Stationen aus denen der zwi- 
schenliegenden. 

Ferner kann man mit Bücksicht auf die Gewichte eine Reihe von 

Bestimmungen einer und derselben Grösse zu einem Mittel vereinigen. 

Es sei erhalten: 

aj ±= n, Gewicht p 

X = n\ „ p' 

X = n'\ „ p" 

u. s. w. 

80 werden diese Bestimmungen zu dem Mittel 

pn + y »' -\- p" n" ~\- • • • 



X = 



P + p' + P" + ' ' ' 

welchem das. Gewicht j) + !>' + 1>" + • • • zuzuschreiben ist, zu ver- 
einigen sein. Die Analogie dieser Formel mit der in der Statik für eine 
Coordinate des Schwerpunktes verschiedener Massen von den Gewichten 
JP» p\ P" • • •> f*l^^ gleich in die Augen, po dass die Benennung „Gewicht" 
ganz besonders motivirt erscheint. 



Neunundneunzigste Vorlesung. 
Mittlerer zu befürchtender Fehler. Beispiel. 

Ueber die Berechnung des mittlem Fehlers im Falle einer einzigen 
Unbekannten würde wenig noch zu sagen übrig bleiben, wenn man den 
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wahren Werth der za suchenden Grösse in aller Genauigkeit kennte; 
man erfahrt aber statt dessen immer nur den wahrscheinlichsten Wertb 
und muss auf diesen Umstand Rücksicht nehmen, um so mehr, je kleiner 
die Anzahl der angestellijpu Beobachtungen ist. Dies erreicht man so 
weit als möglich durch folgende Betrachtang. 

Sind I, I', I'' u. s. w. die Fehler, welche bei p einzelnen Beobachtungen 
der Reihe nach begangen zu sein scheinen, wenn man mit dem wahrschein- 
lichsten Werthe vergleicht, so werden, wenn der letztere noch um die 
Grösse i m fehlerhaft ist, die wahren Fehler durch { + »», S' i w, 
^" + w u. s. w. vorgestellt. Die wahre Summe der Fehlerquadrate wird 
demnach : 

[ii] + 2m [I + r + r + • • •] + p»»' 

oder, da I + r -I- 1" + • . . = 0, gleich 

ttl] + P »•». 
Wenn also € den mit Rücksicht hierauf resultirenden mittleren Feh- 
ler vorstellt, so hat man 

p «» = [i «] + p»»». 

Den Werth von m kennt man nun zwar nicht; man wird sich dem- 
selben jedoch so viel als möglich nähern, wenn man m, den mittlem Feh- 
ler des Mittels, aus den p Beobachtungen, also nach den yoi*8chriften, die 

wir kennen lernten , gleich --j=. setzt. Hierdurch erhält man : 

Vp 



-VM- 



P 

Die nach dieser Formel ermittelte Grösse pflegt man auch, um den 
oben erwähnten Unterschied anzudeuten, und aufrecht zu erhalten, den 
mittlem zu befürchtenden Fehler zu nennen. Der mittlere zu be- 
fürchtende Fehler aus allen p Beobachtungen wird : 



= \/_Jül 

Y V (t> — 



£ 

V^~ Y p(p- 1)' 

woraus dann wieder der wahrscheinliche Fehler durch Multiplication mit 
der Zahl 0,67449 hervorgeht. 

Als Beispiel einer solchen Ermittelung des wahrscheinlichen Fehlere 
mag die an dem Reichenbach'schen Meridiankreise der Göttinger 
Sternwarte ausgeführte Bestimmung der Schraubenumdrehungen eines 
Mikroskopes, welche in einem Intervalle der Theilung des Kreises von 
3' enthalten sind, dienen. E^ wurden zu dem Zwecke die den Einstel- 
lungen auf die Grenzen des Intervalles entsprechenden Ablesungen von 
einander abgezogen ; die Differenz wurde , um auch ein Urtheil über die 
zufälligen Fehler der Theilung zu gewinnen, an 72 verschiedenen Stel- 
len des Kreises bestimmt. Die einzelnen Differenzen bei 0^ 5^, 10^ u. s.w. 
ergaben sich wie folgt: 
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784 


195 
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— 0,096 


9216 


20 
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1849 
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7,314 


— 0,036 


1296 


25 
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205 


7,275 


+ 0,003 


9 
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7,295 


0,017 


289 


210 


7,332 


0,054 


2916 


35 


7,260 


+ 0,018 


324 


215 


7,293 


— 0,015 


225 


40 


7,303 


0,025 


625 


220 


7,317 


0,039 


1521 


45 
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— 0,025 
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225 


7,389 


0,111 


12321 


50 


7,192, 


+ 0,086 


7396 


230 


7,.S87 


0,109 


11881 


55 


7,272 


+ 0,000 


36 


235 


7,311 


0,033 


1089 


60 


7,257 


+ 0,021 


441 


240 


7,349 


— 0,071 


5041 


65 


7,238 


+ 0,040 


1600 


245 


7,322 


0,044 


1936 


70 


7,278 


0,000 





250 


7,395 


0,117 


13689 


75 


7,277 


+ 0,001 


1 


255 


7,314 


— 0,036 


1296 


80 


7,297 


~ 0,019 


361 


260 


7,295 


0,017 


289 


85 


7,318 


— 0,040 


1600 


265 


7,260 


+ 0,018 


324 


90 


7,268 


+ 0,010 


100 


270 


7,268 


+ 0,010 


100 


95 


7,234 


+ 0,044 


1936 


275 


7,239 


-h 0,039 


1521 


100 


7,290 


— 0,012 


144 


280 


7,233 


-f 0,045 


2025 


105 


7,189 


+ 0,089 


7921 


285 


7,252 


+ 0,026 


676 


110 


7,217 


+ 0,061 


3721 


290 


7,270 


+ 0,008 


64 


115 


7,226 - 


+ 0,052 


2704 


295 


7,264 


+ 0,014 


196 


120 


7,251 


+ 0,027 


729 


300 


7,244 


+ 0,034 


1156 


125 


7,212 


'+ 0,066 


4356 


305 


7,260 


-f 0,018 


324 


130 


7,258 


+ 0,020 


400 


310 


7,235 


+ 0,043 


1849 


135 


7,235 , 


+ 0,043 


1849 


315 


7,260 


4- 0,018 


324 


140 


7,244 


+ 0,034 


1156 


320 


7,268 


+ 0,010 


100 


145 


7,244 


+ 0,034 


1156 


325 


7,274 


4- 0,004 


16 


150 


7,241 


+ 0,037 


1369 


330 


7,262 


+ 0,016 


256 


155 


7,272 


+ 0,006 


36 


335 


7,227 


f 0,051 


2601 


160 


7,273 


+ 0,005 


25 


340 


7,275 


-f 0,003 


9 


165 


7,291 


- 0,013 


169 


345 


7,306 


0,028 


784 


170 


7,225 


+ 0,053 


2809 


350 


7,310 


— 0,032 


1024 


175 


7,280 


- 0,002 


4 


355 


7,269 


+ 0,009 


81 
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Das Mittel aus den 72 Bestimmungen, als wahrscheinlichste!* Werth 
der zu suchenden Grösse ansusehen, ist 7|278; hiernach sind die Zahlen 
der dritten und vierten Columne berechnet. Die Summe der Fehlerqua- 
drate wird 

[||] = 0,126909 

der mittlere zu befürchtende Fehler einer Bestimmung 

Vrill \ /0,126909 

_L^ _ y xß, _ Q Q^228, 

also der wahrscheinliche Fehler einer einseinen Bestimmung gleich 

0,67449 X 0,04228, gleich 0,02862; der mittlere zu befürchtende Fehler 

04228 
des Mittels aus allen Beobachtungen findet sich gleich * . = 0,00498, 

der zugehörige wahrscheinliche gleich 0,00336. 

Nach dem Fehlergesetze soll der wahrscheinliche Fehler r einer 
einzelnen Bestimmung von 500 unter 1000 Beobachtungen nicht erreicht 
werden, bei 688 soll der Fehler unter ^/^r, bei 823 unter 2r, bei 908 
unter Vs ^f hei 956 unter 3 r bleiben. Es sollten also unter 72 Beob- 
achtungen Fehler 

bis zu 0,02852 36 mal 

„ „ 0,04278 50 „ 

„ „ 0,05704 59 „ 

„ „ 0.07130 65 „ 

„ „ 0,08656 69 „ 

vorgekommen sein. Die wirklichen Zahlen sind der Reihe nach 39, 53, 
63, 66, 66, von den theoretischen nicht allzu stark abweichend. 



Hundertste Vorlesung. 

Die Bestimmung f der wahrscheinlichsten |[*Werthe aus 
einem System linearer Gleichungen. Aufstellung: der 

Normalgleichungen . 

Wir betrachten jetzt den Fall , wo die Methode der kleinsten Qua- 
drate auf ein System von linearen Gleichungen mit mehreren Unbekann- 
ten Xy y, z, welche wir hier auf die Zahl von drei beschränken, in An- 
wendung kommen soll. Es seien die aufzulösenden Gleichungen: 



1) 
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ax -\- hy ' -\- cz -\- n =0 

a'x + h*y + c'^ -h w' = 

a*'x + h"y -f c"e + n" = 

a'"a?+ b'"y+ c'";?+ w'"=0 

u. s. w. 

Die absolaten Glieder dieser Gleichungen n, n\ n*\ n*"' u. s. w. sind 
das Resultat von Messungen oder Beobachtungen, welche möglichst gut 
dargestellt werden sollen und in Betreff derer hier vorläufig vorausge- 
setzt wird, dass sie alle gleiche Zuverlässigkeit haben. Nach dem be- 
kannten Grandsatze ist nun dasjenige System von Werthen der drei Un- 
bekannten x^ y, z für das wahrscheinlichste zu halten, welches die Summe 
der Fehlerquadrate (im Folgenden mit [^ ^ bezeichnet) 

(ax + hy + cz + ny + (a'x +Vy + c'z-{- n')« + {a"x + V'y + c";er + »")^ 

+ {a"'x + h"'y + c'"z + n"y + • • • 

zu einem Minimum macht; diese Werthe «werden gefunden, wenn man 

die Differentialquotienten nach x^ y und z bildet und jeden gleich Null 

setzt. Setzt man der Kürze halber : 

a« + a'2 + a"2 4. ^"'2 4. . . . = [a a] 
ah + a'5' + a"5" + a"'6'" + . . . = [ab] 

ac + a!c' + a"c" + cii'h'" -\ =\ac\ 

an + a'n' + a'* n!' + a'*' n'" -\ = ian\ 

u. s. w. 

80 erhält man die Gleichungen: 

|[aa]a? -|- [a5]y 4- [öc]^ +■ [an] = « 

[ahlx + Iph^y + [hc]z + [bn] = 
[ac]x -f [6c]y + [cc]£: 4- [cn] = 0, 

welche Normalgleichungen genannt werden.' Zu ihrer Auflösung be- 
darf es keiner besondem Anweisung, es sei denn , dass man die Summe 
der Fehlerquadrate benutzen will, um die wahrscheinlichen Fehler von 
x^ y, z zu bestimmen; hiermit haben wir uns denn im Folgenden noch 
zu beschäftigen. 

Bedient man sich zur Elimination von x aus den Normalgleichun- 

gen des gewöhnlichen Verfahrens, indem man die erste mit p — = multi- 

[aa] 

plicirt, von der zweiten dann mit t — r multipJicirt, von der dritten ab- 

[aa] *^ 

zieht, so erhält man: 

3j ^ mi]y + [bci]z + [hnr] = 

\V>Ci]y + [cci]z + [cni] = 0, 
wobei zur Abkürzung: 
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[a h] [a b) 



[hh] = [hb]^ 



br,l r.^ [bc] - 



lbn,\ = lbn]-^ 



[aa] 

\aa] 
[ab] [an] 



[aa] 

U. 8. W. 

gesetzt ist. Eliminirt man nun y aus 3), so ergiebt sich : 

4) [ccj]j: + Icn^J^O, 

wobei 

|J>c,||ör,l 



[cc-i] = [ffil — 
('•"il= [cn,] — 



[6ci][6h,] 



[b6,J 

Für die Summe der Fehlerquadrate ergiebt sich , mit Rücksicht aui 
die Gleichungen 2) 

6) . . , , [^ ^] = [nn] — [awjjc — [bn]y — [cn]z 

und wenn man darauf aus dieser Formel und jenen drei Gleichangen 
wieder x, y, z eliminirt 

6) . . . . Mzn = [«n]-^'-£|^-^. 

• [««] [bbi\ [cCi] 

wofür zur Abkürzung [nng] gesetzt wird. 

Man kann für die Summe der Fehlerquadrate noch einen andern 
Ausdruck aufstellen, der uns später ebenfalls von Nutzen sein wird. 
Multiplicirt man die ursprünglichen Gleichungen 1) jede der Keihe nach 
mit n, aXf by^ cz und addirt dieselben, so ergiebt sich : 

7) . . . [JA] = [a/f]x •\'[bd]y -i^ {cJ^z -\-[nA] 

8) . . . [a^] :=i[ad\x + [«^]y •{- [ac\z •+ [an\ 

u. s. w. 

und wenn man den Werth von x aus 8) in 7) einsetzt und die Abkür- 
zungen 

9) [6^,] für [bby]y + [bc,]z + [bn,] 

10) ... . [n^i\ixiT[bni\y -{- [cni\z ■}- [nni\ 

einführt, 

11) . . . [JJ] = E^ H- [bA]y + [cA]e + [«^,]. 

I t* 6t J 

Aus 9) folgt: 



aus einer grössern Zahl von Beobachtungen etc. 363 

wenn dieser Werth in 11) substituirt wird, 

wobei 

13) [c^i] = [CC2]^ + [cwa] 

14) [li ^2] == [^ %] -^ + [nn-j] 

Wird der aus 13) folgende Werth von js in 12) eingesetzt, so findet 
man: 

[aa] [hhi] [cci] [CC2] 

Rechterseits ist er, y, z nur in den Grössen [« -^], \b^\\ [0^2] ent- 
halten; diese müssen also, jedes einzeln, zu Null gemacht werden, wenn 
die Summe der Tehlerquadrate [w%] ein Minimum werden soll. Die 
Gleichungen 

sind aber nichts Anderes als die Normalgleichungen 2). Zugleich sieht 
man, dass die Grösse [n^g] mit [nn^] oder dem Minimum der Fehler- 
quadrate identisch ist. 



Hundertundeinte Vorlesung. 

Portsetzung der Entwickelung der Vorlesung Hundert zur 
Ermittelung der wahrscheinlielien Fehler eines Systems 

von Grössen. 

Die Aufgabe, den mittlem oder den wahrscheinlichen Fehler einer 
beliebigen von den drei Unbekannten x, y, z zu bestimmen, ist als gelöst zu 
betrachten, wenn man die Ausdrücke für jene Unbekannten in der Form 
linearer Functionen solcher Grössen dargestellt hat, deren mittlere oder 
wahrscheinliche Fehler bekannt sind. Es ist dies z. B. nach dem Vor- 
hergehenden der Fall mit der Form, in welcher z gefunden wird; da 

[cca] 

und [c W2] sich auf Producte von n mit bekannten Factoren zurückführen 
läBst. Es seien nun, um die dazu nöthigen Kechnungen auszufühi'en, A! 
und AI* z^ei Coefficienten von solcher Bescha£Penheit, dass, wenn man die 
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1 . Ä 

erste der Gleichnoffen 2) mit t: — =, die erste der Gleichungen 3) mit — — 

und die Gleichung 4) mit r — =- multiplicirt und addirt, die Coefficienten 
von y und von J8 gleich Null werden. Es soll demnach sein: 

16) [f^| + ^' = 0. 

[ad] 

wodurch dann 

,av ,_ [«»»] .-[&«i] .«[eil,] 

^^^ • • • • •" - ~ Im ~ Pn ~ R] ' 

Ferner soll der Coefficient von z verschwinden, wenn man die erbte 

1 ^ 

der Gleichungen 3) mit ^ .. , die Gleichung 4) mit r multiplicirt und 

addirt, also 

•») [^^+*'=» 

gesetzt werden, ^fan erhält dann : 
ferner, wie oben : 

Leicht erkennt man noch, dass 

22) [56i] = il' [ab] -h [fe^- * 

23) [5n,]= ^' [aw] + [6w] 

24) • . . . . \iU'.i'\ = M' \a (i\ f 2^' [aft] + \ac\ 

26) [66'2] :=-- ^"[a6] + ^' [66] + [6c] 

26) [cca] =>"[ac] + ^ \bc\ + [cc] 

27) [cw.j] = il"[an] + ^' [&«] + [cw] 

Die rechte Seite der Gleichungen 24) und 25) wird zufolge 16), 17) 
und 19) gleich Null, also \ac^^ = 0, \bc^ = 0. 

Stellt nun r den wahrscheinlichen Fehler einer einzigen Beobachtung, 
d. h. eines einzelnen Werthes von n vor, so wird, da 

[a n] = a w + fl' w' + «" n'' -f- • • • 

nach dem Satze über dia linearen Functionen der wahrscheinliche Fehler 
von [an] ausgedrückt durch 

r Va» + a'^ + a"*-* + • • • oder r VTM- 
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Nach der Art nun, wie [5&i] und [feW]] gebildet sind, könnte man 
nach Analogie schon schliessen, dass der wahrscheinliche Fehler von \hni] 

gleich r |/[&bi] sein werde; völlige Ueberzeugung aber kann man sich 
auf folgende Weise verschaffen, [hfii] ist zusammengesetzt aus Gliedern 
von der Form (Ä^ a + 5)n; der wahrscheinliche Fehler von [ÖWi] ist 
daher 

rVA''^[aa] + 2A' [ab] + [hh] = rV[bhil 

Desgleichen ist [c^] zusammengesetzt aus Gliedern von der Form 

{Ä''a + B'h + c)n. 
Das Quadrat des wahrscheinlichen Fehlers von [cn2] wird demnach: 
^"r2 (Ä''[aä] + B' [all + lacl) 
+ j?' r2 {A" [a h] -\- JB^ [h h] + \h c\) 
+ r^{A"\ac\ +5'[öc] + [cc]), 
oder, mit Rücksicht auf 24), 25) und 26) gleich r^ [CC2]; folglich der 

wahrscheinliche Fehler von [c M2] = r v\c C2]. Diese Formel enthält ein 
ebenso interessantes als wichtiges Resultat; da nämlich der wahrschein- 
liche Fehler von z nun gleich 



V[cc^] 



wird, so drückt [002] das Gewicht der Bestimmung von z aus, das einer 
einzelnen Beobachtung als Einheit genommen. Durch Umkehrung der 
Reihenfolge von x^ y, z in dem Eliminationsverfahren kann man dersel- 
ben Formel auch die Gewichte und wahrscheinlichen Fehler von x und 
y finden. Ausserdem kann man sich aber für diesen Zweck auch der fol- 
genden Ausdrücke bedienen : 

V~l ^ ~^ 
7 ^ + TTT^ +? q 
[ad] [M>i] . [CC2] 



2/ = ^Ur:^-,+ ^"' 



= ^Vf6^ 



m] ' [cc,y 

welche nach den obigen Entwickelungen ohne Schwierigkeit sich ergeben. 
Um nun auch r, den wahrscheinlichen Fehler einer einzelnen Beob- 
achtung, zu bestimn^en, benutzen wir die aus Gleichung 15) unmittelbar 
folgende Formel für die Summe der Fehlerquadrate: 

*- [aa] ' [56i] ' [cc^] 

Die Substitution der wahrscheinlichsten Werthe von d?, y^ z zur Er- 
mittelung der begangenen Fehler macht a/d^bd^ <^^2 zu Null; bei der 
Substitution der wahren Werthe würde dies nicht mehr der Fall sein. 
Bezeichnen wir mit e den mittlem zu befürchtenden Fehler einer einzel- 
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neu Beobachtung, so wird die wahre Summe der Feblerquadrate von 
p Beobachtungen diu'ch die Formel 

gegeben, wobei [n n^] das durch die obigen Vorschriften gefundene Mini- 
mum vorstellt und unter [a^], [b^i]^ [^^2] gewisse Fehlersummen za 
denken sind, und zwar diejenigen Werthe derselben, welche man durch 
Einsetzung der wahren Werthe von x, y^ z erhalten würde. Letztere 
kenuen wir nun zwar nicht; wir werden jedoch der Wahrheit so nahe 
kommen, als uns möglich ist, wenn wir bei n, n', n", n"^ u. s. w. immer 
den mittlem Fehler 6 selbst als begangen ansehen. Eb wird aber der 
mittlere Fehler von [a d] o£fenbar gleich dem von [a n], also nach obigen 

£nt Wickelungen gleich B V[a a\ der mittlere Fehler von [&-^i] gleich dem 

von \hnx\ oder gleich « VL&biJ, der von [c d-i'] gleich dem von [cn2] oder 
gleich [cci\. Hiernach haben wir denn also zur Bestimmung von £ die 
Gleichung : 

P£'^=62 4. £2 + £2 4. [„^3] 

oder 



=K^ 



«3] 



und hieraus dann r nach der Formel: 



r = 0,67449 s = 0,67449 - \/ '-" ^^-' 



1 /_[wn^ 



Allgemeiner findet sich för m Unbekannte der wahrscheinliche Feh- 
ler r einer einzelnen Beobachtung nach der Formel: 



\ / [nn^ 



0,67449 . V -^^ 



Wir haben bisher die nicht immer zutreffende Voraussetzung gleicher 
Güte oder gleichen Gewichts der einzelnen Beobachtungen gemacht; dieselbe 
lässt sich leicht Verbessern, wenn man über die verschiedene Güte bestimmte 
Anhaltspunkte hat, 2. B. wenn man weiss, dass die eine oder andere 
BeobachtuDg aus einer grössern Zahl von Wiederholungen abgeleitet wor- 
den ist als die übrigen. Hat man aus solchen Kücksichten und nach einer 
vorläufigen Kenntniss des Verhältnisses der wahrscheinlichen Fehler einer 
gewissen Beobachtung das relative Gewicht p zuzuschreiben , so hat dann 
die derselben entsprechende Bedingungsgleichung darauf Anspruch, p mal 
aufgeführt und demgemäss zur Bildung der Normalgleichungen aufgeführt 
zu werden. Man kommt aber offenbar für die letzteren zu demselben 
Kesultate, wenn man jene Bedingungsgleichung von dem relativen Ge- 
wicht p mit Vp multiplicirt, weil auch dann die von diesen Gleichungen 
herrührenden Producte aa, ah, ac u. s. w. pmal so gross werden als die 
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der übrigen. Es ist dann ausserdem nur noch bei der Berechnung der 
einzelnen Fehler und des mittlem Fehlers darauf Kücksicht zu nehmen, 
dass die. betreffende Bedingungsgleichung nicht eine einzige, sondern 
p Beobachtungen vertritt. 



Hundertundzweite Vorlesung. 

Jacobi's Auflösung eines Systems von Normalgleichun- 
gen mit drei unbekannten. 

Das eben gezeigte Elimination sverfahren , unter dem Namen dei 
Gauss' sehen Elimination bekannt, bat die Eigenthümlichkeit , zugleich 
auch unmittelbar das Gewicht der Bestimmung der zuletzt eliminirten 
Unbekannten zu liefern. Sehr häufig wünscht man nur von einer der 
Unbekannten ihren wahrscheinlichen Fehler zu kennen; bei der Bahn- 
berechnung eines periodischen Kometen z. B. hat die in der Umlaufszeit 
übrig bleibende Unsicherheit vorzugsweise Interesse, so dass bei solcher 
Gelegenheit die Gauss' sehe Gewichtsbestimmung Nichts zu wünschen 
übrig lässt. 

Andere Arten der Elimination haben andere Annehmlichkeiten; da, 
wie wir bald sehen werden, bei allen Bahnberechnungen die Anzahl der 
Unbekannten auf drei zurückgeführt werden kann, so geben wir die 
Schlussfbrmeln der Jacobi' sehen Elimination für drei Unbekannte, 
welche die Annehmlichkeit einer für alle drei Unbekannten ganz symme- 
trischen Rechnung bieten. Auf den Beweis dieser Formeln, welche Bes- 
sel in Nr. 404 der Astronomischen Nachrichten mittheilt und durch ein 
Beispiel erläutert, kann hier wohl verzichtet werden. 

Die Normalgleichungen seien: 

[aa]x + [0'h]y + [ac]z = [a n] 
[ah]x + [hh]y -f [bc]£^ = [hn] 
[ac]x + U><^]y + [c e] £f — [c n] 
so berechne man die Hülfsgrössen : 

a= ± V± [b c] [a c] [a 5], 



Ä = [aa] + a^ B = [bh] + ß% C=[cc] + y^, 
A' ^ B' ^ ~ C 
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p =r a'a 4- /5'6 + /c 
[an] -_ , [6nl — ^. [cnl — , 

Gewichte : 



JSq:««" RJjlßß'' ^ — Rlfyy' 

In diesen Formeln gilt das obere Zeichen, wenn [&c],[ac], [a 6] po- 
sitiv, das untere, wenn dieses Product negativ ist. Die Summe der^eV 
lerquadrate kann entweder nach der Formel 

[nn^] = [nn] — [an]x — U>n]y — [cn]M 

gefunden werden, welche mit der folgenden: 

übereinstimmen muss. 

In der von Bessel gemachten Anwendung auf die Normalg^ei 
chungen : 

186,6383 a; — 7,7760 y + 3,3000 i? = 11,5785 

— 7,7760 a? + 26,2794 3^ + 28,4660 jp = — 3,0276 

3,3000 a? + 28,4660^ + 69,7767 £r =- 24,4975 
wird: 

r= — 27,0270, «=— 0,81902, ß =— 9,4945, y= 3,475 

A= 253,7166, B= 27,1808, C = 81,öb". 

«' = — 0,03228, /3'=— 0,03493, y'= 0.041 

R= 0,55487, a= 20,8675, fe = — 5,4565, c =44,15 

Q= 1,3916, x= 0,00072, y=— 0,16000, js = 0,35 

X= 171,84, Y= 25.65, ^=64,66 



*) An der citirten Stelle findet sich durch Druck- oder Schreibfehler - — 

R 
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Hundertunddritte Vorlesung. 

Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate auf die 
Bestimmung einer Bahn aus einer Reihe von Normalörtem. 

Nachdem wir die für unsere Zwecke wichtigsten Vorschriften der 
Methode der kleinsten Quadrate kennen gelernt haben, wenden wir uns 
wieder unserer eigentlichen Aufgabe zu , diejenige Bahn zu bestimmen, 
welche eine Reihe von Rectascensionen a, «', a", a'" u. s. w., und von 
Declinatiouen d, d', ö", d'" . . . u. s. w. am besten darstellt. Sind Qq 
und Qo""'" die hypothetischen Distanzen von der £rde für die äusser- 
sten Yollstfindigen Beobachtungen, so liefern die bekannten Grundformeln 

X -}- X = Qo cosd cosa 
y -\- T = Qo cosS sin a 
z -|- Z = Po sind, 

in welchen X, Y, Z die Sonnencoordinaten« vorstellen, die heliocentrischen 
Coordinaten x^ y^ g\ desgleichen erhält man aj"""', y"'", jer"""" aus der 
letzten Beobachtung unter Substitution von Qo*'''*' und dann sogleich 
weiter die Radienvectoren r, /'"••• und die beide verbindende Sehne x, 
etztere nach der Formel 

x2 = (rc""--- — xY + (/"••• — yY + (/'"••• — z)\ 

Die Differenz der wahren Anomalie v'"''*' — v findet sich aus der 
lelation 



^rr"" ' • • . sin^l2{v"''-' — v) =V(x + r"""' — r) (x - /'"••• + r). 

Aus r, r""'"^ dem davon eingeschlossenen Bogen v""*** — v und 
3in entsprechenden Zeitintervall bestimmt man nun nach den daftlr ge- 
3beuen Formeln das hypothetische Elementensystem, welches mit den 
>rigen Oertern .verglichen werden soll. Am bequemsten dftrfte sich 
irunter diejenige Bestimmungsart erweisen, wonach man zuerst die halbe 
esse Axe a nach dem allgemeinern Lambert^schen Satze und dann die 
»rigen Elemente berechnet. Wenn nämlich ein Werth von a der be- 
nnten Gleichung aus Vorlesung 12 

(f " - sin s") — (€ - sin fi) = -^ . (f' — t) 

larf genügt, so ist £" — £ zugleich die Differenz der excentrischen 
omalien J5""--- — E und 



sin \^2 (v"" ••• — !;) Yrr""'" 



'^''^'^ ~ sin^i,{J^'""'-E) 



a 

Klinkerfues, theoretische Agtronomie. 24 
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für kleinere Werthe von tp geeigneter Bind die Formeln: 

sintp fos ' ', {E + H'"—) = 1 — .see^'iiE— E""-"), 

welche auch die exoentrischen Anomalien seihst gehen. Nachdem man 
noch Jüo bestimmt hat, berechnet man, nm die heliocentrischen Coordi- 
naten zur Vergleichung der Oerter in der Form: 

aj = o r stn (^ + v) 
y z=z hr sin(B -f- v) 
je? = er sin (C + v) 

SU haben, die Gaus Büschen Constanten für den Aequator a, Ay &, B^ c, C 
aus den Gleichungen: 

(aj"" • • • x\ 

f__ _ f. j «wec 1/, («"" • • •- v) 

und den analogen für b, JB, c, C 

Ein bei der Interpolation der Bahn aus Hypothesen häufig vorkom- 
mender Umstand giebt Veranlassung, zu unseren früheren Vorschriften 
für Bestimmung der wahren Anomalie aus den Elementen noch einen Zu- 
satz zu machen. Es kann nämlich sehr leicht die eine oder andere der 
durchzurechnenden Hypothesen auf eine Hyperbel führen, und zwar von 
solcher Excentricität, dass die strengeren Formeln, welche nur wenigen 
Astronomen so geläufig sein dürften, als die für die beiden anderen Kegel- 
schnitte gebräuchlichen, zur Anwendung kommen müssen; abgesehen hier- 
von ist es auch gewiss für die numerische Rechnung nicht angenehm, bei 
der einen Hypothese die Formeln der Hyperbel, bei einer anderen die der 
Ellipse zu Grunde legen zu müssen. Es ist deshalb, wenn die Excentri- 
cität der Einheit nahe kommt, von entschiedener Annehmlichkeit, eine 
für alle drei Kegelschnitte gemeinschaftliche P^orm anzuwenden, wie wir 
sie in der folgenden Vorlesung entwickeln wollen. 
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Hundertundvierte Vorlesung. 

Dupohpedmung der Hypothesen nach einer für die drei 
Kegelschnitte gemeinschaftlichen Form. 

Führen wir zur Abkürzung anstatt der wahren Anomalie v eine 
durch die Relation 

900 — V = w 

definirte Hülfsgrösse ein und wenden die bekannten Relationen des Lam« 
b er fachen Satzes über die heliocentrische Bewegung in Kegelschnitten 
auf zwei zum Perihel symmetrisch gelegenen Radienvectoren r und r" 
und die zwischenliegende Sehne x an (wie schon in der Vorlesung 77 
geschah), so wird: 

r + r" — X 2r (1 — cosw) _ r 

a) . . . : = : = — stn ^ U w^ 

b) . . . — '—■ ' = ^^ — -^ = — cos V2 w^ 

' 4a 4a a 

also auch (nach der Bezeichnung jener Vorlesung) : 

c) ........ — siw Va^^ = s^w V2Ä* 

a 

d) I. cos 1/2 m;2 = sin 1/2 '5"2. 

a 

Femer wird 
e) ö"~ stw«" — (« — mö) = i^, 

wenn i die für r seit dem Perihel verflossene Zeit vorstellt; wenn man 
nun a einmal mit Hülfe von c), das andere Mal mittelst d) eliminirt, so 
ergiebt sich 

d" — sind" ,, ^. « — sin« . . , 2Ä« 
Man schreibe letztere Gleichung in der Form 

4 sin^l^^ 4 sin^liO^ ^^'^ 

oder zur Abkürzung 

3 fci 
^ft'' cos^l^w^ -- HL sm 1/2«^* = 27% 

oder 

cos 1/2 «;3 - s»w V2 «'" = 1^, + (1 - <*") ""^ '^« «c« + (1 - /t) st» V2 W 

24* 
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oder endlich 

cos * '2 w^' — sin * '2 ^^ 
^' ' ' ' cosy^v^ 

Für die strenge Pai*abel wird /i = 1 and /i" = 1 ; in diesem Falle 
redacirt sich die Gleichung auf die folgende: 

cos ^/q w* — «n * j ir' Bkt 



cos Va V» 2 r"'*« CO« V« v' ' 

welohe mit der der Barker 'sehen Tafel zu Omnde liegenden identisch 
sein muss. Man erkennt deshalb leicht die Richtigkeit der folgenden 
Vorschrift, nach welcher die Bewegung in aUen drei Kegelschnitten, ein- 
schliesslich kleiner und grosser, die Einheit beträchtlich übersteigender 
Excentricit&ten s&mmtlich mit Hülfe der Bark er 'sehen Tafel bestimmt 
werden können: 

Man bilde das Argument M der Bark er 'sehen Tafel allgemein nach 
der Formel 

h) . , . Jfef = —7=: • 

1/2 r*/^ cos »/a V« 

{« + I (1 — f*) r% siny.fo^ + f (1 ^ /*") '•"''• cosy.iv^} 

mit angenähertem Werth von r, v^ w, (i und ii'\ so wird das dazu in der 
Tafel gefundene v weit genauer sein als das angenommene. 
Bemerkt man noch, dass nach Vorlesung 77 

d = 90^ — tp — E 

6" = 90^ — (p + E 
demnach 

E = 'A (ö" - 8), 
Bo wird 

q cos V4 (9" — Sy 



i) 



cos^/^v^ 
Die Gleichung h) kann hiernach, wie folgt: 



7*1 Je 

k) . . . M= -^ secy^(d'' — S)K 

1/23% 

j< + -| (1 — fA) r% sin Va«^' + T (^ — '^'^ ^'''" cos^^wA 

oder mit Berücksichtigung der Relationen c) und d) 

7f» ^ 
1) . . . Jf = ^i±: sec 1/4 («"-»)» . % 

{< + f a'A (1 — ft) s«n 1/2 «" + |- a"A (1 - (i") sin V« Ä"» j 
geschrieben werden. 
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Besitzt man nun eine Tafel der Function 

3 X — sinx 



oder noch besser von 



4 sin V2 ^^ 
3 X — sinx 



— h 



4 sin V2 ^^ 

so hat man 1 — ft, wenn man in letztere Tafel mit dem Argument d 
eingeht, 1 — ft", wenn man 8" als Argument gebraucht. Die Grösse 

~- {(1 - ft) si» 1/2 <Jä + (1 - ft") sm V« d"«}, 

welche man als Verbesserung der Zeit betrachten kann , ist bei sehr 
excentrischen Bahnen trotz der Grösse des Factors a^^^ immer sehr klein, 
wie denn ja die unendliche Zunahme dieses Factors die Gorrection ganz 
zum Verschwinden bringt. 

Bei nahezu parabolischen Bahnen setzt man zunächst 8 =' 8'' = 0, 
bestimmt v oder w in der Barker'schen Tafel, nach Gleichung i) den 
dazu gehörigen Radiusvector und dann 8 und d" nach den Relationen 
c) und d). Hierzu schlägt man dann noch 1 — (i und 1 — ft" in den 
Hülfstafeln auf, substituirt diese Werthe in Gleichung 1), um einen ver* 
besserten Werth von v aus der Bark er 'sehen Tafel zu entnehmen. Letz- 
terer führt dann wiederum durch i), c) und d) zu verbesserten Werthen 
von r, 8 und ö" u. s. w. Die ungemein grosse Convergenz dieses Ver- 
fahrens fällt in die Augen. Dieselbe ist so bedeutend, dass das Verfah- 
ren sogar noch bei ganz kleinen Excentricitäten anwendbar bleibt. Will 
man der Curiosität halber v und r einer Planetenbahn mit Hülfe der 
Bark er 'sehen Tafel bestimmen, so wird mau zunächst 

8 = 90^ — q) — Mittlere Anomalie 
8" = 90<> — 9) + Mittlere Anomalie 

setzen, welches für die beiden Grenzen, in denen man den absoluten Werth 
von V halten kann, d. h. f ür v = 0^ und für v = 180^ sogar streng 
richtig ist. In der Nähe dieser Grenzen wird daher das Verfahren auch 
bei kleinen Werthen von <p eine starke Convergenz haben. Aber auch 
für den von jeder dieser beiden Grenzen entferntesten Werth v = 90^ 
wird die Convergenz bedeutend bleiben. 
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Hundertandfünfte Vorlesung. 

Herleitimg des walirscheinliolisten Elementensystems aus 
der flir drei Hypothesen aasgefülirten Vergleiclmng. 



Nachdem wir in der vorhergehendeD Vorlesung eine für excentriscbe 
Bahnen sehr bequeme Form der Yergleichung kennen gelernt habeo, 
wollen wir die Auseinandersetzungen der Vorlesung 103 zu ihrem Ziele 
führen. Dieses ist die Bestimmung des wahrscheinlichsten, die kleinsten 
Summen der Fehlerquadrate übrig lassenden Elementensystems mit der 
ausnehmend grossen Erleichterung durchzuführen, dass die Anzahl der 
Unbekannten auf drei reducirt wird , und zwar ohne dass gewisse Beob- 
achtungen vor den anderen durch eine ihnen nicht zukommende genaue 
Darstellung bevorzugt werden. 

Dies in Erinnerung gebracht, seien n, n\ n", n'" u. s. w. die Fehler, 
welche die erste von drei der Wahrheit nahe kommenden Hypothesen 
übrig lässt, w„ wj, n\\ nj" u. s. w., diejenigen, welche eine zweite übrig 
lässt, n,,^ nl,, nJJ, nJJ' u. s. w. die bei einer dritten bleibenden Fehler der 
Darstellung. Wir nehmen noch an, diese Hypothesen seien auf die bei 
früheren Gelegenheiten beschriebene Art gebildet und schliessen sich 
demnach jede einzelne den äusseren Beobachtungen vollständig an, wäh- 
rend sie bei den übrigen die erwähnten Unterschiede zwischen Rechnung 
und Beobachtung ergeben. Es sollen nun nach dieser Vergleichung drei 
Factoren, welche wir hier (zu besserer Unterscheidung von anderen Grös- 
sen) mit A, k\ A" bezeichnen wollen, so bestimmt werden, dass, wenn man 
irgend ein Element (oder auch eine Gauss' sehe Constante) der ersten 
Hypothese mit A, die entsprechende Zahl der zweiten Hypothese mit A,, 
die der dritten mit l„ multiplicirt und addirt, der wahrscheinlichste 
Werth der betreffenden Grösse erhalten wird. Beispielsweise hätte man 
die wahre Anomalie M der gewählten Epoche aus der Gleichung 

M=kM^ + A,ilfi -f A„JH[,', . 

wenn Mo, Jfo« ^o die in den Hypothesen erhaltenen Werthe dieses Ele- 
mentes vorstellen. 

Nach dem früher und hier Gesagten haben wir nun aus den Fehlern 
der mittleren Beobachtungen für A, A,, X„ die Bedingungsgleichungen 

n A + n, A + n„ A„ = 
W k + »J A, -I- n'„ k„ == 

h"a + <A, + n;;A, = o 

etc. 



I.) 



aus einer grössern Zahl von Beobachtungen etc. 375 

oder 

» + "/"""f- + «„ y- = 
n' + n',^ + „'„'^ = 

n"+ «;'^ + n;;^= o 

etc. 

Da die absoluten Glieder dieser Gleichungen dieselben Unsicherheiten 
haben wie die Beobachtungen, auf welche sie sich beziehen, so gilt das- 
selbe auch von ihren relativen Gewichten. 

Es ist nun klar , dass die wahrscheinlichsten Werthe der drei Un- 

A' A" 
bekannten, auch der beiden Verhältnisse y, -j- nicht ganz ohne alle 

Rücksicht auf die beiden äusseren Beobachtungen bestimmt werden kön- 
nen, sowie andererseits auch nicht durch strenge Befriedigung der 
Gleichung 

A + A, + A,, = 1, 

welche die genaue Darstellung der äusseren Beobachtungen bewirkt, die- 
sen letzteren ein ihnen nicht gebührender Vorzug an Genauigkeit ein- 
geräumt werden darf. Zu billiger Ausgleichung der Ansprüche stellen 
wir die folgenden Betrachtungen an : 

Zunächst bemerken wir, xlass die Darstellung aller mittleren Beob- 
achtungen, also die der grossen Mehrzahl, nur von den Werthen der Un- 

A A 

bekannten -j- und y abhängt, während dagegen A selbst nur in der Glei- 
chung für die äusseren Beobachtungen 

J 1 ::= _2 _|_ _!' 

Aß Ar Ar 

auftritt. Wenn die ganze Reihe der mittleren Beobachtungen dargestellt 
wird, so muss, falls nur die eben angeführte Gleichung nicht zu stark 
verletzt wird, immer auch die Darstellung der äusseren Beobachtungen 
eine sehr angenäherte bleiben, und es wird daher, was A betrifft , ein aus 
vorläufiger Rechnung zu entnehmender Werth schon ohne weitere Ver- 
besserung hinreichend sein, die beste Darstellung aller Beobachtungen zu 

A' A' . 

erzielen, indem wir nachher deren Werthe von y und y theils aus obi- 
ger Gleichung, theils aus dem System I.) hinzubestimmen. Wir setzen 
also obige Gleiphung, indem wir -z 1 als deren gegebenes absolutes Glied 

ansehen, mit den übrigen Bedingungsgleichongen in I.) auf gleiche Reihe; 
nur müssen wir dieselbe zuvor mit einem gewissen Factor multipliciren. 
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der sie mit den anderen auf gleiches Gewicht bringt. Diesen Factor 
wollen wir jetzt bestimmen. 

Wenn wir uns eine der äusseren Beobachtungen durch eine der Zeit 
nach unendlich benachbarte, aber mit dem Fehler fio behaftete, mittlere 
ersetzt denken, was offenbar angeht, so würde die letztere bei der vor- 
liegenden Art der Hypothesenbildung in dem System L) durch die Bedin- 
gung vertreten 

A X 

Wo + »*oy+no-^=0, 

da wegen des der Zeit nach' unendlich nahen Zusammcnfallens mit 
einer äusseren Beobachtung alle drei Hypothesen denselben Fehler der 
Darstellung geben müssen. Als wahrscheinlichster Werth von n^ muss 
uns der mittlere Fehler £ gelten, der bei Auflösung des Systems I.) Bicb 
leicht ergiebt und den wir daher im Wesentlichen als gegeben ansehen 
dürfen. Wir haben hiernach 

als diejenige Bedingung, durch welche die in Rede stehende Beobachtung 
vertreten sein wird, wenn sie als fehlerhaft und als eine mittlere behaa- 
delt wird. Die für eine äussere Beobachtung geltende Bedingung 

in welcher wir 1 r- als gegebenes absolutes Glied betrachten, multi- 

pliciren wir mit dem Factor 



1 - A' 



damit ihr absolutes Glied gleich £ und ihr Gewicht gleich den übrigen 

Gleichungen wird. Da auch die zweite äussere Beobachtung die gleiche 

Bedingung liefert, so haben wir folgendes System von Gleichungen in Be- 

A A 

Ziehung auf die beiden Unbekannten y und -y-' nach der Methode der 

kleinsten Quadrate aufzulösen, um die Rectascensionen darzustellen: 



'I.) 









w + n, -^ + n„ -^' = 

n' + „; ^ + „; ^' = 

A l 

^ T- ^f T "T" **^/ T = ^ 



B + 



£A 



fA 



1 — A A ^ 1 — A 
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In dasselbe System müssen dann noch mit Wiederholung der ersten 
und letzten Bedingung auch die Declinationen aufgenommen werden. 

Dass hier der Form nach drei, dem Wesen nach aber nur zwei Un- 
bekannte (nach vorhergegangener Bestimmung des dann nicht weiter zu 
verbessernden A) übrig bleibeu, erklärt sich leicht, wenn man bedenkt, 
dass wir ja stets wieder, wenn wir wollten, die Werthe der Entfernungen 
von der Erde in den äusseren Beobachtungen als die einzigen Unbekann- 
ten einführen könnten. 

Mit Hülfe des Werthes von X und der dazu gefundenen Werthe von 
A, und Xf, berechnen sich dann zuletzt ebenso leicht die Elemente, wie 
auch die Gauss' sehen Gonstanten für den Aequator, durch Zusammen- 
setzen aus den einzelnen Hypothesen, indem man die betreffende Zahl 
der ersten Hypothese mit A, die der zweiten mit A^, die der dritten mit 
k„ multiplicirt und addirt, z. B. das Element M nach der Formel : 

M= XMo + A,Jlfo + X^MÜ' 

Nur ist es nicht vortheilhaft, die Grössen X, A,, X,, mit grossen Zah- 
len multipliciren zu müssen. Man vermeidet dies einfach dadurch, dass 
mau nicht das Element oder eine der Constanten selbst, sondern nur die 
Correction sucht, welche an den Werth desselben aus der ersten Hypo- 
these angebracht werden muss, um den wahren Werth zu erhalten, indem 
man also z. B. obige Formel für M in folgender Gestalt anwendet: 

M^ Mo = X (Jfo - Mo) + X, (Ml, - Mo) + X„ (MH - üfo) 
= X,(Ml, - Mo) + X„(Mi;- Mo). 

In dieser Gleichung und den analogen für die anderen Elemente er- 
scheint X mix dem Factor Null multiplicirt, und so sehen wir bei dieser 
Gelegenheit noch nachträglich das Unterlassen der Verbesserung von X 
auf das Vollständigste gerechtfertigt. 

Die auf solche Weise berechneten Elemente M, (p, <ß, i, 7t — ß, a, 
gleichviel, ob auf die Ekliptik oder den Aequator bezogen, stellen die 
äusseren Beobachtungen im Allgemeinen nicht streng dar, sondern lassen 
zu Gunsten einer desto bessern DarsteUung der übrigen Beobachtungen 
und da diese die Mehrzahl bilden, somit zu Gunsten der Gesammtdar- 
stellung kleine Fehler übrig. Es ist auch ganz der Natur der Sache ge- 
mäss, dass nach der Gonstruction der vorhergehenden Formeln die Bedin- 
gung für die äusseren Beobachtungen 



wofür man auch schreiben kann 

eX A. . aX 



( 

sich von selbst befriedigt, sobald die mittleren Beobachtungen unendlich 
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genau werden und sich der Werth von a auf Null reducirt. Denn es 
darf in der Thai in dem gedachten Falle keinen Unterschied hervorbrin- 
gen, ob man noch die beiden äusseren Beobachtungen zuzieht oder nicht. 
Eine Annehmlichkeit der vorhergehend beschriebenen Methoden liegt, 
auHser der geringen Zahl von Unbekannten, mit denen man zu thun hat, 
in dem Umstände, dass man so leicht den wahrscheinlichen Fehler irgend 
eines Elementes zu bestimmen vermag. Hat man nach den früher gege- 

benen Vorschriften die wahrscheinlichen FehlBr von -j- und -— ermittelt, 

XX. 
die wir durch d -^ und d -y bezeichnen wollen , so wird nach dem be- 
kannten Satz von dem wahrscheinlichen Fehler einer linearen Function 
mehrerer Veränderlicher, wenn man ihn auf die lineare Function 

in Anwendung bringt, der wahrscheinliche Fehler der Bestimmung des 
Elementes M ausgedrückt durch 



Analog wird der wahrscheinliche Fehler für alle übrigen Elemente 
gefunden, z. B. der des Excentricitätswinkels (p gleich 



± lyW^ 9o)' (s ^y + < - q>oy (s ^y. 

Die Bedingungsgleichung 

^ ^ l ^X A^l— A X " 

vertritt zwei vollständige Beobachtungen oder vier Data, zwei Rectascen- 
sionen und zwei Declinationen ; sie kommt daher in den Gleichungen IL), 
welche zur Bildung der Normalgleichungen dienen, viermal vor oder hat 
das Gewicht 4 , wenn die Rectascensionen sowohl als die Declinationen 
das Gewicht 1 haben; man kann diese vier nach bekannter, Vorschrift 
durch die eine Gleichung: 

« . 2£A A, , 2«A X„ 
^1—A A^l— A A 

ersetzen. Haben aber die beiden Rectascensionen sammt den beiden 
Declinationen nicht das Gewicht 4, sondern zusammen allgemeiner das Ge- 
wicht p, so werden die Bedingungen füi* die äusseren Beobachtungen : 

^ 1 — A X ^ l — X X 
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Desgleichen sind die Bedingungsgleichnngen für die mittleren Beob- 
achtungen in II.) mit Quadratwurzel aus ihrem relativen Gewichte 
zu multipliciren , wenn dieses von der Einheit verschieden zu halten 
ist, sämmtliche Bedingungen für die Bectascensioiien z. B. mit cos d, 
dem Cosinus der entsprechenden Declination, da das Gewicht einer 
solchen Bestimmung caeteris paribus der Grösse cosö^ proportional zu 
setzen ist. 



Siebente Abtheilung. 

Die Bercchiniiig von Doppelsternbahiien« 



Hundertundsechste Vorlesung. 

Einleitende Bemerkungen. 

Unter den zahlreichen Entdeckungen des altern Herschel hat sich 
keine für die Fixstemastronomie bo epochemachend erwiesen als die Ent- 
deckung der Thatsache, dass ausserordentlich häufig auch selbstleuchtende 
Körper, wie die Fixsterne, zu zweien, dreien, zuweilen in noch grösserer 
Anzahl in einem einzigen engern System vereinigt sind und sich um 
den gemeinschaftlichen Schwerpunkt des Systems bewegen. Die Fortr 
Setzung der Beobachtungen nach Herschel hat zu der Kenntniss einer 
sehr beträchtlichen Zahl solcher Systeme mit nachweisbarer Bewegung 
geführt; bei einer Beihe von Doppelsternen ist es sogar gelungen, die 
Gestalt und Lage der Bahn sowie die Umlaufszeit mit einiger Sicherheit 
zu ermitteln; bei einer für jetzt allerdings sehr beschränkten Zahl ist 
nicht ohne Erfolg der Versuch einer Bestimmung der wahren Dimen- 
sion der Bahn im Vergleich zu den Bahnen unseres eigenen Sonnensystems 
und der daraus folgenden Vergleichung der Masse des Stempaares mit 
dem der Sonne versucht worden. Das Material für solche Untersuchun- 
gen wächst, wie an Umfang, so an Interesse; es sollen daher in den fol- 
genden Vorlesungen die wichtigsten Vorschriften zum Oi'dnen und zur 
Vorbereitung der durch die Beobachtungen gelieferten Data sowie eine 
der sichersten Rechnungsmethodeu entwickelt werden. 

Ehe wir zeigen, wie die aus der Lehre von der Gravitation verall- 
gemeinerten E ep pl er ^ sehen Gesetze auf Doppelsterne (für die drei* und 
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mehrfachen Sterne besitzen wir noch keine sicheren Methoden) Anwendung 
finden, ist es nöthig zu wissen, in welcher Form das Beobachtungsmate- 
rial gegeben zu werden pflegt. Es kann dies in der Weise geschehen, 
dass man den Rectascensions- und den Declinationsunterschied der beiden 
Sterne angiebt; doch ist diese Form kaum mehr im^ Gebrauche. Die 
jetzt übliche Angabe bestimmt die gegenseitige Lage der beiden Sterne 
durch Distanz und Positionswinkel. Die Distanz ist der die beiden Sterne 
verbindende Bogen eines grössten Kreises, in Secunden ausgedrückt, der 
Positionswinkel derjenige Winkel, welchen dieser grösste Kreis mit dem 
durch den heilem Stern gelegten Meridian des Himmels macht. Die 
Positionswinkel pflegt man durch Ost, Süd und West nach dem nördlichen 
Theil des Meridians zarackzuzählen. Mit anderen Worten, bezeichnet 
man die Differenz, Rectascension des Nebensterns — Rectascension des 
Hauptstems mit ^oe, den entsprechenden Declinationsunterschied mit ^A, 
den Positionswinkel mit j>, so liegt p 

zwischen 0^ und 90 o, wenn z/ a positiv, ^ 8 positiv, 
„ 90® „ 180^ „ „ positiv, „ negativ, 

„ 1800 „ 2700, „ „ negativ, „ negativ, 
„ 2700 „ 3600, „ „ negativ, „ positiv. 

Bezeichnet man die Distanz der Sterne, in Secunden ausgedrückt, 
mit ^, 80 hat man noch: 

d a . cos8 ^= Q cosp 

^ d =^ Q sinpj 

wonach sich leicht j9 und Q berechnen lassen, wenn einmal die Beobach- 
tungen in anderer als der gewöhnlichen Form gegeben sein sollten. 

Bei ferneren Untersuchungen ist es auch nöthig, zu beachten, dass 
in Folge der Präcession der durch den Hauptstem gelegte Meridian 
nicht immer derselbe grösste Kreis der Sphäre bleibt, d. h. dass durch 
die Präcession eine scheinbare Veränderung des Positions winkeis (offenbar 
nicht auch der Distanz) hervorgebracht wird. Die deshalb an die Posi- 
tionswinkel, um diese von dem fremdartigen Einflüsse zu reinigen, anzu- 
bringende Correction findet sich leicht aus der hier als bekannt voraus- 
zusetzenden Formel für die jährliche Präcession in Declination : 

Präcession in Declination = n coscc, 

wobei n für unsern Zweck als eine Constante angesehen werden kann. 
Stellt d^fd die sehr kleine Grösse vor, um welche der Declinationsunter- 
schied der beiden St<»rne verändert wird, dp den Einfluss der PnUsesmon, 
so wird 

d^Jd = — n sina ^ tt 
oder, d& ^dd = Q sinp, d^ld = g cosp . dp, 

n sin u 
dp = , 

Q cosp 



-d 
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und 

€08 

, n$ina 
dp = J-. 

C08 

Die gesuchte Correction hat das entgegengesetzte Vorzeichen. 

Für die numerische Rechnung hat man hiemach die Regel: Um Po- 
sitionswinkel, welche fQr das Jahr t gegeben sind, von dem Betrage der 
Präcession zu reinigen nnd auf das Jahr /^ zu beziehen, hat man die 
Correction 

20".0548 sinct secd (t -- to) 

anzubringen. Wir bemerken hier noch gleich, dass man bei den Posi- 
tions winkeln die Secunden, wenn sie überhaupt noch berücksichtigt wer- 
den, in Bruchtheile von Minuten umzusetzen pflegt. 



Hundertundsiebente Vorlesung. 

Fortsetzung der einleitenden Bemerkungen. 

Die Lehre von der Gravitation zeigt, dass zwei sich gegenseitig an- 
ziehende Massen m und m' einen Kegelschnitt, speciell, wenn derselbe ein 
in sich zurücklaufender ist, eine Ellipse um ihren gemeinschaftlichen 
Schwerpunkt beschreiben. Der Schwerpunkt theilt hiernach die Verbin- 
dungslinie zwischen den beiden Componenten eines Sternpaares im um- 
gekehrten Verhältniss der Massen; der scheinbare Abstand der Masse m 
vom Schwerpunkt ist daher gleich 

m + w' ^' 



der der Masse m! gleich 



m 



— i 7 9* 

m -j- m ^ 



Da man nun aber die Massen nicht kennt, der Ort des Schwerpunk- 
tes daher nicht markirt ist und erst auf eine besondere Art, die wir 
später besprechen werden, ermittelt werden müsste, so betrachtet man den 
hellem Stern als ruhend und die um diesen von dem schwächern Stern 
(der gleichwohl an Masse der stärkere sein kann) beschriebene Bahn als 
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den Gregenstand der Rechnung. Die letztere Ellipse ist offenbar der um 
den Schwerpunkt beschriebenen ähnlich. 

In einzelnen Fällen, wie z. B. bei dem Doppelstern y Virginia, sind 
die beiden Crnnponenten so nahe von gleicher Helligkeit, dass die ver- 
schiedenen Beobachter in der Wahl' des Hauptsterns von einander ab- 
weichen, wodurch ein Unterschied von 180^ in den entsprechenden Bepb-- 
achtungen hervorgebracht wird. 

Die das Auge mit dem heilem Stern verbindende Gerade nennt man 
den Yisionsradius. Die im Hauptstern an die Kugel zu legende Berüh- 
rungsebene, eine Ebene also, zu welcher der Yisionsradius senkrecht steht, 
dient als Fundamentalebene, um die Lage der Bahn anzugeben, ganz 
ebenso, wie bei den Körpern unseres Sonnensystems die Ekliptik gebraucht 
wird. .Die Zählung der Längen, wie z. B. der Länge des Knotens Si^ 
geschieht in demselben Sinne und von demselben Nullpunkt, wie für die 
Positionswinkel. 7t — 5ä ist wieder der Winkel, welcher in der Ebene 
der Bahn zwischen Perihel und Knoten liegt. Die Neigung der Bahn, t, 
ist Null, wenn die wirkliche Bahn mit der scheinbaren Bahn, d. h. mit 
ihrer Projection auf die obige Berührungsebene zusammenfallt; die 
scheinbare Bahn nennt man auch die Projectionsellipse. Es ist ohne 
Weiteres klar, dass nicht entschieden werden kann, ob der Nebenstern 
sich diesseits oder jenseits der Ebene der Projection befindet, und es fällt 
daher bei den Doppelsternbahnen der Unterschied zwischen aufsteigenden 
und niedersteigenden Knoten ganz weg. 

Es ist eine ebenso leicht zu erkennende als ofb benutzte Eigenschaft 
der Projectionsellipse oder scheinbaren Bahn, dass sich die in ihr von dem 
scheinbaren Radiusvector beschriebenen Sectoren zu einander wie die 
in der wahren Bahn, demnach ebenfalls wie die Zeiten, verhalten. Das 
doppelte Element des Sectors der scheinbaren Bahn, auszudrücken durch 

^ dt' 

wird also eine Constante sein und die Winkelgeschwindigkeit wird dem 
Quadrate der Distanz umgekehrt proportional sein. Dieser Satz kommt 
häufig mit Erfolg zur Anwendung, wo es sich darum handelt, den Werth 
einer Distanz, deren Messung sich Schwierigkeiten entgegengestellt haben, 
auf rechnendem Wege zu ermitteln. 

Die Anzahl der bei einer Doppelsternbahn zu bestimmenden Elemente 
belauft sich im Ganzen auf sieben, nämlich auf die folgenden Stücke : 

die mittlere Anomalie der Epoche . . . üf 

die Länge des Knotens Si 

die Neigung der Bahn i 

der Winkel zwischen Perihel und Knoten 7C — ß 

die Excentricität e 

die halbe grosse Axe in Secunden . . . a 

die Umlaufszeit *. ^ , , ü 
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Die Umlaufszeit, deren Angabe auch durch die der mittleren Winkel« 
bewegung ersetzt werden kann, tritt hier als selbstst&ndiges Element auf, 
da die Hasse des Systems nicht bekannt ist. Bei bekannter Masse und 
Parallaxe TT des Systems würde die durch die Oravitationsth«orie erlangte 
Verallgemeinerung des dritten Keppl er 'sehen Gesetzes die mittlere jähr- 
liche Bewegung ft nach der Formel 

_ 365,26 k]/m ^ m' 
^ ~ a'/« cosec /JV« ' 

auf die wir später zurQckkommen werden, ergeben. 

Wir ziehen den Schluss, dass zur Bestimmung der sieben obigen 
Elemente einer Doppelsternbahu sieben von einander unabhängige Data 
erforderlich sind. Darunter muss sich aber wenigstens ein Positionswin- 
kel befinden, weil die Bestimmung der Lage und Gestalt der Bahn aus 
lauter Distanzen offenbar nicht möglich sein würde; desgleichen muss 
aber auch mindestens eine Distanz gegeben sein, wenn die Dimension der 
Bahn soll bestimmt werden können. Im Allgemeinen ist es vortheilhaft, 
Gestalt und Lage der Bahn so viel als möglich nur aus Positionswinkeln 
zu berechnen, da die Beobachtungen der Distanz an grösserer ünsichei*- 
heit leiden *) ; z. B. können meist sechs Positionswinkel zur Bestimmung von 
Lage und Gestalt, wonach dann zuletzt die Dimension möglichst gxit mit 
einer Distanz oder mit der Gesammtheit der Distanzen in Uebereinstim- 
mung zu biingen ist, für eine zweckmässige Combination gelten. Zwei 
Ausnahmen machen sich jedoch in dieser Hinsicht für die Praxis bemerk- 
lich. Ist die beobachtete Bahnbewegung nicht bedeutend genug, so wer- 
den die zu sechs Epochen beobachteten Positionswinkel, weil die Epochen 
einander zu nahe rücken, in praktischer Beziehung nicht mehr für ganz 
unabhängig gelten dürfen; man muss dann von Distanzen Gebrauch 
machen, um grössere Zeitintervalle zu bekommen. Eine andere Ausnahme 
zeigt sich, wenn % nahe gleich 90^ wird; in diesem Grenzfalle hat ja 
offenbar der Positionswinkel nur zwei von einander verschiedene Werthe, 
Qi und 180® + ^, die in der Zeit, in welcher der Nebenstern oder die 
Duplicität verschwindet, in einem grossen Sprung in einander übersehen 
(wie z. B. nahe bei a Gentauri der Fall ist). Durch diese beiden Posi- 
tionswinkel werden Qi und i gegeben; es bleiben dann aber noch fünf 
Elemente übrig, welche in dem strengen Grenzfalle nur durch ebenso 
viele Distanzen bestimmt werden können. Bei einer blossen Annäherung 
an den Grenzfall wird man wenigstens wohl daran thun, mehr als eine 
Distanz zu gebrauchen, d. h. die Distanzen nicht lediglich zur Bestim- 
mung der Dimension zu verwenden. 



*) Savary's Methode (siehe die Connaissance des temps yom Jahre 1830) unl 
Encke's Methode (siehe das Berliner Jahrbuch für 1832) sind trotz aller ihrer Ele^nz 
doch deshalb wenig zur Anwendung gekommen , weil sie vier Distanzen als gegeben 
betrachten. 
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PoppelsternmesBUDgeii sind begreiflicher Weise, trotzdem man zu 
denselben nur die stärksten Vergrösserungen und besten Hülfsmittel ver- 
wendet, dennoch wegen der ausserordentlichen Kleinheit der Beobach- 
tungsgröBsen verhältnissmässig weit beträchtlicheren Fehlern unterwor- 
fen, als die meisten anderen Messungen. Während z.B. eine beobachtete 
Rectascension oder auch Länge fast immer bis auf wenige Secunden zu 
verbürgen steht, ist bei einem engen Stempaar der Positionswinkel aus 
einem kürzeren Satz von Messungen häufig kaum auf einen ganzen Grad 
sicher; etwas ungünstiger noch verhalten sich die Distanzen, da deren 
Bestimmung durch ganz besondere Fehlerquellen, wie persönliche Unter- 
schiede der Beobachter, in höherem Grade, als die der Positionswinkel, 
beeinflusst wird. Es ergiebt sich aus dem eben Gesagten die Nothwen- 
digkeit, bei Untersuchungen von Doppelstembahnen vorwiegend Normal- 
örter zu gebi*anchen, wie sich solche auf bekannte Weise bilden lassen. 
Wir nehmen weiter unten stillschweigend an, dass das ganse Beobachtungs- 
material in die gerade hinreichende Anzahl von Normaldaten zusammen- 
gezogen sei, z. B. in sechs Positionswinkel und eine Distanz. 

Für das Ordnen des Materials der gemessenen Positionswinkel hat 
Sir John Herschel ein graphisches Verfahren in Aufnahme gebracht, 
welches überall als eine sehr nützliche Vorarbeit zu statten kommt, auch 
wenn man bei der darauf folgenden Bahnbestimmung sich einer anderen als 
der beiden Hers ch ersehen Methoden bedienen will *). Das Verfahren be- 
steht darin, dass auf einer Geraden die Zeiten als Abscissen, die Positions- 
winkel, welche dazu gehören, alsOrdinaten aufgetragen werden; zwischen 
den 80 erhaltenen Punkten wird darauf möglichst stetig eine Gurve hin- 
durcbgeführt, um so die unvermeidlichen Sprünge und Unregelmässig- 
keiten der Messung des Positionswinkels auszugleichen. 

Die Berührungslinie an einem Punkte dieser Gurve giebt dann durch 

die Tangente des von ihr mit der Abscissenaze gebildeten Winkels den 

dp 
Werth von -— oder der scheinbaren Winkelgeschwindigkeit für diesen 

Punkt der Bahn. Es wird durch dies Verfahren also auch das Verhält- 
niss der Distanzen und der Gestalt der scheinbaren Bahn bekannt. Ueber 
die Art, wie aus letzterer dann die Elemente der wahren Bahn bestimmt 
werden, muss hier auf die in der Note citii*ten Abhandlungen von Sir 
John Herschel verwiesen werden. 

Das eben erwähnte graphische Verfahren lässt oft, besonders aber bei 
solchen Systemen, wo der Nebenstem durch Jahi'e hindurch wegen grosser 
Annäherung an denHauptstem unsichtbar wird (beispielsweise bei oLeo- 
nis, 8 Cygni, y Goronae) der Willkür im Ziehen der Gurve einen be- 
trächtlichen Spielraum. Es ist daher sehr wünschenswerth, leicht prüfen 
zu können, ob die aus den Winkelgeschwindigkeiten geschlossenen rela- 



*) Herschel's erste Methode findet man in den „Memoirs of the Royal Astrono- 
mical Society", Vol. 5, die zweite in Vol. 18 desselben Werkes. 

Klinkerfnes, theoretische Astronomie. 25 
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tiven Distanzen, zu ihren Position svrinkeln um einen Punkt hemm auf- 
getragen, auch wirklich nahe in einer Ellipse oder auf einem elliptischen 
Bogen liegen. In der Praxis der Doppelstembahn-Berechnungen kommen 
Ellipsen von fast jedem möglichen Axenverhältniss mit ziemlich gleicher 
Häufigkeit vor, darunter auch solche, welche mit den meisten der flblicheii 
Eilipsographen unbequem zu zeichnen sein würden. Es mag deshalb 
hier darauf aufmerksam gemacht werden, dass der zum Copiren von 
Zeichnungen im verjüngten Maassstabe im Oebrauche befindliche Storch- 
schnabel als bequemes Hülfsmittel zum Zeichnen von Ellipsen gerade für 
unseren Zweck Anwendung finden kann. Die Figur 29 skizzirt einen 
Storchschnabel von der bekannten Form mit Querleiste. 

In Ä befindet sich der Befestigfungsstift, in D der Handstift, mit 
welchem man in dem gewöhnlichen Oebrauche die Linien der Original- 

zeichnuqg verfolgt; & ist der Copir- 
stift, welcher die Zeichnung in dem 

Verhältniss von WC : SD oder aI 
:AE vexjüngt wiedergiebt, voraus- 
gesetzt, dass auch FQ : FC in dem 
nämlichen Yerh&ltniss stehen. Wird 
der Copirstift in einem anderen Punkt 
der Querleiste befestigt, z.B. in H, so 
hört die Aehnlichkeit der Zeichnun- 
gen auf, in der Weise, dass, während 
man mit dem Händstift in D eine ge- 
rade Linie oder einen Kreis beschreibt, 
vom Copirstift in H eine Andere Gurve 
beschrieben wird. Für uns genügt es, 
den Handstift eine durch den Punkt A 
gehende gerade Linie beschreiben zu 
lassen ; die von H gezogene Curve ist 
dann eine von der grossen Axe be- 
grenzte Ellipsenhälfte. Der Mittel- 
D punkt der Ellipse liegt in A, die Rich- 

tung der grossen Axe fallt mit der durch A gehenden Geraden zusam- 
men; man überzeugt sich durch eine leichte Entwickelung, dass die halbe 
grosse Axe der «Ellipse gleich 




B 



AF -f FH oder 2BC + GH, 
die halbe kleine Axe gleich 

'GH 

wird. Man erkennt auf diese Weise leicht, ob die durch das obige gra- 
phische Verfahren abgeleiteten Winkelgeschwindigkeiten mit einer El- 
lipse sich vertragen, oder ob man daran abändern muss. Dadurch vnrd 
die erwähnte Willkür schon sehr beschränkt / sie wird es noch mehr, 
wenn man mit einem Planimeter (am besten mit dem Hansen 'scheD) 
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prüft, ob nicht bloss (was durch die^Herleitungsati; der Distanzen ver- 
bürgt wird) einige Sectoren der Ellipse, sondern überhaupt irgend 
zwei Sectoren im Verhältniss der entsprechenden Zeitintervalle stehen. 
Dass Letzteres erfüllt, würde nämlich durch jenes graphische Verfahren 
besonders in dem Falle nicht hinreichend gesichei*t erscheinen, wo in der 
Beobachtungsreihe grosse Lücken vorkommen. 

Das eben beschriebene gitiphische Verfahren verhilft nicht bloss zu 
einem Urtheil darüber, ob das Material für eine Bahnberechnung schon 
hinreichend ist (wozu , im Gegensatze zu den Planeten- oder Eometen- 
bahn-Berechnungen, ein beträchtlicher Theil der ganzen Bahn durchlaufen 
sein muss), sondern auch ausserdem, wenn die Versuche wirklich eine 
bestimmte Lösung in Aussicht stellen, zu der Kenniniss angenäherter 
Werthe von gewissen Gl'össen, die nachher auf rechnendem Wege in aller 
Schärfe zu bestimmen sind. Was uns die genannten Versuche in der 
Beziehung leisten, soll in nächster Vorlesung gezeigt werden. 



Hundertundachte Vorlesung. 

« 
Leichte Herleitting verschiedener Elemente der wahren 
Bahn aus der Projeotionsellipse oder Theilen derselben. 

Da die Bestimmung der Dimension der Bahn ganz von der der übi*i- 
gen Elemente getrennt wer.den kann, indem man nachher an die Distan- 
zen so gut als möglich anschliesst, so können wir von derselben vorläufig 
ganz absehen und uns nur mit den sechs dann noch übrig bleibenden 
Elementen der Doppelsternbahn: ß, «, jt — ß, Mq, |li, e befassen*). Wie 
sich zeigen wird, lassen sich aus den Bedingungsgleichongen für die Dar- 
stellung der Beobachtungen auf sehr einfache Art die drei Elemente Si, 
i, n — Si eliminiren, so dass dann Gleichungen, welche implicite die 
Unbekannten Mq^ (i und e enthalten, zum Vorschein kommen. Nach der 
Natur der Aufgabe sind die Gleichungen transcendent, daher nur durch 
Vei^uche aufzulösen; es ist also vor Allem wünschenswerfh, Annäherun- 
gen gerade für diese Elemente zu kennen. 

Zuweilen ist durch eine Wiederkehr zu demselben Positionswinkel 
die Umlaufszeit, demnach auch p gegeben, oder es kommen (wie bei 



*) Es mag hier die nachträgliche Bemerkung Platz finden, dass man der mittleren 
Bewegung fi das negative Vorzeichen zu geben pflegt, wenn die Positionswinkel mit 
wachsender Zeit abnehmen; man erspart sich damit eine weitere Angabe über den Sinn 
der Bewegung. 

25* 
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fl Goronae borealiB) nur zwei verBchiedene Werthe der ümlaufszeit io 
Betracht. In anderen FftUen findet sich in der Beohachtongsreihe ein 
Penhel und ein Aphel ; da diese beiden Epochen auf dem gleich zu sei* 
genden Wege erkannt werden können, bo ist auch bei solcher Gelegenheit 
II gegeben. Bei weniger umfassender Beobaohtungsreihe ist man, um eine 
Annäherung f^ fi va haben, darauf angewiesen, den in derselben enthal- 
tenen Sector der Projeotionsellipse mit der FlAche der ganaen Ellipse zu 
vergleichen. 

Zur Herleitung von Jtfö, der mittleren Anomalie einer bestimmteD 
Epoche aus der Projectionsellipse, können folgende Bemerkungen dienen. 
Offenbar sind die Projectionen dreier in gerader Linie liegender Punkte 
auf einer Ebene wiederum in gerader Linie. Da nun der Mittelpunkt 
der wahren Ellipse, die Brennpunkte und das Perihel oder Aphel alle auf 
einer Geraden liegen, so findet dasselbe auch in Beziehung auf den Mit- 
telpunkt der scheinbaren Ellipse, den Ort des Hauptstemes und den dem 
Perihel oder Aphel entsprechenden Oiie des Nebenstemes statt, d. L man 
erh&lt den Ort desPerihels und des Aphels in der scheinbaren Bahn, wenn 
man den Mittelpunkt der Projectionsellipse mit dem Orte des Hauptster- 
nes durch eine gerade Linie verbindet und diese zu beiden Seiten bis zur 
Periphene der Projectionsellipse verlängeii. Der dem Hauptstem näher 
gelegene Durchschnitt ist die Projection des Perihels, der entferntere die 
des Aphels. Die Beobachtungszeit, welche zu den Positionswinkeln der 
Durchschnitte gehört, ist die des Perihels, beziehungsweise des Aphels. 

Man kann nun gleich noch weiter bemerken, dass bei der in Bede 
stehenden Art von Projection noch ausserdem die Abschnitte einer pro- 
jicirten Geraden in demselben Yerhältniss bleiben, d. h. auf den gegen- 
wärtigen Fall angewendet, dass das Stück gerader Linie zwischen Mit- 
telpunkt und Brennpunkt der wahren Eklipse zu der halben grossen Aze 
derselben in dem nämlichen Yerhältniss steht, wie das Stück zwischen 
Mittelpunkt und Hauptstem in der Projectionsellipse zu der eben bespro- 
chenen Projection der halben grossen Axe. Die Excentricitat e der wah- 
ren Bahn ist also gleich dem Yerhältniss : 

Abstand des Hauptstems vom Mittelpunkt der Projections- 
ellipse zu dem in der Richtung dieses Abstandes genommenen 
Halbmesser der scheinbaren Ellipse. 
Durch die nämliche Betrachtungsweise kann man auch diejenigen nm 
180^ verschiedenen Positionswinkel ermitteln, welche den wahren Ano- 
malien V = — 90<> und V = -}- 90^ entsprechen; man braucht zu dem 
Zwecke nur zu ermitteln, in welcher Richtung eine Sehne der scheinbaren 
Ellipse, durch den Hauptstem gelegt, von diesem halbirt wird; die dieser 
Richtung entsprechenden Positionswinkel sind die gesuchten. 

Wenn das Material überhaupt zu einer Bahnbestimmung reif ist, so 
wird man, seltene Fälle ausgenommen , auf die eine oder andere der vor- 
stehend beschriebenen Arten zu einer angenäherten Kenntniss von Jü^, f( 
und e, mindestens von einer dieser Grössen gelangen. Nur bei Stern- 
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paaren, die fortwährend den Messungen grosse Schwierigkeiten darbieten, 
bei denen daher in keinem Theile der Bahn ein einigermaassen 2(usam- 
menhängendes Material vorliegt und sich wegen der Grösse der Intervalle 
auch die Herleitung der Winkelgeschwindigkeiten erschwert, ist man ge- 
nöthigt, Mqj ft und e selbst ganz aus dem Rohen heraus durch Rechnung 
zu finden; doch wird auch dann die Bestimmung durch bekannte Hülfs- 
mittel sehr erleichtert. » 

Obgleich die im Vorigen angestellten Betrachtungen für unsere Zwecke 
ausreichen, so mag hier doch noch gezeigt werden, wie auch S^ und t, 
überhaupt die wahre Ellipse durch ein graphisches Verfahren aus der 
scheinbaren EUipse construirt werden kann. Es ist klar, dass durch die 
Projection nur ein einziger Diameter der wahren Ellipse keine Verkür- 
zung erleidet, derjenige nämlich, welcher der Linie des Q> .parallel ist, 
welchen man aus der scheinbaren dadurch graphisch herleiten kann, dass 
man von den Punkten der letzteren auf den Diameter Perpendikel fallt 
und diese dann im Verhältniss von cosi zur Einheit vergrössert; der so 
erhaltene, auf demselben Perpendikel gelegene Punkt der wahren Ellipse 
ist offenbar dann derjenige, von welchem der Punkt der scheinbaren El- 
lipse die Projection ist. Der Winkel, welcher am Gentrum der Ellipse 
von dem Radius des so construirten Punktes mit jenem Diameter gebildet 
wird, ist demjenigen gleich, welcher von demselben centrischen Radius 
in der wahren Bahn mit der Linie des Si gebildet wird. Um aber die 
beschriebene Construction wirklich ausführen zu können, muss man die 
Knotenlinie und i zuvor kennen, wozu die vorhergehenden Betrachtun- 
gen selbst das Mittel geben. Denn aus denselben geht hervor, dass man 
durch Vergrösserung des Perpendikels für den einen Endpunkt der con- 
jngirten Axe 2 a einen Endpunkt der grossen Axe 2 a erhalten muss, 
ebenso durch Vergrösserung des Perpendikels für einen Endpunkt der 
coigugirten Axe 2/3 einen Endpunkt der kleinen Axe 2b. Nennen wir 
demnach Ä den Positionswinkel zur Zeit des Perihels , der der Axe 2 a 
zukommt, ferner B denjenigen der conjugirten Axe 2/3, so haben wir 

1) . . . a^ cos(Ä — Siy + cc^ 8in(Ä — Siy seci^ = a^ 

2) . . . ß^cos(B — Siy + /32 sin(B — Siy seci^ = 6». 

Nun ist aber a' -|- h^ das Quadrat der Sehne, welche in der wah- 
ren Ellipse die Endpunkte von grosser und kleiner Axe verbindet. Die 
vorhergehenden Betrachtungen liefern für dieses Quadrat aber noch den 
Ausdruck 

{« cosiÄ — fö) — /3 c68(B — ß)}2 + secP {a sin(A — ß) 

— ß 8in(B — ß)}«, 

welcher in Verbindung mit obigen Gleichungen die bemerkenswerthe 
Relation 

3) co8(A — fö) C08(B — ß) 4- &eci^ 8in(Ä — Si>) sin{B — Si) = 
ergiebt. 
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Dividirt man die Oleichang 1) in 2) nnd substitairt fOr aeci^ seinen 
HUB 3) folgenden Werth 

secP = — eotg{Ä — iä) cotg(S — iä), 
80 erhält man 

stn (^ — ^) cos (B — Si) — cos JA Si)9fn (J— Q>) __ sin 2 (B— Si) 
cos ( A — ß) stn (B — ß) — stnU — ^)oc8 (B— fö)~ «tn 2 (il — ß)' 

Auf der linken Seite dieser Gleichung ist nun Alles bekannt, da ja 

die Werthe von — r = 1 — e^ ^= cos cp', ebenso wie die von a und ß 

der Projectionsellipse entnommen werden können. Da in dieser Glei- 
chung 2 Q> die Unbekannte ist, so würde man in Besiehung auf ß selbst 
zwischen vier Quadranten su wählen haben, wenn nicht eben noch ver- 
langt werden müsste, dass cosi^^ d« h. nach dem Vorhergehenden das 
Product 

tang(Ä — Q>) tangiSi> — B) 

positiv und kleiner als die Einheit werde. Nach Berücksichtigung die- 
ses Umstandes bleibt nur noch die Wahl zwischen zwei um 180^ verschie- 
denen Werthen von ß übrig, in Ueboreinstimmung mit der früher ge- 
machten Bemerkung, dass bei einer Doppelstem-Bahn aufsteigender und 
niedersteigender Knoten nicht von einander unterschieden werden 
können. 

Will man die Gleichung 4) durch Rechnung auflösen , so setzt 
man 

ha , 

—- = tang f, 
aß 

was immer bei reeller Lösung erlaubt; man hat dann 

1 + tangt^ _ 8in2(B -- ^) + sin2(A — ^) 

1 — tangi^ ~ sin2 (J5 — ß) — sin2(B — ß)' 
d. h. 

5) . . . sec 2 f = cotang (B — Ä) tang (B -{- Ä — 2 ß). 

Wenn man dagegen die Gleichung 4) durch Construction aaf lösen 
will, so zieht man aus dem Gentrum der Projectionsellipse zwei Gerade, 
den Positions winkeln oder Richtungen 2 B und 2 Ä entsprechend , und 
diesen parallel zwei andere Gerade, deren Abstände von jenen sich be- 
ziehungsweise wie b'a* : a^ ß^ verhalten; die den Schnittpunkt der 
letzteren und den Mittelpunkt der Projectionsellipse verbindende Gerade 
hat, wie leicht zu erkennen, die Richtung oder den Positionswinkel 2 Q>. 
Um auch die Neigung i der wahren Bahn gegen die Ebene der Pro- 
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jectionsellipee durch GonstractioD zu finden, bemerke mau, dass nach den 
obigen Entwickelungen cosi die mittlere Proportionale zwischen 

fang (Ä — Q>) und tang (ß — B\ 

wonach sich dann die fragliche Construotion ohne Weiteres ergiebt. 



Hundertundneunte Vorlesung. 

Anwendung des graphisclien Verfahrens auf die Bahn 

von o Leonis. 



Wir wollen versuchen, die folgenden beobachteten Positionswinkel 
und Distanzen des ebenso schwierigen als interessanten Doppelsternes 
o Leonis, dessen Ort am Himmel für die Epoche 1800 für unseren Zweck 
angenähert genug durch die Rectascension 9^ 20*^,9 und die Declination 
-}- 9^40' gegeben wird, an eine den verallgemeinerten KeppI er 'sehen 
Gesetzen gemftss durchlaufene Bahn anzuschliessen: 



Epoche 


Positionswinkel 


Distanz 


Beobachter 


1782,87 


1100 54' 


— 


Herschel 1. 


1804,09 


130 53 


— 


» 


1825,21 


133 56 


0",970 


W. Struve 


32,25 


163 24 


0,515 


» 


33,29 


172 48 


0,447 


» 


43,408 


280 11 


0,350 


Mädler 


56,153 


356 30 


0,333 • 


Secchi 


56,167 


359 12 


0,36 


w 


56,186 


4 10 


0,40 


n 


56,386 


357 39 


0,45 


n 


56,425 


59 


0,358 


Mädler 


57,342 


2 41 


0,35 


Secchi 


57,378 


5 45 


0,35 


j» 


58,323 


47 


— 


n 


58,367 


357 18 


— 


n 


58,370 


2 42 


— 


n 


66,300 


32 54 


0,3 


n 


67,346 


33 45 


0,57 


Engelmann. 



Die jährliche Präcession im Positionswinkel, zu berechnen nadi.der 
früher entwickelten Formel 
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nsina 



ap — i 


C08Ö 




= 


iy,34 sin tt aeed 


betrftgt für €9 Leonis 


0',22. 




Auf die Epoche oder, einen 


anderen Kunstausdruck su wählen, den 


Meridian von 1850 reducirt, werden die obigen Poritionswinkel 


1782,87 




1110 9' 


1804,09 




131 4 


25,21 




154 1 


32,25 




163 28 


33,29 




172 52 


43,408 




280 12 


56,153 




356 29 


66,167 




359 11 


56,186 




4 9 


56,386 




357 38 


56,425 




58 


57,342 




2 39 


57,378 




5 43 


58,323 




45 


58,367 




357 16 


58,370 




2 40 


66,300 




32 50 


67,346 




33 41. 



Diese Positionswinkel wurden in der nachfolgenden Zeichnung (Fig. 30) 
in der Art eingetragen, dass die Richtung von dem unteren nach dem 
oberen Knde des Blattes dem Positionswinkel 0^ entspricht ; über die den- 
selben zugehörigen Distanzen wurden, wie in Vorlesung 107 beschrieben, 
unter vorzugsweiser Berücksichtigung der Winkelgeschwindigkeiten Ver- 
suche gemacht, welche mit einem ziemlichen Grade von Sicherheit (d. h. 
ohne Ellipsen von sehr abweichender Form zuzulassen) die Projections- 
ellipse der Fig. 30 ergaben. Es war nun zunächst deren Centrnm mit 
dem Orte des Hauptstems zu verbinden, um Ä oder den Positionswinkel 
zur Zeit des wahren Perihels zu ermitteln. Es findet sich 

Ä = 2860,4. 

Aus der dazu gehörigen Distanz, welche zugleich die halbe conju- 
girte Axe a vorsteUt, macht man eine Schätzung der Geschwindigkeit der 
Aenderung des Positions winkeis in diesem Punkte der Bahn. Diese Ge- 
schwindigkeit zu 17^ angenommen, wird, da der Positionswinkel für 
1843,408 gleich 280^,2 gefunden wurde, die Epoche des wahren Perihels 
gleich auf 

1843,64 
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^fallen. Für die Exoentricität e erh&lt man die Annäherung 

e = 0,62 
auf beschriebene Weise ' aus der Zeichnung , desgleichen den Werth des 



Verhältnisses: 



Fig. 30. 




Zieht man diesem gemäss in den Abständen 0,515 und 1 beziehungs- 
weise parallel den Diametern der Bichtungen 2 B und 2 ii die in der 
Zeichnung punktirten Geraden, so hat die den Durchschnitt derselben 
mit dem Gentrum der Ellipse verbindende Grerade den Positionswinkel 
2 £2, hier gleich 321^,0« Cosi oder das geometrische Mittel swischen 
t(mg{Q> — A)\m^Umg{B — Q>) ergiebt sich gleich 0,61, d.h.« =52^^25'. 



1 
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Den AbtUnd das PerÜMb Tom Knot«o in der Ebene der wabrra Bib 
findet man eodAnn ani der Gleiehoog 

tamg(Ä — Si) = eo$i iamg{% — £2) 

oder mit Elimination von eo$ % doroh des Yorbergehende 

Es gilt bier die Ton den Plenetenbebnen ber uns bekennte Begei, dus 
% — Qi und A — Q>\n demselben Qnadrenten liegen mOaseiL DieAn- 
Wendung auf Torliegenden Fall ergiebt 

« — ß = 113«4 ♦). 

Bei der Bestimmung der balben grossen Azen in Bogenseennden mm 
man sieb nach suTerlissigen Messungen der DiBtana umsehen ; in der 
Regel wird das Resultat sich Tom Beobachter und vom Instrument in der 
Art abhängig erweisen, dass man bei feineren Rechnungen wohlthnt, 
jeden Beobachter und jedes Instrument abgesondert zu berücknchtigeii, 
welchen Theil der Rechnung man gewöhnlich suletzt vornimmt 

Unter den obigen Distanzen findet sich nur eine einaige, welche 
durch ihre Grösse und Zuverlässigkeit au einer Bestimmung von a geeig- 
net erscheint, die 1825,21 beobachtete: Q = 0",970. Sucht man nacii 
bekannter Formel 

tangu = tang(v +• jr — Si) = seci tg(p — fö) 

das Argument der Breite u au dem Poeitionswinkel p = 154 <*l', so 

findet man 

li = — 10« 33', 

die Breite selbst uach der Formel 

sin Breite ^= eini , sinu 

gleich — 8^20'; folglich ist der sugehörige Radiusvector r gleich 

0" ,970. sec Breite 
logr = 9,9914. 

Ferner ist die wahre Anomalie v = u — (n — Si) gleich 

— 123« 57' 
oder 

V = 236« 3', 

und, da r = r— ^ 

l + ecosv 

= 0,936 a, 



*) Win man die Herleitung des Werihes von i aof dtoi Wege der Constroctiai 
mit der rein constmctiiren Bestimmung von n — oö in einer ' Regel zusammenfessen, 
so kann man sagen: 

eosi ist das geometrische Mittel zwischen tg{A — öö) und tg{ß> — B) 
tgin^Si) r, „ „' n n igiA — Si) und cotgiQ> - B). 
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so wird 

a = 1",05. 

Die änssersten , in Zeit am weitesten von einander abstehenden der 
obigen Positionswinkel kann man benutzen, nicht bloss die Umlau&zeit 
zu bestimmen, sondern auch noch einmal die Epoche des wahren Perihels 
herzuleiten , für welche letztere man , soll die Bahnbestimmung als ge- 
lungen gelten, einen dem früheren nahe kommenden Werth erhalten muss. 
Zu dem Zwecke bestimmen wir die wahren Anomalien der Positionswinkel 

11 1*9' und 33015', 

welche zu den Epochen 

1782,87 und 1866,82 
gehören und finden dafür 

1840 14' und 131« 43', 

daraus femer die mittleren Anomalien: 

19407' und 5901', 
d. h. 

19407' und 41901'. 

Hiemach beträgt die Umlaufszeit 

134,3 Jahre. 

(Die vorläufigen Versuche unter Anwendung eines Planimeters hatten 
138,5 Jahre ergeben.) Die Epoche des Perihels ergiebt sich hier auf 
1844,8 fallend. 

Nehmen wir da, wo zwei verschiedene Bestimmungen vorliegen, das 
Mittel, so können wir als vorläufiges Elementensystem von o Leonis, 
welches nachher durch eine voUkommnere Methode bestimmt werden 
soll, annehmen 

Epoche des wahren Perihels T = 1844,2 

ß = 1600,5 

« — ß = 1130,4 
f = 520,4 
e = 0,62 
a = 1",0Ö 
Umlaufszeit = 136,4 Jahre. 
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Hundertundzehnte Vorlesung. 

Methode zar Bestimm nng einer Doppelstembalm aus 

seclis Positlonswlnkeln. 

Zu einer schärferen Berechnung der Elemente gelangt man durch 
Anschluss an sechs Positionswinkel, am sichersten an sechs Normalörter 
ans Positionswinkeln. Die dazu dienlichen Formeln erhalten wir durch 
folgende Betrachtung. 

Die Flächen der wahren Bahn stehen su ihren Projectionen in der 
soheiubaren Bahn überall im Verhältniss von 1 zu cosi, folglich stehen 
je zwei Dreiecksflächen der wahren Bahn zu einander in demselben Ver- 
hältniss, wie die zwei entsprechenden der scheinbaren Bahn oder wie 
ihre Projectionen. Man hat daher, wenn v, v\ v", v'" u. s. w. eine Reihe 
▼on wahren Anomalien, r, /, r", r"' u. s. w. die Badienyectoren, p, p\ p'\ 
p'" \L s. w. die zugehdrigen Positionswinkel, ^, q\ q'\ q'" u« b. w. die 
Distanzen bedeuten, 

. r/ sin(v — v') qq' stnjp — p') 

Desgleichen hat man 
. ff" sinjv ~ v") _ Q q" 8in(p — p") 

und aus der Diyision beider Gleichungen in einander 

Sit, (v' — V) sin(v'' — v'"") __ sin(p' — p) sinjp*' — p"*") 

^ • • sm(v" — V) siniv* — v'"") ~ sin(p" — p) 8fn(p' — p'"")' 

Indem wir noch nach einander v'",|>'" und v"", p"" an der Stelle 
von v^ und p" in dieser Gleichung einführen , erhalten wir die beiden 
analogen 

. 8in(v' — v) sin(v'" -- v'"'') __ sin(p' ~ p) sin {p'" — p"'") 

^ • • st»(i;'" — V) sin{v* - v"'") " stn(jp'" — p) sin(p' — p"'") 
-. sinjv' — v) 8m(v"'' •- v'"'') _ sin(p' — p) sin(p''''—p'"") 

^ • • sinK" — v) sin(v' — v''"')~ sin(p''" — p) 8in(p' -p'"") * 

Die vorhergehenden Gleichungen enthalten auf der zweiten Seite die 
gemessenen Positionswinkel oder Distanzen, auf der ersten Seite nurjwahre 
Anomalien nnd Badienyectoren, d. h. lediglich die sogenanntenTphorono- 
mischen Elemente T, U(ümlaufszeit) nnd e *), far 



*) Die Ezcentricität e kann, als in der Eeppl er' sehen Gleichung auftretend, zu 
den phoronomischen Elementen gerechnet werden. 
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bequemer die mittlere Anomalie Mq einer gewählten Epoche und die 
mittlere jährliche Bewegung ft (bei abnehmendem Positionswinkel nega* 
tiv zu nehmen) substituiren dar£ Die geometrischen, d. h. die Elemente 
der Lage der Bahn und der Dimension erscheinen eliminirt. «Halten wir' 
uns zunächst an die Gleichungen 3), 4) und 5), in denen rechterseits nur 
Positionswinkel vorkommen, so wird es sich darum handeln, die drei Un- 
bekannten Jtfo, ft und e so zu bestimmen, dass jenen drei Gleichungen, 
mindestens sehr nahe, genügt wird. Folgende Auflösangsweise bat schon 
bei mancher Gelegenheit gute Dienste geleistet. Man macht in Beziehung 
auf M^ und [i eine combinirte Hypothese (mit Benutzung der Annähe- 
rungen, welche man durch das graphische Verfahren , überhaupt durch 
vorläufige Bestimmungen erhalten hat), ermittelt dann durch Versuche 
deigenigen Werth von 6, durch welchen einer der Gleichungen, beispiels- 
weise der Gleichung 3), Genüge geleistet wird, und berechnet die bei 4) 
und 5) in Beziehung auf den gegebenen Werth der zweiten Seite übrig 
bleibenden Fehler. Dieselbe Rechnung führt man für zwei andere com- 
binirte Hypothesen von Mq und ft durch, und schliesst dann auf die be- 
kannte Art, die wir bei früheren Gelegenheiten hinreichend erörtert haben, 
auf die wahren Werthe von Mq, fi und mittelbar auf e. 

Durch die in Abtheilung I. gegebenen Hülfsmittel ist die Bestim- 
mung der wahren Anomalien, welche einer gewissen Hypothese entsprechen, 
selbst füi* grosse Excentricitäten , nicht allzu mühselig. Bei dieser Ge- 
legenheit mag jedoch noch kurz eines andern Hülfsmittels zur Auflösung 
der Keppler^schen Gleichung Erwähnung geschehen. Dasselbe beruht 
auf einer Eigenschi^t der Cycloide , welche sich auf folgende Weise aus- 
sprechen lässt: 

Wenn man einen Kreis vom Radius 1 auf einer Geraden rollen lässt, 
so dass ein vom Centrum um die Grösse e abstehender Punkt eine ver- 
kürzte Cycloide beschreibt, so ist bei passender Wahl des Anfangspunktes 
der Coordinaten die Abscisse des bewegten Punktes die mittlere Ano- 
malie, die Ordinate desselben der Radiusvector, während die Abscisse des 
eine Gerade beschreibenden Centrums die excentrische Anomalie vor- 
stellt, dabei die Excentricität gleich e und die halbe grosse Axe gleich 1 
gesetzt. Die rechtwinkeligen Coordinaten sind so zu wählen, dass füi* 
rc = 0, y=l — e wird. 

Dieser Bemerkung zufolge, von deren Richtigkeit man sich leicht 
überzeugen kann, wird, sobald man die Cycloide für die Excentricität e 
construirt und die von dem Centrum des Kreises beschriebene Gerade 
gezogen hat, die excentrische Anomalie für eine gegebene mittlere Ano- 
malie dadurch gefunden, dass man aus dem Punkte der Cycloide, welcher 
die mittlere Anomalie zur Abscisse hat, als dem Centnun, mit dem Halb- 
messer e einen Kreis beschreibt; der Durchschnittspunkt des letzteren mit 
jener Geraden wird die excentrische Anomalie zur Abscisse haben. 

Insofern bei dieser Construction der excentrischen Anomalie ein gan- 
zes System von Cycloiden, etwa für die vollen Zehntel der Excentricität^, 
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geseichnet werden musB, zwischen denen man nach dem Augenmaass 
interpolirt, steht dieses Hfllfsmittel gegen die in Abtheilong L gezeigte 
Sinoscnrve etwas ear&ck. Es hat dagegen vor jenem den nicht zo unter- 
schätzenden Voraog, dass keine andere Operation als das Messen mit dem 
Oirkel rorkommt nnd dass die Ordinate zugleich den Werth dos Diffe- 
rentialquotienten 

dM 

dE 
darstellt, durch welchen man weitere Näherungen auf bekannte Weise 
mit grösster Leichtigkeit erhalten kann. 

Wir wollen hier auch noch kurz eine der merkwürdigeren Umfor- 
mungen erwähnen, welche die Gleichungen 1) bis 5) zulassen, wenn wir 
auch kaum Veranlassung nehmen dürfen, davon bei der praktischen Rech- 
nung Gebrauch zu machen. Es ist nämlich: 

Vr? fitn V»(v — vO = « Vi ^^ m V«(£ — E') 

Vr? easy^iv — t/) = a [cos^tiE— E') -- e eos^^iE ■\- Bf)], 

daher 

rff 9in{v — v') = a>Vl _ e« {fiin(E — E") — esinE— e sin E'\ 

= a«yi _ e*[sm(E—E') — (E-^M+E'—M')]. 

1) bis 5) kann man demnach in folgender Form schreiben: 

sin (E—E') -- (E—M+E' — M') _ qq' sin (p —p') 
®^ sin {E* — -B'"") — (£' — 37' + E'"" — If '"") ~ q' q"'" sin {p' — p"") 
^, sin{E— E") — (E— Jtf + E"—M'') _ QQ"8in(p—p") 

sin(E' '-E)" iE' -^M'-{- E— M) 

^ • • • 8fn(js;" — JB)~(J5r' — jif' + js;— jf)^ 

sin{E"—l!'''')^(Er' — Jir'+ Ef''"'-'M"''')sin(p'--p)sin(p"'— p^ 
sin{E' — E"'"') ^(Er—M' + 1?"" — üf' "") ~ sin {p"^p)sin (p'—p""') 

U. 8. W. 

Man erspart hier zwar die Berechnung der wahren Anoipalien; da- 
gegen haben die Formeln an Uebersichtlichkeit soviel verloren, dass man 
wohl den ursprünglichen bei der Rechnung den Vorzug geben wird; doch 
giebt es einzelne Fälle, wo die Gleichungen 6) bis 8) mit Nutzen in An- 
wendung gebracht werden können. Der Gebrauch einer Tafel der 
Function 

sinx — X ' 

wird übrigens auch für die Form 6) bis 8) eine grössere Bequemlichkeit 
herbeiführen; in welcher Weise ist leicht za erkennen. 

Hat man Mq , fi und e so bestimmt , dass den Grundgleichungen 
nahezu Genüge geschieht, so werden Si, i und n — Si leicht auf fol- 
gende Ai*t gefunden. Man dividire in einander die bekannten. Gleichungen 
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itang (p — Si) = cosi tcmg (v -J- ar — Si) 

I. . . . itang (p' — ß) = cosi lang (v' -\- n — ß) 

[tang (jp" — ß) =• cosi fang (v"+ n — ß) 

wodurch man nach leichter Transformation erhält : 

sin(p' —1?) 8in(v' + v-]'2[X'^^]) = sin(v'-^v)sin(p' +p — 2ß) 

II. sin(^'*--p)sin(v''+v + 2[n—Si])==sin(v''-^v)sin(p''+p--2Si) 

Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit 

sin (p" — p) sin (p" — p') sin (y' — v), 

die zweite mit 

— sin (p' — p) sin (p" — p') sin (v" — v)» 

die dritte mit 

sin (p' — p) «w (p" — p) s«n (v" — v% 

und addirti so findet man 

m. . . • tang2Si = 

s«<p'+p) . , , v« «f<p"+p) . , // V« . sin(p"-\'p^ . , ,- ,.^ 
stn(p — p) stn(p — ^p) sfw(p' — p') 



Üie Suhstitution des aus III. berechneten Werthes von Si in eine 
der Gleichungen II. liefert den Werth von x — Si, und endlich geben 
beide Werthe, in I. substituirt, cos i. Die Yierdeutigkeit in der Bestim- 
mung von Si wird durch den Umstand, dass cosi reell, positiv und 
kleiner als die Einheit sich ergeben muss, auf die bekannte Zweideutig- 
keit beschränkt, nach welcher aufsteigender und niedersteigender Knoten 
nicht von einander unterschieden werden können. 

Ehe wir nach diesen Formeln das oben gewählte Beispiel beendigen, 
wollen wir aach noch diejenigen Grundformeln entwickeln, welche zu 
einer ebenso unmittelbaren Anwendung sich eignen, wenn mehr als zwei 
Distanzen gegeben sind. 
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Hundertundelfte Vorlesung. 

Orandformeln fOr Bereolinimg einer Doppelstembahn, 
wenn ausser vier Posltlonswinkeln nooh wenigstens drei 

Distanzen gegeben sind. 

Die Methode der Bestimmang aus seehs PositioDswinkeln wird no- 
branohbar, wenn i = 90® wird, weil dann jeder Positionswinkel« von den 
Beobachtangsfehlem natürlich abgesehen, gleich Si> oder gleich 180^-1- (fö 
sein moss. Es versagen die Formeln 3) bis 5) vollständig ihren Dienst 
Je näher i der genannten Grenze kommt, desto mehr wird man genöthigt 
sein, auch schon bei der Bestimmung von M^ [i^ e Distansen zu Hülfe za 
ziehen. Die folgende Methode ist sowohl für die Combioation: 

Vier Positionswinkel and drei Distansen 
als auch für 

Drei Positionswinkel und vier Distanzen 

von grosser Bequemlichkeit; denn sie gewährt die besondere Annehmlich- 
keit, dass die Versuche zur Auflösung der Orundgleichungen in aller 
Strenge sich nur auf zwei Unbekannte, statt wie oben auf itf, §i und e 
zu erstrecken haben. 

Denken wir uns in der Ebene der Projectionsellipse durch den Haupt- 
stern als Nullpunkt ein schiefwinkeliges Coordinatensystem gelegt, dessen 
X'Axe mit der Projection der grossen Axe 2 a zusammenfällt, während 
die Y-Axe der Projection der kleinen Axe 2 h parallel sein soll; es seien 
auch wieder Ä und B beziehungsweise die Positionswinkel der Richtun- 
gen dieser Axen, von denen wir schon in Vorlesung 109 Gebrauch ge- 
macht haben. 

Stellt c den vorläufig allerdings unbekannten Cosinus der Projec- 
tionswinkel für h und die mit ihm parallelen Sehnen der wahren Bahn 
vor, so haben wir die y sämmtlich unter der Form 

csinE, 

wa wieder E die excentrische Anomalie bedeutet. Femer ist aber auch 

y_ sin(p — Ä) 

Q ~ sin (B — Ä)' 

und wir haben daher aus drei Positionswinkeln p, p\ j/' und den zuge- 
hörigen Distanzen p, q\ q" die Gleichungen 

csinE = Q co8ec(B — Ä) sm(p — Ä) 

(A) ... csinJEf = q' cosec{B — Ä) sin(j^' — A) 

c sin J?' = q" cosec (B — A) sin (p" — A) 
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und durch deren Division in einander 

(sinlf q' sin(p' — Ä) 

I ■ ^^^ ~~- • ' III. 

,j,. lainE q ain(p — A) 

\sinl!' q" m(p" — A) 
sinE Q 8in(p — Ä) 

Bedeuten f, t\ if\ i!** die Beobachtungszeiten, so besteht zwischen E^ 
ü! und jE" die Bedingungsgleichung 

Ef — E— e (sinE! — sin E) _ j — t 
^^> • • • E' — Ef — e (sinE" — sinET) "" <" — i/ ' 

Ausserdem fanden wir in Vorlesung 110 

, . sin(E' — E) — e {sinEf — sinE) g 8in(p' — p) 

^^' ' sin {E' — E) — e (sin JS" — sin E) ~ q" sin (/'— p') ' 

Aus Gleichung (C) ergiebt sich: 

,E^ ^ (f ^t^(E'-E)- (V - (E^^ ~ E) 

^ ^ .^ (*" — t') (sin ET — sin E) — (f — (sinE" — sinE)' 

ans (D) folgt 

.„. _ q'' sin (p" — pQ sin (E! — E) — q sin (p* — p) sin (ET' — Ef) 
^ ^ ^~ Q''sin(p''—p')(sinE'-sinE) — Qsin(p'—p)(sinE"'-sinE') 

Es empfiehlt sich nun folgende indirecte Bestimmungsweise. Man 
macht in Betreff der beiden Unbekannten A und E eine Hypothese und 
berechnet mittelst der Gleichungen (B) die ezcentrischen Anomalien Ef 
und E". Man hat sodann für die Richtigkeit der beiden Werthe von A 
und j^ die beiden Bedingungen, dass die Werthe von e aus (E) und (F) 
übereinstimmen müssen, und ausserdem, wenn ein vierter Positionswin- 
kel p'" gegeben ist, nach Vorlesung 109 die Gleichung 

^ sin (v' — v) sin (v"' — v*^) sin (p* — p) sin (p'" — p**) 

'^ ' ' 8in(v'' — V) sin(v''' — v') ~ sm(p" — p) sin(p"' — p*)' 

Sollte sich zeigen, dass die Positionswinkel sich sehr nahe nur zwi« 
sehen zwei um 180® vei*schiedenen Werthen bewegen, oder durch 
»ne sehr rasche Winkelveränderung von dem einen zum andern über- 
stehen, so würde n;ian vorziehen , eine vierte Distanz darzustellen , da der 
Positionswinkel dann für die Bestimmung kein Gewicht hat. 

Man könnte diese Prüfung durch Vergleichung des aas E, Ef , Ef* 
ibzuleitenden Werthes der Distanz q"' mit dem beobachteten in der Weise 
lusf Uhren, dass man nach den Formeln I.) bis III.) der 110. Vorlesung 
\Vis V, v\ v", p, p', p" die Elemente ß, ä — Q) und i bestimmte, wo- 
nach man dann unier Anwendung von Grundgleichungen aus Abtheilung L 
laben wird: 

Q C08{(p — ß) = r cos(v + Ä — ß) 

Q 8in((p — ß) = r cosi 8in(v + « — ß). 

Klinkerfoe«, tfieoretische Astrononiie. 20 
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Um jedoch nicht bei jedem Versache bis zu der Bestimmung der 
Elemente ^, 9t — Si> und t zurückgehen zu müssen, kann man auch so 
verfahren, dass man zuerst p''' der Bedingung (G) genügend bestimmt 
Setzt man zur Abkürzung 

^^ ~ sin (v" — v') ' siji (v'" — v) ' sin{p — p") ' 

80 wird die Gleichung 

tang Va (p' + P — 2 p'") = fang (45o + g) iang V2 (P — p') 

einen solchen Werth von p"' liefern, und dieser Werth wird immer alle zq 
erlangende Schärfe besitzen, gerade um so sicherer, je mehr die Glei- 
chung (G) zur Besiimmung der Elemente unbrauchbar werden würda 
Fügt man nun noch den Gleichungen (B) die folgende hinzu: 

sin IS" p'" sin (p'" — Ä) 
sin E Q sin (p — A) ^ 

so l&sst sich, nachdem man E"' auf gewöhnliche Art berechnet hat, so- 
gleich p'" ohne Kenntniss von Si, Jt — Si und i ermitteln. 

Für beide oben erwähnte Gombinationen *) hat man, wenn die über 
Ä und E gemachte Hypothese nicht beiden Prüfungen genügt, eine zweite 
und dritte Hypothese durchzurechnen und dann auf von früher her sckn 
bekannte Weise die wahren Werthe zu interpoliren. 



Hundertundzwölfte Vorlesung. 

Reclinungsbeispiel für die Methode der Vorlesung: llO. 

Wir wollen jetzt die Vorschriften der Vorlesung 110 auf folgende 
sechs Positionswinkel von o Leonis, in denen so ziemlich das ganze \k 
jetzt vorhandene Beobachtungsmaterial der Positionswinkel vertreten i^; 
zur Anwendung bringen. 



1782,87- 


p — 1110 9' 


1804,09 


p' — 131 3 


32,23 


p" — 166 58 


43,41 


1?'" =r 280 20 . 


50,28 


j)"" — 344 25 


66,03 


p'""— 25 33. 



*) Auf beide lässt sich auch die in Nr. 990 der Astronom. Nachrichten gegeben^ 
Methode mit gutem Erfolg anwenden. 
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Es werden: 

sin (p' — p) sin (p" ■- p"''*) 

sin (p" — p) sin {p* — p*"") 

8in(p' —p) sinjp'" —p""') 

sin (/" — p) sin (/ — p"'") 

sin (p' — p) sin (^"" — p''"') 



= 0,2663 



= — 1,8162 



== 0,2899. 



sin{p"" — v) sin{p' — p'"") 

Zur Abkürzung für das Folgende schreiben wir die aufzulösenden 
Grün dgleichun gen 3), 4) und 5) in der Form: 

a = 0,2663 

ß = — 1,8162 

y = 0,2899. 
Das Aufsuchen der Werthe von ilfo , |Lt und e oder der Zeit des Pe- 
rihels, der Umlaufszeit und der Excentricität der wahren Bahn, welche 
jene Gleichungen befriedigen, können wir uns, wenn wir von den durch 
das graphische Verfahren erhaltenen Annäherungen ausgehen, die Be- 
stimmung der drei Ui^bekannten wesentlich erleichtern. In d^ Regel 
werden wir nämlich in solchem Falle, wo das Resultat eines graphischen 
Verfahrens zu verbessern ist, schon mit vier Hypothesen zum Ziele kom- 
men. In der ersten Hypothese legen wir die erhaltenen Annäherun- 
gen, im gegenwärtigen Falle beispielsweise die Werthe *) 

T = 1843,8 

V = 142,0 Jahr 

e z= 0,62 

zu Grunde, um zu prüfen, welche Unterschiede in Darstellung von cc, ß, 
y übrig bleiben. In der zweiten Hypothese werden die mittleren Ano* 
malien sämmtlich um eine gewisse Grösse, hier beispielsweise um 1® ver- 
mehrtf und die erwähnte Prüfung* vorgenommen; in der dritten Hypo- 
these wird versucht, welchen Effect es hervorbringt, wenn bloss die Um- 
laufszeit oder |Li geändert wird, beispielsweise hier die mittleren Anoma- 
lien mit 1,01 multiplicirt werden; in der vierten Hypothese endlich ist 
lediglich mit e eine Aenderung vorgenommen, im gegenwärtigen Falle 
durch Vermehrung des obigen Werthes auf 0,63. Dividirt man mit der 
Aenderung von M in der zweiten gegen die erste Hypothese in die ent- 
sprechenden Aenderungen von a, ß und y^ so sind die Quotienten sehr 
angenähert als die partiellen Differentialquotienten 

da dß dy 

'dM' Tm' Im 

zu betrachten. Die Vergleichung der di-itten Hypothese mit der ersten 
liefert ebenso die Differentialquotienten: 



*) Es sind hier zu grösserer Sicherheit nicht die Resultate aus einer ersten An- 
wendung des graphischen Verfahrens, sondern aus dessen Wiederholung zum Aus- 
gangspunkt gemacht. 

26* 
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da dß dy 

^^^^ ^^^^ ^a^i^ * 

d^L^ dii^ dii* 
aos der Gombination der vierten mit der ersten Hypothese ergeben sicli 



da 



dß 
d7' 



dy 
Je 



Bezeichnet man die Werthe von Oj ß^ y der ersten Hypothese mit 
^1 ^0« Yoi 80 darf nach dem Taylor^schen Lehrsatz gesetzt werden: 



(A) 



dcc du ^ da 



in welchen Gleichungen ziilf, ^ft, zie die gesuchten Verbesserangen yoo 
3f, ft ifhd e bedeuten. * 

Was nun aber das Durchrechnen der einzelnen Hypothesen anlangt, 
so merken wir hier die Gelegenheit zu den bedeutendsten Abkürzun- 
gen und Erleichterungen. Die excentrischen Anomalien der zweiten 
Hypothese erhält man nämlich aus denen der ersten £7, E\ JEf\ ^^'u.s-w., 
indem man die an M angebrachte Aenderung beziehungsweise mit 



l — ecosE' l—ecosÜ' l—ecosEf'' \ — ecosH** 



a. B. w. 



multiplicirt. Die excentrischen Anomalien der dritten Hypothese werdet 
erhalten, indem man dieselben Factoren mit dem entsprechenden Incre- 
ment der mittleren Anomalie multiplicirt und das Product zu E^ JBf^ H\ 
H^ addirt. Da der Differentialquotient von JE nach e gleich 

sin E 



1 — e co$ E 



ist, so hat man die in der vierten Hypothese vorgenommene Aende- 
rung von e der Reihe nach mit 



sin E 



sin E' 



sin ET' 



sin ET" 



1 — ecosE' 1 — ecosEf' 1 — ecosE'' 1 — ecosEf" 



11. 8. W. 



ZU multipliciren , um die entsprechenden Aenderungen der excentrischen 
Anomalien zu haben. 

Unter Anwendung der eben angegebenen ungemein grossen Erleich- 
terungen wurden die folgenden Rechnungen geführt. Die sechs mittle- 
ren Anomalien der Hypothese I. findet man: 
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— 


154< 


>28' 




— 


100 


40 






29 


20 









59 


1 


+ 


16 


26 




+ 


56 


22, 



405 



woraus die excentrischen Anomalien der vier Hypothesen, wie folgt, her- 
vorgehen : 

Hyp. I. Hyp. H. Hyp. III. Hyp. IV. 

{M für 1843,8 = 00, (M für 1843,8 = 1», (M für 1843,8 = 0», (M für 1843,8 = 00, 

Umlauf8zt.= 142J., Uinlaufszt. = 142J., ümlfszt.= 140,58 J., Umlauf8zt. = 142J., 

e = 0,62.) c = 0,62.) e = 0,62.) e = 0,63.) 

— 164»10' ^ 163^32' — 1650 8' — 164« 16' 

— 128 29 — 127 45 — 129 12 —128 48 
«. 60 9 _ 58 41 — 60 35 — 60 52 

— 2 35 +03 — 2 37 — 2 39 
+ 38 36 ^ + 40 31 + 38 55 + 39 18 
+ 91 25 ' + 92 51 + 92 25 + 92 26 

Nach der Formel 



tang V2 '«^ = 1/ j-^ — i(^'^9 V2 ^ 



sind dann weiter die wahren Anomalien v , v\ v" , v'" u. s. w. d|» vier 
Hypothesen berechnet worden. Die folgende Zusammenstellung enthält 
diese Werthe sowie die von cc, ß, y in den vier Hypothesen: 





I. 


IL 


III. 


IV. - 




— 1720 17' 


— 171^59' 


— 172046' 


— 1720 28' 




— 153 41 


— 153 17 


— 154 6 


— 154 17 




— 100 11 


— 98 30 


— 100 41 


— 101 55 




— 5 20 


+ 06 


— 5 24 


— 5 34 




+ 71 44 


+ 74 37 


+ 72 13 


+ 73 42 




+ 129 46 


+ 130 31 


+ 130 12 


+ 130 66 


a\ 


= 0,2638 


0,2599 


0,2693 ' 


0,2793 


ß 


— — 1,0252 . 


' — 1,8249 


1,0208 


— 0,9824 


y 


— 0,3095 


0,2979 


0,2995 


0,2972 




Durch Vergleichung der Hypotb( 


Bsen erhält man : 


» 
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du du da 

—-- = ^ 0,0039; ^- = 0,0055; ^- = 0,0095; 

dM d(i de 

dB dß dß 

-7^= — 0,7997; -r^ = 0,0044; -^ = 0,0428; 
dM ^ dfi de 

^ = — 0,0116; ^ = — 0,0100; 1^ = — 0,0123; 
dM d(i de 

wobei -der Kürze halber die Incremente von M, f» und e, nämlich 1^ 
0^,0254 und 0,01 beziehungsweise als Einheiten fär die betreffenden 
Correctionen gewählt sind. Die Bedingungsgleichungen (A) werden somit: 

— 0,0039 JM + 0,0055 ^ ^ + 0,0095 ^c = 0,0025 

— 0J997^3f + 0,0044 ^fA + 0,0428 -:i€ = — 0,7910 

— OfilUJM — 0,0100 z/^ — 0,0123 z/e = — 0,0196. 

Die Auflösung derselben ergiebt: 

dM= 10,033, z/fi = — 0,29 X 0,0254, Je = 0,86 X 0,01 

oder 

T = 1843,391 

U = 142,413 Jahr 

e = 0,6286. 

Mit diesen verbesserten Werthen ergeben sich die wahren Ano- 
malien 

V =—171047' 

v' = — 153 21 

v" = — 99 48 

v'" = + 17 

v"" = -f 76 16 

und 

a — 0,2674, ß — — 1,7804, y = 0,2886. 

Die hier sich zeigenden üngenauigkeiten der Darstellung entspre- 
chen so geringen Differenzen im Positionswinkel, dass sie sich durchaus 
der praktischen Wahrnehmung entziehen. Drei von den sechs Normal- 
örtern, z. B. den ersten, vierten und sechsten, können wir scharf darstel- 
len, wenn wir die Formeln I. bis III. der Vorlesung 110 darauf zur An- 
wendung bringen. Diese Bechnung ergiebt: 

ß = 161058' 
Ä — ß = 107 9 
i = 54 25. 

Im Mittel geben diese Elemente die sechs Positionswinkel am 15' 
zu klein; wir fügen deshalb zur besseren Darstellung diese 15' zu Si 
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hinzu und haben dann folgende unterschiede zwischen Rechnung und 
Beobachtung : 





Rechn. — Beob. 


1782,87 


+ 15' 


1804,09 


— 4 


1832,23 


— 27 


1843,41 


^+ 15 


1850,28 


— 12 


1866,03 


+ 15' 



Was die Kritik dieser Abweichungen betriflPt, so sei hier nur be- 
merkt, dasB die Distanz für 1832,23 nur 0",5 beträgt und dass die 
grösste obiger Differenzen, wenn man sie hiernach auf den grössten Kreis 
reducirt, einem Beobachtungsfehler von nur 0",004 entspricht. 

Der Vollständigkeit halber bestimmen wir auch noch die halbe grosse 
Axe der wahren Bahn aus der beobachteten Distanz von 1825,21. Setz- 
ten wir a = 1, so würde nach den Formeln 

V7sin Va V = Va (1 + e) . sin V2 E 
Vrcos V2 V = Va (l — e) . cos V2 -E 

für jene Epoche i; = — J1220 6', Zo^r = 9,97908, und nach den 
Formeln 

Qcosp = rcos(v '\- 7t — ß) 
Q sinp = r cos i tg(v ■\' n — Si) 

1er Positionswinkel = 153^21', logg aber gleich 9,94843 sich ergeben, 
nrährend letzterer nach der Beobachtung gleich 9,98677 ist. Die Diffe- 
'BBZ beider Logarithmen, d. h. 

0,03834 

Bt gleich loga. 

Stellen wir noch einmal sämmtliche Elemente von o Leonis zu- 
ammen : 

. T = 1843,391 

ü= 142,414 Jahr 

(ß= 1620 13' 

n —Q>= 1070 9' 

i = 54025' 

e = 0,6286 

a = 1",092. 
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Hundertunddreizehnte Vorlesung. 

Einige Anwendungen der ^Doppelstembahn-Methoden auf 

andere Theile der Fizsternastronomie. Bereolmang der 

hypothetiBolien Parallaxe. Massenbestlmmnngen. 

Zu den interessantesten Resultaten, welche durch Berechnung der 
Elemente einer Doppelstemhahn erlangt werden können, gehört die Auf- 
stellung der Relation awischen der Masse des Sternpaares und seiner Pa- 
rallaxe. Wie schon in Vorlesung Hundertundsechs erwähnt wurde, geht 
der uns geläufige Ausdruck für eine mittlere jährliche Bewegung unseres 
Sonnensystems : 

365,26^1/1 + w' 
'^^ ? 



% 



hei einem Doppelsystem üher in 

_ 365,26 JfcVw + m' 

wenn in letzterer Gleichung m und m' die Massen heider Sterne, die 

Masse der Sonne als Einheit genommen, 77 die Parallaxe des Sternpaares 

und a die halbe grosse Axe in Secunden ausgedrückt vorstellt. Die 

Grösse 

a cosec Tl 

ist dabei offenbar nichts Anderes als die halbe grosse Axe der wirklichen 
Bahn, wenn die der Erdbahn als Einheit genommen wird. Unter Ver- 
nachlässigung der Masse der Erde, welche bei diesen Vergleichungen gar 
nicht in Betracht kommt, wird 

365,26 k = 360« = 2 ä == 1 Umlauf; 

da der Umlauf, dividirt durch fe, gleich der Umlaufezeit 17, so haben wir 

a% cosec 77 % = U. Vw + m', 

oder wegen der Kleinheit von rT, welche erlaubt, den Sinus mit dem 
Bogen zu identificiren, 

^ = ü% (wi + m')\ 

a 
Man nennt die Grösse tttti d. h. den Werth, welcher für 77 als 

Werth der Parallaxe in Bogensecunden erhalten wird, wenn a, wie oben, 
in Bogensecunden ausgedrückt wird, und die Masse m -f~ '^^ des Stern- 
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paares der Sonnenmasde oder richtiger der Masse der Sonne und Erde gleich 
angenommen wird, die hypothetische Parallaxe des Doppelsternes. 

Die Folgen der Willkür einer solchen Annahme werden dadurch 
gemildert, dass nach der eben angeführten Gleichung aus m '\- m' die 
Cubikwurzel zu ziehen wäre. Ausserdem haben die allerdings bis jetzt 
nicht zahlreichen Erfahrungen durch wirklich ausgeführte Parallaxen- 
messipigen wahrscheinlich gemacht, dass unter den Fixsternen sehr grosse 
yei*8chiedenheiten der Masse selten sind und selbst in solchen Fällen sich 
nicht bestätigen, wo man nach den ausserordentlich grossen Verochieden- 
heiten der Helligkeit solche erwarten sollte. 

Berechnen wir, um ein Beispiel der Anwendung der obigen Glei- 
chung zu geben, die hypothetische Parallaxe von m Leonis, wie sie den 
gefundenen Elementen entspncht, so erhalten wir 

n=-JL. = i;^ = o",040. 

Z7% 27,271 ' 

Es entspricht diese Parallaxe einer Entfernung von 

5,156000 

Halbmessern der Erdbahn oder etwas über 100 Billionen Meilen, welche 
das Licht in 80 Jahren durchläuft. 

Es ist klar, dass wenn , wie bis jetzt in einigen wenigen Fällen bei 
Doppelstemen geschehen, die Parallaxe gemessen worden ist, durch obige 
Relation die Masse' des Sternpaares gefunden wird. Die Bestimmung der 
einzelnen Massen m und wl selbst wird möglich, wenn man den Schwer- 
punkt des Systems bestimmen kann, weil bekanntlich die Abstände der 
Componenten vom Schwerpunkt des Systems den Massen umgekehrt pro- 
portional sind. 

Die Kenntniss des Schwerpunkts wird erhalten durch eine sehr ge- 
naue Untersuchung der sogenannten Eigenbewegung des Stern paars. 
Unter Eigenbewegung eines Fixsternes versteht man die Winkelgrösse, 
um welche dei'selbe, abgesehen von der Präcession, Nutation und Aberra- 
tion, am Himmel seinen Ort, also seine Rectascension und Declination än- 
dert. Diese kleine, aber mit der Zeit sehr merklich hervortretende Orts- 
veränderung ist die Folge der Bewegung der Fixsterne und unseres Son- 
nensystems im Räume, einer Bewegung, welche bei den verschiedenen 
Fixsternen von sehr verschiedener Grösse und wegen der grossen Räume, 
durch welche die Fixsterne von einander getrennt sind, eine nicht merk- 
lich beschleunigte, d. h. eine geradlinige mit constanter Geschwindigkeit 
ist. Wir haben früher gesehen, dass ^i^ Richtung der Verbindungs- 
linien der Theilpunkte zweier Geraden im Räume, wenn die Theile beider 
sämmtlich in demselben Verhältniss stehen, in einen grössten Kreis der 
Sphäre fallen; da ausserdem die Entfernung des Fixsterns von unserer 
Sonne immer nur verhältnissmässig ausserordentliche kleine Aenderungen 
erfährt, so ergiebt sich, dass die Eigenbewegungen in einem grössten 
Kreise erfolgen und der Zeit proportional angesehen werden können. Für 
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Sterne, die dem Pole nicht allsa nahe stehen, erlaubt man sichi wohl 
auf lange Zeit hinaus, die Aenderung der Rectascennon wie die der De- 
cHnstion durch Eigenbewegung ala oonstant zu behandeln. 

In jedem System haben wir es nach* dem Vorhergehenden mit 
sweierlei Bewegungen zu thun, mit einer solchen, welche der Zeit propor- 
tional in einem grössten Kreise, d. h. perspectivisoh in gerader Linie vor 
sich geht und den beiden oder sogar allen Componenten mit dem Schwer- 
punkte gemeinsam ist, und einer periodischen oder Umlaufsbewegung, 
welche die Sterne eines Systems in verschiedenem Sinne und verschiede- 
ner Grösse beeinflusst. Die Untersuchung der Eigenbewegung optisch 
nahe stehender Sterne bildet daher ein Mittel zur Prüfung, ob dieselben 
zu einem engeren System gehören oder nicht, speciell ob man einen bloss 
optischen oder einen physischen Doppelstern vor sich hat. 

Es folgt noch aus den eben angestellten Betrachtungen, dass es zur 
Aufsuchung des Schwerpunktes eines Binärsystems genügt, den schein- 
baren Radiusvector so zu theilen, dass der Theilpunkt in einem grössten 
Kreise, d. h. perspectivisch geradlinig mit constanter^ Geschwindigkeit 
vorrückt. 

Es seien a, ce', cl* die Rectascensionen des Hauptstems, d, Si\ ö'* 
die Declinationen, f, t\ t" die zugehörigen Zeiten, p, p\ p", (), p', 9" die 
entsprechenden Positionswinkel und Distanzen des Begleiters, wobei die 
WinkelgTössen auf ein bestimmtes mittleres Aequinoctium reducirt sein 
müssen. Ferner sei 

^ a = Q sinp sec 5; 

jJa' = q' sinp' secd'; 

z/ a " = q" sin p" sec d" ; 



so sind: 



dS = Q co$p\ 
J S* = Q* cosp'; 



A) 



« -|- 



«' + 



a" + 



m' 



m -\- m 

fw 4- w' 



j^a; 



Ja': 



m 



m + w 



-,Ja"; 



s + 



d" + 



m 



Ml -)- w 



-,^S; 



m 



iw + m 



-,JS'; 



IM' 



I» -f- m' 



-,JS" 



die Rectascensionen und die Declinationen der Projection des Schwer- 
punktes, während m die Masse des Hauptsterns vorstellt. Die bekannte 
BedingUDgsgleichung dafür, dass drei Punkte der Sphäre in einem gröss- 
ten Kreise Hegen, auf die Oerter des Schwerpunktes angewandt, giebfc hier 



B) tg(5 + 



m 



Ja) sin(a" - a' +— ^^(^/a"-z/a'A 



tg 



m +- iw' "" "y ""' V^ "" ' m + 

■ m / 



(S' + 7' , ^S') sm(a" - « + 






m + 



+ tg(d"+ 7' , Jd") sinfa' ~ a + ^^(Ja' -^ Ja)) = 0. 
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Mittelst dieser Gleichung kann also leicht das Verhältniss der Masse iitßl 
des Nebensterns zu der Gesanimtmasse bestimmt werden, da Positions- 
winkel und Distanzen durch die Bestimmung der Bahn des Systems, die 
Rectascensionen und Declinatiönen des Hauptsterns durch Meridianbeob- 
achtangen gegeben sind. Es ezistirt aber noch eine zweite Bedingung 
für obiges Verhältniss, indem verlangt wird, dass die Bögen des von% 
Schwerpunkt durchlaufenen grössten Kreises sich> verhalten wie die zu- 
gehörigen Zeitin tervalle. 

Die strenge Formel für letztere Bedingung ist aus den Fundamen- 
talgleichungen der sphärischen Trigonometrie leicht herzuleiten. 

In der Regel darf man sich, wie oben bemerkt, erlauben, statt der 
Bögen jenes gi'össten Kreises die Aenderung der Rectascensionen und 
Declinatiönen des Schwerpunktes der Zeit proportional zu setzen. Es 
wird dann verlangt, dass 



(C) 



am' 

o' — a A-' ; , (/da! — da) 

m -\- m 



m' 






w! 



m + m' r — t 

w -|- Wl 

werde. 

Drei vollständige Bestimmungen des mittleren Ortes des Hauptsterns 
liefern zwei Gleichungen, überhaupt aber n Bestimmungen der Hectascen- 
jion oder der Declination « — 2 Gleichungen, also n vollständige Be- 
stimmungen des mittleren Ortes des Hauptstems 2 (» — 2) Gleichungen 

5ur Ermittelung von — ; ^ und lassen unter Anwendung der Methode 

tn -f- tn 

1er kleinsten Quadrate das wahrscheinlichste Resultat finden. 



Hundertundvierzehnte Vorlesung. 

Jeber die Berechnung einer Doppelstembahn, wenn die 

eine Componente unsichtbar ist. 

Bestimmungen mittlerer Oerter von Fixsternen von solcher Genauig- 
:eit, dass sie zur Herleitung der Eigenbewegung herangezogen werden 
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köDDen, reichen nicht vor Bradley und Tobias Mayer inrfick. So 
kors der Zeitraanif den diese noch dasa nicht mit dem Mikrometer allein 
ausfflhrbaren Beobachtungen umfassen, mit Fixstemperioden im Allgemei' 
nen verglichen, auch ist, so sind doch schon swei der hellsten St«ne 
des Himmels, Sirius und Procyon, durch die Discunsion ihrer Eigen* 
bewegungen als Doppelsteme erkannt worden. Bessel fand bei Minen 
für die praktische Astronomie so epochemachend gewordenen Unter- 
suchungen und Beobachtungen von mittleren Oertem und Eigenbewegnn* 
gen die des Sirius und des Procyon ver&nderlich und zog daraus den vor 
wenigen Jahrsehnten noch als sehr kühn geltenden Schluss, dass dit 
Erkl&rung für diese Veränderlichkeit in unsichtbaren Begleitern zu finden 
sei. In mathematischer Einkleidung dieses Schlusses kann man sagen: 
wenn in Beziehung auf die Rectascensionen und die Declinationen da 
Sterns die Doppelgleichung (C) nicht so zu erfüllen steht, dass 

a"- « — *" — «— r — r 

also die Eigenbewegungen verftnderlich werden , kann im nächst einfach- 

tw' 

sten Falle nur durch die mit ; j multiplicirten Glieder der obigei 

♦ft + w 

Gleichung die Erfüllung der Bedingung herbeigeführt werden. C. A. f 

Peters hat in einer Abhandlung, die immer denkwürdig bleiben vir; 

zunächst bei dem Sirius das genannte Indicium weiter verfolgt und zdd 

ersten Male die Bahn des damals unsichtbaren Begleiters bestimmt D« 

Resultat dieser Rechnung ist seitdem durch die wirkliche Entdeckung 

dieses Körpers glänzend bestätigt worden. 

Der zweite Stern, welcher zu einer Untersuchung dieser Art glück- 
liche Gelegenheit bot, ist Procyon ; nach den mit ausserordentlicher Sorg- 
falt ausgeführten Arbeiten von Auwers kennen wir die Bahn des Pro* 
cyonbegleiters mit nicht geringerer Sicherheit als die des Siriusbegleiten, 
obgleich man bei dem ersteren bis jetzt nicht so glücklich war , des Ob- 
jectes der Rechnung wirklich ansichtig zu werden. 

Wegen des ungemeinen Interesses solcher Untersuchungen auf du 
Vorhandensein dunkler Massen und deren Bahnbestimmungen wollen wir 
im Folgenden noch den Weg angeben , wie das Problem auf das der Be- 
stimmung einer Doppelstembahn der gewöhnlichen Art reducirt werdes 
kann. 

Es erscheint hier in noch höherem Grade, als bei dem leichterei 
Falle, gerathen, sich die erste Annäherung mit Zuziehung eines grapbi 
sehen Verfahrens zu verschaffen. Wenn man das eine Mal den Betrag 
der Eigenbewegung in Rectascensionen, das andere Mal die Declinatioss^ 
Veränderungen dieser Art als Ordinaten der als Abscissen betrachtetei 
Zeiten aufgetragen hat, so wird sich in praktischen Fällen beinahe immei 
sogleich eine Schätzung der Umlaufszeit und des mittleren Werthes det 
Eigenbewegung erlangen lassen. Nehmen wir zunächst der Einfachbei 
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halber an, die Beobachtungen Umfassen mindestens einen Umlauf (was 
auch mit Rücksicht auf den praktischen Erfolg der Rechnung gegenwär- 
tig noch immer sehr wünschenswerth bleibt), so wird man leicht diejeni- 
gen Punkte der Rectascensionencurve und ebenso der Declinationencurve 
erkennen, die um einen Umlauf von einander abstehen; denn in diesen 
Punkten werden bei gleichem Sinne der Aenderung die Tangenten pa- 
rallele Richtung haben müssen. Wenn man die swischen je zwei solchen 
Punkten vorkommende Eigenbewegung, also die Differenz der Ordinaten, 
durch die Differenz der Abscissen dividirt, so erhält man die mittlere 
jährliche Eigenbewegung. Es sei letztere gleich n für die Rectascensio- 
nen, gleich q für die Declinationen , so wird man unter Zuziehung von 
anderen Punkten der Gurve eine Reihe von Gleichungen folgender Form 
erhalten : 

tu 
fn -f- fn 

Wl -f- w» 

m -f- m 

desgleichen fär die Declination: 

tn -\- fn 
m -\- fn 

fn -^ fn 

Man erkennt sofort, dass es nur noch der Eenntniss von zweien der 
Grössen: 

fn' . vd . , m' ^ „ nJ 



7^«. i ^^«» i 7^«. ^ I ^f ^« > 



»» + m' . ' fw + w' ' m + w' • w + m 



i^s, -i^—,^b\ -^f— ,z/r. — ^^Ä' 



fn + fn' ' w + w' ' w + m' ' fn + m 



fn' 



bedarf, um die übrigen und dann die vier Positionswinkel und — j — > fache 

der Distanzen abzuleiten. Für den Fall, dass die Umlaufszeit gegeben 
ist, würden sogar zwei dieser abgeleiteten Grössen für die Bestimmung 
der Bahn überflüssig sein; daher man, wie folgt, verfahren kann. Man 

entwirft für ; ^^a und \ ? ^Ä eine Hypothese, und leitet 

wi -f" *^ fw -p ♦» 

wie eben gezeigt, daraus 
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M ^^^B A^^k 

^ ^. _»r _^__n' -___n" 

Fl P > l* • ••. 1 **.' "• *.• i_ •..' " • •». _i •-' " 

fli-|-lfl IW-j-ffi m -\- m 

ab. Durch das Auftragen dieser Coordi Daten um den Ort des Hanpt- 
sterns als Nullpunkt herum werden drei Punkte der hypothetischen schein* 
baren Bahn erhalten, welche der Doppelbediogung genügen müssen« dass 
die Sectoren einer durch diese Punkte gelegten £Ilipse zwischen den 
ersten und sweiten, zwischen dem ersten und dritten und der Inhalt der 
ganzen Ellipse sich so verhalten , wie es die Zeitinteryalle und die Um- 
laufszeit verlangen. Ist dem genügt, so lässt sich die Bahn nach den 
bekannten Vorschriften finden, wenigstens der Form und Lage nach, tod 
der scheinbaren Dimension der Bahn aber nur die Entfernung des Sterns 
vom Schwerpunkt, d. h. analog unserer früheren Bezeichnung die Grösse 

m' 

a. 



Ifl -f- fW 
Kann die Umlaufszeit nicht als gegeben angesehen werden, so mnsi 



w' , . m' 



die combinirte Hypothese über ; j^oc und ; ,^d auch 

^ m + m m -{- m 

auf die mittlere Bewegung ausgedehnt werden. Es genügen aber alsdam; 
aus bekannten Gründen nicht drei Epochen, sondeiii muss eine vierte z: 
gezogen werden, um drei Sectoren in Beziehung auf ihre Fläche Tf- 
gleichbar zu machen und so die Fehler der Hypothese ermitteln za kön- 
nen. Die Versuche im Rohen sind natürlich auch hier wieder durch k 
graphische Verfahren sehr zu erleichtern. 



Hundertundfünfzehnte Vorlesung. 

Anhang zu der Berechnung der Doppelsteme. Orundzuge 

der Theorie des Saturnringes. 

Der Planet Saturn ist bekanntlich ausser seinem Reichthum an Sa- 
telliten noch dadurch vor den anderen Planeten unseres Systems aus- 
gezeichnet, dass ihn mehrere concentrische, in der Richtung seioer 
Rotationsaxe ungemein abgeplattete Ringe umgeben. Wir wollen hier 
wenigstens die Grqndzüge der Theorie der Erscheinungen, welche die 
Gesammtheit dieser Ringe bietet, vom Standpunkte dieses Buches beban- 
deln. Wir schliessen also diejenigen Fragen aus, die nur ^durch die 
schwierigeren Theile der Gravitationslehre theoretisch beantwortet werden 
können, wie die Störungen, welche der Ring erleidet und ausübt. Unter 
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Anderem nehmen wir ohne weitere Discussion als Thatsache hin, dass die 
Ringe (der Kurze halber wird im Folgenden stets von einem einaigen 
Ringe gesprochen werden), kleine Abnormitäten aasgenommen, überall von 
dem Satomsphäroid gleich weit abstehen und ein zu der Rotationsaxe des 
Saturn symmetrisches System bilden. Die Beobachtungen stehen mit 
dieser Annahme in keinem nachweisbaren Widerspruch; es scheint unter 
allen Verhältnissen der Mittelpunkt der Scheibe des Saturn mit dem 
Mittelpunkt der Sllipse, als welche der Ring sich uns präsentirt, tusam- 
nienzufallen« 

Wenn man sich die Erscheinung des Ringes durch die einer grossen 
Zahl von Trabanten ersetzt denkt, welche hinter und neben einander 
kreisförmige Bahnen durchlaufen, so ist die Bestimmung einer solchen 
Bahn auf einen sehr leichten Fall einer Doppelsternbahn zurückgeführt. 
Denn die Projectionsellipse ist bei jeder Beobachtung unmittelbar voll- 
ständig gegeben, e ist gleich 0, die Zeit des Perihels also beliebig; die 
Umlaufszeit übt auf die Erscheinung des Ringes keinen leicht zu bemer- 
kenden Einfluss aus und muss aus der Verfolgung von auffallenden Punkten 
des Ringes mittelst sehr starker Fernröhre bestimmt werden. Die Knoten- 
linie der Ringebene fallt bei obiger Behandlung mit der Richtung der 
grossen Axe der Ringellipse zusammen. Der Quotient aus der Division 
der grossen Ax^ in die kleine ist der Cosinus der Neigung. Endlich ist 
Jr — ß beliebig, wenn es nur der über T, die Zeit des Perisaturniums 
gemachten Annahme entspricht. Nun wünscht man allerdings diese Ele- 
mente nicht in Beziehung auf die im Grossen nach der Stellung von Saturn 
und Erde veränderliche Ebene der Projectionsellipse zu wissen , sondern 
in Beziehung auf den Aequator oder auf die Ekliptik. Dazu gelangt 
n^an durch folgende einfache Betrachtung. Offenbar hängt die Oeffnung 
des Saturnringes oder seine Neigung gegen die Ebene der Projectionsellipse 
davon ab , welchen Winkel die Verbindungslinie Saturn - Erde mit der 
Ringebene bildet, mit anderen Worten, von der chronocentriscben Breite 
der Erde, aber auf die Ringebene als die Fundamentalebene bezogen* 
Die Neigung der Ebene der Projectionsellipse ist nichts Anderes als der 
Abstand des chronocentriscben Ortes der Erde vom Pole des grössten 
Kreises der Sphäre, welcher der Ringebene entspricht. 

Den Pol des grössten Kreises, welcher der Ebene des Ringes ent- 
spricht, findet man hiernach, da der chronocen tri sehe Oi*t der Erde dem 
geocen tri sehen Ort des Saturn diametral entgegengesetzt ist, durch ein 
sehr einfaches Verfahren. Sind a und 5 die halbe grosse und die halbe 
kleine Axe des Ringes, wie sie die Messungen unmittelbar ergeben, so 
wird der Abstand des geocen trischen Ortes des Saturn von jdnem Pole 
durch die Gleichung 

h 

C08% = — 

a 
gefunden; man gelangt jdaher zu jenem Pole, wenn man den Bogen i in 
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der Richtung der kleinen Axe und iwar nach deijenigen Seite der Rin^ 
ebene hin, welche der Erde lugekehrt ist, auftr&gt. (S. Fig. 31.) 

Dieselbe Betrachtungsweiee , welche auf diese CoDstraction geführt 
hat, liefert uns ohne Weiteres die Formeln zur Berechnung des Posi 



Fig. 31. 



Pol der 
Blngttbene. 




tionswinkels p der Richtung der klei- 
nen Axe, wenn der Pol derRingebene 
einmal bekannt geworden ist uod das 
Verhältniss der Axen. Die letzteren 
werden auch ihrer Grösse nach be- 
kannt, wenn man eine von ihnen bei 
bekannter Entfernung des Satarn vom 
Auge einmal gemessen hat Es seien 
a und 8 die geocentrische Rectascen- 
sion und Declination des Saturn, A 
und B besiehungsweise dieselben Coor- 
dinaten für den mit der Erde auf 
gleicher Seite der Erde gelegenen Pol, 
so wird nach der bekanntesten Grand- 
formel der sphärischen Trigonometrie 

1) cos t = = sin ä sin D 

a 

+ cosd cosD co8(cc — A)*). 

Ferner ergiebt sich für den Posi- 
tionswin^el der nördlichen Hälfte der 
kleinen Axe 



2) . 



stnp 



cosi) 



sin{a — A) sini 

Ist c der Halbmesser des Ringes in Theilen der mittleren Entfe^ 
nung der Sonne von der Erde, ^ die Entfernung des Saturn von der 
Erde, so ist die halbe grosse Axe der Ringellipse in Bogensecunden 

3) « = :ä- 

Mit Hülfe dieser Gleichungen findet man Lage und Aussehen des 
Saturnringes für irgend eine Zeit , wenn die Grössen Ä , D und c abge- 
leitet sind. Wenn man auf die obige Construction noch einmal die er- 
wähnte Grundformel anwendet, jedoch so, dass t aus dem gemessenen 
Axenverhältniss und ausserdem als bekannt gelten, so ergiebt sich 



*) Hierbei ist b negativ zu nehmen, wenn die verdeckte Hälfte der kleinen Axe 
die südliche ist. Nach dieser Bestimmung über die Vorzeichen , und wenn A und D 
sich auf den Nordpol der Ringebene beziehen sollen, wird der Abstand i des Saturn- 

ortes von jenem Pole ein stumpfer Winkel, wenn — positiv ist, d. h. die nördliche 

b 

Fläche des Ringes uns zugekehrt ist. 
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4) sin D = sind cosi -\- cosä sini cosp, 

wonach dann weiter unter Zuziehung von 2) auch A bekannt wird. Aus 
einem gemessenen a folgt endlich c ^= ad, 

Bechnungsbeispiele. Am 31. December 1849 war die Südseite 
des Ringes sichtbar und der Positionswinkel des nördlichen Theiles der 
kleinen Axei?= 3«ö2',l, ferner 5 = -- l",57, a = 19",68, a=r00 42',7, 
ö = — lö27',7 %^ = 0,97906. Hieraus sollen Ä, D und c bestimmt 
werden. Nach Gleichung 4) ergiebt öich, da hier t = 85® 25',2, 

D = 820 5o',o 

als Declination des Nordpols der Hingebene. Nach Gleichung 2) wird 
a — Ä = — 320 37',!, also 

^ = 330 19',8 

als Rectascension des genannten Pols; endlich wird 

%c = 2,27309. 

Wollten wir aus diesen Werthen umgekehrt die Erscheinung des 
Saturn für den 1. Januar 1860 herleiten, wobei wir zur Berücksichtig 
gung der Präcession des Ringpoles, aber in Vernachlässigung anderer 
kleiner, hier nicht zu behandelnder Correctionen 

* ^ = 330 42',! 

D = 82 52,8 

setzen, so bekommen wir, da für jene Zeit die geocentrische Rectascen- 
sion des Saturn a — 1480 13',4, die Declination Ö = -\- 14^ 15',3 ist, 

log \d = 0,92814 nach Formel 1) 
i = 780 47'^4^ 

und daraus weiter 

I? = — 60 38',7, 
endlich 

a = 22",13, die grosse Axe = 44",26, 

5 = -- 4",30, die kleine Axe = — 8",60. 

Der südliche Theil der kleinen Axe wird durch die Scheibe des Sa- 
turn verdeckt. 

Es mag hier noch angegeben werden, dass nach Bessel die Länge JD 
des Nordpols der Ringebene auf die bei den Beobachtungen übliche be- 
wegliche Ekliptik bezogen, d. h. mit Rücksicht auf die Säcularstörungen» 
nach der Formel 

L = 760Ö3'8",9 -f 46",462 (t — 1800) 
die Breite B nach der. folgenden 

B = 610 49'44",7 + 0",3ö0 (t — 1800) 
zu berechnen ist. 



KHukerfueü, theoretitiche Aiitruuuuiie. <)7 
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Hundertundsechszehnte Vorlesung. 

Kriterium für die Sichtbarkeit des SatumringeB. 

Der Ring des Saturn bleibt nicht immer sichtbar. Seiner schon e^ 
w&hnten , ungemein starken Abplattung wegen bietet der Ring den er- 
leuchtenden Strahlen der Sonne fi^t gar keine Fl&che dar, wenn die 
Sonne sich in der Ebene des Ringes befindet; die Ringellipse redncirt 
sich dann auf eine äusserst feine helle Linie , welche aber nur in starke- 
ren Femröhren noch wahrgenommen werden kann. Beleuchtet die Sonne 
die uns entgegengesetzte Seite des Ringes, so wird der Ring für uns ganz 
yersch winden und sein Schlagschatten auf der Scheibe des Planeten be- 
merkbar werden. Zu gewissen anderen Zeiten sind Ring und Schatten 
gleichzeitig zu sehen. Das Sichtbarwerden des Ringes geht in der Weise 
Tor sich, dass zuerst einzelne Punkte am äussersten Rande heryortreten; 
in umgekehrter Reihenfolge yerschwinden solche Punkte bei dem Un- 
Sichtbarwerden. 

Wir wollen nun im Folgenden die Grundbedingungen für die ge- 
nannten Erscheinungen und ein Kriterium dafür, ob der Ring sichtbar 
sei oder nicht, zu entwickeln suchen. 

Zunächst ist einleuchtend, dass die Zeiten des Durchganges der 
Sonne durch die Ringebene zusammenfallen werden mit den Zeiten, wo 
der heliocentrische Ort des Saturn, am Himmel einen grössten Kreis 
durchwandernd, den die Ringebene repräsentirenden grössten Kreis pas- 
sirt, mit anderen Worten, wo der heliocentrische Ort des Saturn um 90^ 
von jenem Pole des Ringes, dessen Rectascension und Declination mit 
Ä und D bezeichnet wurde, entfernt ist. Verstehen wir daher unter (a) 
und (d) beziehungsweise die heliocentrische Rectascension und Declina- 
tion des Planeten, so wird sich die Beleuchtung auf die blosse Ringkante 
beschränken, wenn 

1) ... sin (d) sin B -\- cos (d) cos D cos [(a) — ^] = 0, 

da die erste Seite dieser Gleichung den Cosinus des Abstandes des helio- 
centrischen Ortes von dem Pole der Ringebene vorstellt. Ist derselbe 
Cosinus positiv, so wird die Südseite des Ringes beleuchtet sein, wenn 
negativ, die Nordseite. Die Beleuchtung der einen oder anderen wird 
um so intensiver sein, je mehr der Cosinus von Null verschieden. 

Ob die beleuchtete Seite uns zugekehii ist oder die dunkle, wird 
davon abhängen, ob der heliocentrische und der geocentrische Ort des 
Planeten auf gleiche oder entgegengesetzte Seiten des der Ringebene ent- 
sprechenden grössten Kreises der Sphäre , fallen , d. h. also davon, ob die 
linke Seite von 1) und der Ausdruck 
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sin d sinD -\- cos d cosD cos (a — Ä), 

welcher den Cosinus des Abstandes des geocentriscben Ortes vom Ring- 
pol yorstellt, gleiches oder ungleiches Vorzeichen haben. Die Frage, ob 
der Bing sichtbar sei, ist demnach zu bejahen, so oft der Ausdruck 

sin d .sinD + cosd . cos D cos (« — Ä) 
sin (d) sin B + cos (cf) cos JD cos [(a) — A] 

positiv, zu verneinen, so oft derselbe negativ wird. 

cos o 
In Anbetracht aber, dass die Division des Ausdrucks durch 



cos (d) ' 

d. h. durch eine stets positive Grösse, keine Aenderung des Vorzeichens 
hervorbringt, kann man noch einfacher sagen : 

Die Frage, ob der Ring des Saturn .sichtbar sei, ist zu bejahen, wenn 
der numerische Werth von 

tg8 . tgP + cos (cc — Ä) 
tg(d) tgD + cos[(a) t- A] 

ein bejahendes Vorzeichen bekommt, im anderen Falle zu verneinen. 

Das Verschwinden des Zählers vorgenannten Ausdrucks deutet an, 
dass die Erde, die des Nenners, dass die Sonne sich in der Ringebene be- 
findet. 

Rechnungsbeispiel. Es wird gefragt, ob der Saturnring für die 
Mitternacht des 1. Sept. 1847 Berl. Zeit sichtbar war. Der heliocentri- 
sehe Ort des Saturn war um jene Zeit 

(a) = 3410 45',!, (d) = — 90 42',7, 

der geocentriscbe 

a = 3410 55',0, Ä = — 9^ 52',Ö. 

Nehmen wir, wie in Vorlesung 115, A = 33o 19',8, D = 820 5O',O 
an, so finden wir den Zähler des obigen A^^sdrucks gleich — 0,7607, den 
Nenner gleich — 0,7397 ; folglich war der Ring sichtbar und zwar seine 
Nordseite erleuchtet. 

Im Laufe des 21. April des folgenden Jahres wechselte der Zähler, 
durch Null hindurchgehend, das Vorzeichen, der Ring verschwand daher 
bis zum 3. Sept. desselben Jahres, wo der Nenner ebenfalls das Vorzeichen 
wechselte. Am 12. Sept., wo der Zähler von Neuem das Zeichen wech- 
selt, verschwindet der Ring wiederum bis zum 19. Januar 1849, wo 
dann eine lange Periode der Sichtbarkeit beginnt. Mit Hülfe des obigen 
Kriteriums kann man jeden solchen Wechsel mit Leichtigkeit finden. 

Eine längere Dauer der Sichtbarkeit des Ringes wird immer ein- 
treten, wenn sich der heliocentrische Ort des Planeten so weit vom gröss- 
ten Kreise der Ringebene entfernt, dass ein Hinübertreten des geocen- 
triscben Ortes auf die andere Seite nicht mehr möglich ist. Besonders 
in den Oppositionen des Saturn wird ein Unsichtbai'sein des Ringes zu 
den Seltenheiten gehören, da bei der geringen Neigung aller Bahnen der 

27* 
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groBBen Planeten, so auch des Saturn , gegen die Ekliptik in der Oppo- 
flition der geooentrische Ort dem heüocentrischen ungemein nahe liegt. 
Nach derselben Betrachtung kann man, wenn man bemerkt, dass die 
Neigung der Ringebene gegen den Erdftquator nur etwa 7^ beträgt, auch 
leicht übersehen, dass ein Verschwinden des Ringes nicht vorkommeD 
wird, so lange der geocentrische Ort des Saturn weit von den Aequi- 
noctien entfernt ist. 



Hund er tundsieben zehnte Vorlesung. 

Berechnung der Satellitenbahnen durch Zurückführung 
auf die Berechnung einer Doppelstembahn. 

Bekanntlich sind die grösseren Planeten unseres Systems, mit Aus- 
nahme von : Mercur , Venus , Mars , von Satelliten begleitet. Auf diese 
Körper ist keine der in den vorhergehenden Abtheilungen angegebenen 
Methoden unmittelbar zur Bahnbestimmung zu verwenden, doch kaoo 
man auf solche Methoden zurückführen. Wir haben die Wahl , ob wir 
das Problem auf die für Planetenbahnen gegebenen Vorschriften zarück- 
führeu woUeu, oder auf die für Doppelsterne. Im ersteren Falle würden 
wir die Beobachtungen als aus dem jedesmaligen Durchschnittspunkt 
des Visionsradius mit einer durch den Hauptkörper des Satelliten ge- 
legten, dem Erdäquator oder der Ekliptik parallelen Ebene gescbeben 
betrachten, dabei die Coordinaten auf den Hauptkörper als Nnllpankt be- 
zogen. Hierbei tritt uns indessen der Uebelstand entgegen, dass die 
Formeln Grössen verschiedener Ordnung gleichzeitig enthalten; die Tren- 
nung ist nicht ganz einfach und überhaupt dieser Weg nicht zu empfeli- 
len. Auch muss bei solcher Behandlung des Problems der Satellitenbah- 
nen entweder die Masse des Häuptkörpers oder die Umlaufszeit des Sa- 
telliten als bekannt angesehen werden. 

In praktischer Hinsicht weit vorzuziehen ist die Zurückführung der 
Bahnbestimmung auf die einer Doppelstembahn. Wir erreichen dies 
durch ganz ähnliche Betrachtungen wie bei dem Saturnringe, den wir ak 
eine sichtbare Trabantenbahn betrachteten. Dort allerdings hatten wir 
zwei Erleichterungen, auf welche wir hier verzichten müssen; es wird 
uns für eine bestimmte Zeit immer nur ein einziger Punkt der Projec- 
tionsellipse, nicht werden sie alle auf einmal gegeben ; femer dürfen wir 
die Excentricitäten der Bahn hier nicht gleich Null setzen. 

Aber auch hier lassen sich wieder durch den Mittelpunkt der Scheibe 
des Hauptkörpers zwei um 90^ in Position verschiedene Richtungen oder 
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Axen von solcher Beschaffenheit auffinden, dass die scheinbaren Ahstände 
des Trabanten von der einen gerade so gesehen werden, als beobachtete 
man aus der Richtung des Pols der Bahnebene des Trabanten, d. h. also 
ohne perspectivische Yerkürzung, die Abstände von der anderen aber mit 
perspectivischer Verkürzung. Die scheinbaren Dimensionen der Bahn 
können der Entfernung des Hauptkörpers von der Erde umgekehrt pro- 
portional gesetzt werden. Die bei dem Saturnring angestellten Betrach- 
tungen zeigen, dass die perspectivischen Verkürzungen, wenn sich das 
Auge vom Pole de^ Trabantenbahn entfernt , parallel dem durch den 
Uauptkörper und den Pol gelegten grössten Kreise, welcl^er perspectivisch 
durch eine Gerade vorgestellt wird, stattfinden; senkrecht zu dieser Ge- 
raden werden die Abstände nicht geändert. Nennen wir also ^ den Po- 
sitionswinkel des nach dem Nordpol der Trabantenbahn gerichteten gröss- 
ten Kreises, A und D beziehungsweise die Rectascension und Declination 
des Nordpols, a und 8 die des geocentrischen Ortes' des Hauptkörpers, 
^ dessen Entfernung, p und Q beziehungsweise den Positionswinkel und 
die Distanz des Satelliten, so haben die Grössen Q sin(p — ^) gar keine 
Verkürzung durch geänderte Richtung der Gesichtslinie, die QCOs(p — ^) 
dagegen eine solche im Verhältniss von l zu cosy erlitten, wenn nämlich 
y den Abstand des geocentrischen Ortes vom erwähnten Pole vorstellt. 
Gesetzt, es seien Ä und D bekannt, so hat man also die q sin(p — ^) 

mit ^J ^ die Q cos (p — if) dagegen mit , d. h. mit 



[sin d sm D + cos 8 cos B cos (« — A)] 
zu multipliciren, um diese Grössen so zu haben, wie sie aus einer zur 
Trabantenbahnebene senkrechten, durch den Hauptkörper gelegten Ge- 
raden und zwar aus der Einheit der Entfernung würden beobachtet wor- 
den sein. 

Man hat nun, was die Bestimmung der Elemente betrifft, die beiden 
Fälle zu unterscheiden, ob die Umlaufszeit oder auch die Masse des Sy- 
stems bekannt ist, oder ob dieselbe ebenfalls erst aus den Beobachtungen 
hergeleitet werden soll. In dem ersteren Falle genügen, wie wir sogleich 
sehen werden, drei vollständige Beobachtungen des Satelliten mit den 
Positionswinkeln p, p\ p" und den Distanzen p, Q*\ q'*. Denn es werden 
dadurch, immer vorausgesetzt, dass A und D bekannt seien, drei Punkte 
der Bahn und die Lage des Brennpunktes, d. h. die ganze Ellipse gege- 
ben. Es existiren dann zur Prüfung der Richtigkeit der Werthe von A 
und D die beiden von einander unabhängigen Bedingungen, dass jeder 
Sector zu der ganzen Ellipse seinem Flächeninhalte nach in dem Verhält- 
niss stehen soll, wie es die Zeitintervalle verlangen. Hiernach kann man 
also leicht A und D, für die meist sogar Annäherungen bekannt sind, 
auf indirectem Wege bestimmen. Mit Rücksicht auf die hier etwas geän- 
derte Bezeichnung hat man unter Anwendung der Gleichung 2) der Vor- 
lesung 115: 
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sin if cos 1) 

9in{A — «) ~ 9inY 

Binii^ cmD 

sin {A — a') ~ «in/ 

wn^" cosD 

\ 8in (A - «") ■" am/" 

wobei die Accente zur Unterscbeidang der zu den drei Zeiten <, *', f ge- 
hörenden Beobachtungen gebraucht worden sind. Die Reduction der Po- 
sitionswinkel und Distanzen auf die aus der Entfernung 1) ohne Verkür- 
zung gesehene Bahn geschieht nun nach den Formeln 



II*} • • t . ^ 



B sin{F — if) = Q sin (p — t)-^ 



R cosiP — ^) = 



^ cosy 



le 8in(P — *') = Q'sinip' — *0.^' 

, C08(p' — H^") ., 



i? cosiF' — ^O = P 



cosy 



wobei P, P', P" die drei reducirten Positionswinkel, i?, B\ JB" die zu- 
gehörigen reducirten Distanzen vorstellen. Ehe wir jedoch mit diesen 
Positionswinkeln und Distanzen weiter operiren, müssen wir die erste- 
ren noch auf einen und denselben Meridian der Sphäre, auf einen ge- 
wissen ersten Meridian reduciren, wie es früher nöthig war, die Doppel- 
sternbahnmessungen von dem Einflüsse der Präcession zu befreien. Die 
im Vorhergehenden erhaltenen Positionswinkel beziehen sich auf den 
jedesmaligen Meridian des Jupiterortes. Es mag hier einfach darauf 
aufmerksam gemacht werden, dass diese Reduction bei den P der fol- 
genden Gleichungen als ausgeführt vorausgesetzt wird, weil 'wir in 
nächster Vorlesung einen directen Weg zu allen diesen Redactionen 
werden kennen lernen. Es mag ausserdem bemerkt werden, dass die 
Distanzen besonders bei den Satelliten des Jupiter bedeutende Grösse 
erlangen können. In solchem Falle muss man berücksichtigen, dass die 
Dimensionen in der Bahn, welche wir bei Doppelsteiiien unbedenklich 
mit p, q\ q" identiflciren , genau genommen die Tangenten der durch 
ß, q\ (f' in Secunden gegebenen Sehwinkel sind; man muss deshalb 
bei grösserer Strenge statt Q, q\ q" setzen: 206264,8 f^p, 206264,8 tg q\ 
206264,8 tgQ'*, ebenso bei den i?, B!, B'* 206264,8^^22, 206264,8 ^^rii', 
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206264,8 tg B!', Im Folgenden vernachlässigen wir dies der Kürze hal- 
ber. Zwischen dem Semiparameter der Bahn a (1 — e^), den Radien- 
vectoren Ä, J?, B" und den wahren Anomalien v, v\ v" bestehen nua 
bekanntlich die Gleichungen 

a (1 — e2) 



1 + ß cosv = 



B 



IM.) ...... |l + e C08V' = ^(^;r"'^ 

1 + e cosv'[= ^„ — i 



^ *^ UiT sm (v' _ «) — Ä iJ" ^n (u" — v) + B'i{"«n (u"— v' 



v.)l 



welche nach einer am Schlüsse der Vorlesung 75 gezei^en Umformung 
ergeben : 

oder da offenbar 
v' — v = P' — P, v" — v = P' — P, v" — v' = jP" — P», 

■■^ ^ ^ ÄJJ's«»(P'— P)— BB"8tn(i'"— P)+E'iJ"«n(i^'— J^O' 

Ans den Gleichungen III.) ergiebt sich dann: 

2 ccos 1/2 (v" + V) cos i/j (P" - P) = a(l — e^O (^ + ^) - 2 

2e8t«V*(«" + f) sf« V2(-P" - P) = a(l - e') {i _ 1^}. 

d. h. die Excentricität e und v" 4~ ^t welches mit der bekannten Diffe- 
renz v" — V oder -P" — P verbunden die wahren Anomalien liefert. 
Auch findet man, wenn tc den reducirten Positionswinkel des Perihels 
vorstellt, 

flr = P — v = JP' — v' = P" — v". 

v' folgt aus der zweiten der Gleichungen III.). Berechnet man auch noch 
die mittleren Anomalien, so ist man vollkommen im Stande, eiue in Be- 
ziehung auf A und D gemachte Hypothese zu prüfen , eventuell zu ver- 
bessern. 

Sehr abgekürzt wird die Rechnung, wenn man eine vierte vollstän- 
dige Beobachtung zuzieht. Es mnss dann die doppelte Bedingung er- 
füllt sein, dass 

""^^ ^^~BB'sin (P'^P)-^BB^^ sin {P'*—P) + B!B''sin{P'''P) 
__ 4 BB'B*'' sin V» jP—P) sin Va (P'"—F) sin Va (P'"—F') 
~ BBfsiniF' - P) - Ei?'" sin (P"' — P) + Bf. B!" sin {P^'-P) 
_ A:BB"B!''sin^k{P" — P)sin Va {P"—F)s%n^l2{P"'-P') 
~BB''sin(P'—P)'-BB!''sin(P'''—P)+B!'B:''8in(P"—Py 
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oder 68 mu88, in das Geometrische ObertrageUf von den drei Ellipsen mit 
gegebenem Brennpunkte, welche man durch je drei der yier Punkte sie- 
ben kann, jede der anderen eongruent werden. Man kann also auch hier 
sum Zweck der ersten Versuche für A und D von einem graphischen 
Verfahren mit Vortheil Gebrauch machen. 



Hundertundachtzehnte Vorlesung. 

Fortsetzung der üntei^uohungen zur Bereolinung einer 

Satellitenbahn. 



Bei den Satelliten des Jupiter durchaus, auch bei den helleren 
Saturn (abgleich bei diesen schon die optischen Mittel gesteigert werden 
müssen) bietet die Bestimmung der Umlaufszeit durch Beobachtungen der 
Wiederkehr zu gleicher Stellung gegen den Jupiter keine sehr grossen 
Schwierigkeiten dar. Man darf dabei nur nicht vergessen, die geocen- 
trische Bewegung des Hanptplaneten zu berücksichtigen. In anderen 
Fällen ist die Bestimmungsweise mit der Gefahr, Irrthümer und Ver- 
wechselungen zu begehen, verbunden, z. B. in besonders hobem Grade 
bei den Trabanten des Uranus. Diese lichtschwachen Objecte könneii 
bekanntlich nur mit den stärksten Sehmitteln beobachtet werden; solche 
Fernröhre zeigen nun eben vermöge ihrer ausserordentlichen optischen 
Kraft meistens auch Fixsterne im Hintergrunde, ein Umstand, welcher 
ungemein erschwerend wirkt, wenn der Planet gerade Theile der Milch- 
Strasse oder andere sternreiche Gegenden durchwandert. Hier ist es 
sehr wünschenswerth , ein atideres Verfahren, welches von der Kenntnies 
der Umlaufszeit des Satelliten gar nicht abhängt, einschlagen zu können. 
Dasjenige, welches wir nun im Folgenden kennen lernen wollen, gewährt 
einen so gut wie vollständigen Schutz dagegen, dass ein Fixstei-n far 
einen Satelliten genommen werde. Um es in der Praxis zur Anwendung 
zu bringen, ist es nur nöthig, von den kleinen Sternen in der Umgebung 
des Planeten so viele nach Positionswinkel und Distanz aufzunehmen, als 
man in der Zeit von einigen Stunden auszuführen vermag; bei grossem 
Sternenreichthum kann auch ein Netzmikrometer gute Dienste thun. 

Wir wollen nun jetzt diese Messungen von dem Einflüsse der geo* 
centrischen Bewegung des Planeten auf eine solche Art befreien, dass eine 
Sichtung der Fixsterne von den Monden und die Reduction der Bahn* 
bestimmung dieser letzteren auf die" einer Doppelsternbahn erlangt wird. 

Es sei wie früher 
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X = Qcosp • 
y = Qsinp 

Und e die in den jedesmaligen Yisionsradius fallende Gomponente. Ist 
cc die Rectascension, 8 die Declination des Planeten zur Zeit der Beob- 
achtung, so zielt offenbar die X-Axe des Coordinatensystems nach einem 
Punkte der Sphäre, deren Rectascension durch 180^ -|- a und deren De- 
clination durch 90® — d ausgedrückt wird. 

Die Y'Axe zielt nach einem Punkte der Sphäre, dessen Rectascension 
offenbar gleich 90« + a, dessen Declination gleich Null ist. 

Stellen Xq und y© ^i« Coordinaten derselben gemessenen Oerter, wie 
oben, Aber bezogen auf ein System vor, dessen X-Axe nach einem Punkte 
von der Rectascension 1 80^ +- «o» der Declination 90^ — de, dessen 
Y-Axe einen Ort von der Rectascension 90*» + «o , der Declination Null 
zum Zielpunkte hat, so haben wir, um die x^ und die po durch die x, y 
und z auszudrücken, Gleichungen von der bekannten Form: 

(a?o = (ZoX) X + (XoP) y + {X^Z) e 
yo = (YoX)x + (YoY)y + {J^Z) z. 



L). 
wobei 



IL) 



(Xo X) = cos 8q cos d 4- sin 8o sin d cos (a — «o) 

(Xo Y) = sinpQ sin{a — Uq) 

(Xo Z) = cos Sq sin d — sin Öq cos d cos(a — Oq) 

(YqX) = — sind sin{a — a^) 

{YfiY)=:cos(a ^ ao) 

(Yo2j) = -|- cösä 8in(a — uq). 

Wir können es nun bei Saturn, Uranus, Neptun, auf die es hier 
fast allein ankommt, ihrer langsamen geocentrischen Bewegung halber 
stets so einrichten, dass für eine lange Reihe von Beobachtungen die 
Coef&cienten (XqZ) und (YqZ) sehr klein werden. Wir setzen z. B. o,) 
gleich dem Mittel aus den Rectascensionen der ersten und letzten Recta- 
scension, ebenso Sq gleich der halben Summe der entsprechenden Decli- 
Tiationen; es werden dann bei der ersten Annäherung jene Coefficienten 
ganz und gar zu vernachlässigen sein. Ebenso wird man sich erlauben 
dürfen, cos{a — «o) = 1, d. h. ^ 

(XoX) = cosiö — -fio), (Xo r) = 0. (YoX) = 0, (Yo 10 == 1 
zu setzen. Zur Reduction der Distanzen und Positionswinkel, welche 
dem Visionsradius der Messung entsprechen, auf einen gewählten festen 
Yisionsradius von der Rectascension cCq und der Declination d^ und zn? 
gleich auf dessen Meridian, haben wir daher 

cos Po = Q C08(d — Öq) cosp 



in.) 

Qo stnpo = Q stnp, 

Bedeutet (a) die halbe grosse Axe oder ^ mittlere Entfernung des 
Planeten von der Sonne und von der Erde, ^ den jedesmaligen Abstand 



n 
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von der £i*de, so hat man noch die nach IIL) zu findenden po und ^ 

durch Mnltiplication mit y^ ^^^ mittlere Entfernung eu redaciren. 

• Hiermit ist die Zurückführong auf eine Doppelstembahn vollendei 
Wenn man mit den beobachteten Objecten in der Nachbarschaft des Fla* 
neten die angegebenen leichten Reductionen yornimmt und die Oerter 
aufträgt, so wird sich ziemlich bald ergeben müssen, welche darunter 
einer Projectionsellipse angehören, und ferner, ob die beschriebenen See* 
toren den Zwischenzeiten proportional sind. Mit demjenigen Material, 
welches diese sichtende Prüfung besteht, wird darauf eine Doppelstem- 
bahn-Bestimmung vorgenommen. Die Unterscheidung des anf- und des 
niedersteigenden Knotens würde auch hier zwar nicht, wie bei einer 
Doppelstembahn, unmöglich, so doch zuweilen schwierig werden, veE 
nicht andere Kriterien, darunter die Verfinsterungen und Bedeckungen 
der Monde durch den Planeten, zu Hülfe gezogen werden könnten. In- 
dessen ist eine Entscheidung dai*über auch nodi auf folgendem anderen 
Wege zu erlangen, welchen einzusehlagen die Kenntniss der Parallsie 
möglich macht 

Die Neigung i der Bahn gegen die Ebene der ProjectionfieUipse, 
senkrecht zur Knotenlinie und zwar nach der uns zagewandten Seite der 
wirklichen Bahn als Bogen eines grössten Kreises von dem geocentrischen 
Orte «0, do, auf den man reducirt hat, an aufgetragen, führt in dem an- 
deren Endpunkte dieses Bogens auf den Pol der von uns abgewandten 
Seite der Bahnebene. Bei obiger Frage wird es sich daher darum ban- 
deln, nach welcher Seite hin man den Bogen i aufzuiragen hat, qd^ 
welcher von deo beiden um 2 t von einander abstehenden Punkten der 
Sphäre die Eigenschaften jenes Pols wirklich besitzt. Zu diesen gehört 
offenbar, dass, wenn sich der geocentrische Ort vom Pole entfernt, die in 
den grössten Kreis, welcher beide verbindet, fallende Verkürzung der 
tladienvectoren eine grössere wird. Wenn nicht gerade i den Grrenzwertli 
90^ annimmt, wobei dann Verfinsterungen und Bedeckungen die Beant- 
wortung der Frage ermöglichen, so wird nur einer der beiden durch Auf- 
tragen des Bogens i nach beiden Seiten erlangten Punkte hierin Genüge 
leisten. Kürzer aber ist das folgende Kriterium : Transformirt man die 
C^rdinaten Xq^ yo^ Zq auf ein System , dessen Z-Axe nach dem Pole der 
Bahuebene mit der Rectascension A, der Declination D zielt, so mussin 
Folge der Wahl des Vorzeichens von Zq die transformirte ^Coordinate 
verschwinden, d. h. es muss die Bedingung 

{sinD cos do — cosD sindo cos(ao — A)] Xq — cosD sin (ocq — 4)? 

+ cosi . jcto = 
erfüllt sein. 

Die zweite Näherung durchzuführen , berechnet man aus dem so ^ 

jede Zeit bekannt gewordenen jsq die z für die ursprünglichen Oerter 

nach der Foimel: 
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e = {sind cos Öq — cos ö sin Öq cos («o — «)} Xq — cos d sin («o — «) Po 
+ {sind sinöo -\- cosd cos 8^ cos {a^ — a)} z^ 

und bringt darauf die Gleichungen I.)« ü.) und IIL) von Neuem zur 
Anwendung. Darauf folgt wieder die Berechnung der Bahn als die 
einer Doppelstembahn. Die Entscheidung des Vorzeichens von e^ wird 
man in der Regel nicht zu wiederholen haben. 

Wir schliessen die Untersuchungen über Satellitenbahnen, nicht 
ohne den Leser, welcher sich vollständiger über dieses Thema zu unter- 
richten wünscht, auf die in Schumacher*s Astronomischen Nachrichten 
in einer Reihe von Aufsätzen niedergelegten Arbeiten Bessel's über das 
Saturnsystem zu verweisen. 

Was DoppelsteiTibahnen betrifft, so sei hier am Schiasse der Ab- 
theilung yill. noch das Buch: „Undersogelse af Omlobsbevaegelsen i 
Dobbelstjernesystemet „Gamma Yirginis" adfort tildels efter nye Me- 
thoder af Th. N. Thiele, Cand. magist. Kjobenhavn.*' empfohlen. 



Neunte Abtheilung. 



lieber die Bahnbestlmninng der Meteore, Meteo- 
riten und Sternschnuppen. 



Hundertundneunzehnte Vorlesung. 

Einleitende Bemerkungen. 

In der Glasse der Sternschnuppen, Meteore und Meteoriten sind d» 
kleinsten , aber zahlreichsten der die Sonne umkreisenden Körper ver 
treten. Ihrer Kleinheit und geringen Masse ungeachtet ist das Studiuit 
dieser früher etwas yernachlässigten Körper aller Aufmerksamkeit weril 
seitdem die Untersuchungen und Entdeckungen des amerikanischen Astro- 
nomen Newton, von Oppolzer, C. F. W. Peters und Anderen, vor- 
züglich aber die von Schiaparelli gezeigt haben, dass durch solche^ 
Studium ungemein werthvolle Aufschlüsse erlangt werden können. Siebt- 
bar werden uns die genannten Körper bei dem Falle von Feuerkugelc 
von Sternschnuppen und bei Kometenerscheinungen. Die Bezeichnoog 
der Feuerkugeln und der durch Helligkeit ausgezeichneten Sternschnup- 
pen als Meteore oder Meteoriten ist das Yermächtniss einer Zeit, welcbe. 
wie vor Jahrhunderten die Kometen, so auch Feuerkugeln und Stm* 
schnuppen unter die Lufterscheinungen rein terrestrischer Natur, epeciel: 
unter die -feurigen Lufterscheinungen rechnete. Die Ansicht, deren W* 
tigkeit wir bis zur Evidenz erwiesen ansehen dürfen , dass nämlich dk 
Erscheinung der Feuerkugeln und Sternschnuppen veranlasst wird dnra 
kleine Himmelskörper, welche auf ihrer Bahn um die Sonne in dielt' 
mosphäre der Erde gerathen, ist erst von Ghladni aufgestellt und v^ 
theidigt worden. In Betreff der Gründe für diese Ansicht und der Ent^ 
würfe dagegen wird man in dem geistvollen Buche von Schiaparelli- 
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„Entwurf einer a«tronomi8cbeii Theorie der Sternschnuppen", aus dem 
Italienischen übersetzt und herausgegeben von Georg vonBoguslawski, 
die genügende Belehrung finden. 

Unsere gegenwärtige Aufgabe ist es, nieht eine Geschichte dear £nt- 
Wickelung der Sternschnuppentheorie zu geben, sondern nur die beiden 
Bahnbestimmungsprobleme zu behandeln, welche der gegenwärtige Stand 
dieser Theorie uns vorlegt. Diese Aufgabe zerfällt in zwei Theile, in die 
Bestimmung des Laufs der Sternschnuppe innerhalb der Zeiten des Auf- 
leuchtens und Erlöschens, und in die Bestimimung des um die Sonne be- 
schriebenen Kegelschnittes. Die letztere Bahn hat dadurch ein ganz be* 
sonders grosses Interesse, weil sie zugleich in zahlreichen Fällen von 
einer grossen Menge der kleinen Körper gemeinschaftlich durchlaufen 
wird und somit eine 'Art Ring repräsentirt; die Zeiten des Durchgehens 
der Erde durch einen solchen Ring sind bekanntlich durch einen stärke- 
ren Fall von Sternschnuppen ausgezeichnet, besonders, wenn dieser Durch- 
gang durch eine dichtere Stelle des Ringes erfolgt. Diese durch eine 
grössere Ansammlung der kleinen Körper hervorragenden Stellen des 
Meteorstroms können, im Gegensatze zu der einzelnen Sternschnuppe, 
uns auch aus grösseren Entfernungen sichtbar werden und bieten dann 
eine Kometenerscheinung, So z. B. ist der Komet 1862 III. nichts An- 
deres als eine dichtere Stelle desjenigen Meteorstromes, welche den Stern- 
Schnuppenfall des 10. und 11. August, seit über 1000 Jahren bekannt und 
unter dem Namen der Thränen des heiligen Laurentius erwähnt, hervor- 
bringt. Als zweites Beispiel dieser Art mag erwähnt werden , dass der 
Komet 1866 I. in dem Meteorstrome des bekannten Novemberphänom^is 
läuft 



Hundertundzwanzigste Vorlesung. 

Bestimmung der Höhen und Geschwindigkeiten aus cor- 
respondirenden Sternschnuppenbeobachtungen. 

Die Beobachtuifgen von Sternschnuppen werden, wenn sie zur Be- 
stimmung der Höhen dienen, sollen, in der Weise angestellt, dass man an 
zwei einander nicht allzu benachbarten Stationen von den im Laufe einer 
Nacht sichtbar werdenden Sternschnuppen Zeit und Ort des Aufleuch- 
tens oder des Erlöschens oder beider Momente bemerkt. Je vollständiger 
diese Data erhalten worden sind, um so grösser ist die Sicherheit, mit 
welcher erkannt werden kann, welche von den an beiden Stationen beob- 
achteten Erscheinungen sich auf einen und denselben Körper beziehen, 
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d. h. nch als oorrespondirende erweisen. Nach der Erfahrung ist die so 
erhaltene Aasbeate correspondirender Beobachtangen in der Begel eine 
geringe; daher ist es in hohem Grade wflnsohenswerth, leicht anwendbare 
Kriterien sa haben, mittelst deren man die oorrespondirenden Beobacli- 
tungen erkennen kann. 

Es darf in der Hinsicht vorl&afig angenommen werden, dass die Mo- 
mente des Aufleuchtens wie des Erlöschens für beide Stationen gleichzeitig 
sind, sich also nur um den Meridianunterschied beider Orte yon einander 
unterscheiden. Nur ist dieses einfachste Kriterium, welches man vor allen 
übrigen zu Hülfe ruft, weder immer anwendbar, noch stets untrüglich 
Eine scharfe Angabe der Zeit an beiden Stationen ist nämlich, zumal die 
Beobachtungen ziemlich yiel Uebung erfordern, durchaus nicht häufig. 
ausserdem ist es aber gar nicht so selten, dass zwei yerschiedene Körper 
beinahe gleichseitig aufleuchten oder erlöschen, als dass man sich auf die 
Uebereinstimmung der Zeiten allein yerlassen dürfte; man darf diese dot 
als yorläufiges Kriterium gelten lassen und muss sich , wie wir nim im 
Folgenden thun wollen, nach weiteren Erkennungszeichen umsehen. 

Ist das yon beiden Stationen aufleuchtend gesehene Object ein und 
dasselbe, so müssen die Visionsrichtungen der beiden Stationen sicli 
schneiden. Denken wir uns diese Stationen die eine von der anderen 
aus sichtbar, so muss der Zielpunkt der Verbindungslinie am Himmel mit 
den beiden Beobachtungsrichtungen auf einem grössten Kreise liegen, da 
die Ebene des Dreiecks Station I. — Station IL — Object diesem gröss- 
ten Kreise entspricht. Dieselbe Betrachtung wiederholt sich für den Mo- 
ment des Erlöschens der Sternschnuppe; hiermit yerfügen wir denn aber 
eine hinreichende Zahl von Kriterien, um uns vor Irrthümern zu schützen*). 
Es ist leicht, den analytischen Ausdruck für dieselben zu finden. 

Zu dem Ende seien: 



der Station I, 



der Station II, 



R der Abstand vom Erdmittelpunkte 
(p die verbesserte Polhöhe 
8 die Sternzeit 

B! der Abstand vom Erdmittelpunkte 
(p' die verbesserte Polhöhe 
^ die Stemzeit 

K die beide Stationen verbindende Sehne, 

Äj D beziehungsweise die Rectascension und Declination der Sta- 
tion II. von Station I. aus gesehen, 

so wird nach bekannten Forineln: 



*) Der Fall, dass zwei Sternschnuppen nahezu gleichzeitig in einem grössten Krei*« 
erscheinen, der durch den Zielpunkt der Verbindungslinie zwischen den Stationen geh! 
und dass noch ausserdem die eine Sternschnuppe bloss auf der einen, die andere blo?' 
auf der anderen Station bemerkt wird, ist schon zu selten, um viel Rücksicht danu: 
nehmen zu müssen. 
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1B! cos q)' cossf — B cos tp cos s =z K cos D cos Ä 
Jd cosip* sinsf — R cosg) sins = JT cosD sinÄ 
B! sinq/ — B sinq) = K sin D. 

Es seien ferner a, 8 die Rectascension und Declination der Stern- 
schnuppe, von Station I. aus gesehen, a\ 8* Rectascension und Declination 
an Station U. beobachtet, so haben wir nach der bekannten Bedingungs- 
gleichung für drei in einem grössten Kreise liegende Oerter 

0) tg B sin («' — a) — ig 8 sin {A — «') -|- tg d' sin {A — «) = 0. 

Bezeichnen wir mit x, y, z die rechtwinkeligen Coordinaten in Be- 
ziehung auf ein System, dessen Fundamentalebene die Ebene des Erd- 
äquators, dessen positive X-Axe das Frühlingsäquinoctium ist, mit X, Y, Z 
die Coordinaten der Station L, mit X', Y\ Z! die der Station IL, mit ^ 
den Abstand der Sternschnuppe von Station I., mit 9' den von Station II., 
80 wird 

r . — X = (> cos Ä cös a, y — Y •= q cos 8 sina^ z — Z = p sin 8 
X — X'= Q^cosd'cosa^ y — 1^== q' cosd' sina\ z — ^= Q'sinS', 

iaLer nach Subtraction der unteren Gleichungen von den oberen, wenn 
nan sich erinnert, dass 

K'^X = KcosDcosÄ, T—Y=KcosDsinÄ, Z''-Z=KsinD, 

IQ cos 8 cosa — q' cos ö' cos a' = K cos D cos Ä 
Q cos 8 sina — p' cos ö' sin a' = K cos D sin Ä 
Q sinS — 9' sin 8' = K sin D. 

Eliminirt man aus der ersten und zweiten dieser Gleichungen q\ so 
indet man 

I.) . . Q cos 8 sm(a' — a) = K cosD sin(a' — Ä)-, 

liminirt man dagegen q\ so ergiebt sich « 

■ 

II.) . . p' cos Ä' sin (a — a') =:^ K cps D sin (cc — Ä). 

Die Formeln IL) und IIL) sind sehr bequem zur Bestimmung von 
I und q' und damit aller übrigen zu suchenden Werthe, wenn a' — a 
icht allzu klein wird. Würde dagegen vorzugsweise die Declination von 
er Sternschnuppen-Parallaxe afficirt, so müsste man sich anderer For- 
leln bedienen. Multiplicirt man die Gleichungen L, die erste mit 
In 3' cos a\ die zweite mit — sin i' sin a', die dritte mit — cos 8' cos 2 a', 
)~ erreicht man ebenfalls die Elimination von q' und erhält 
Q cos 8 sin 8' cos («' + a) — q sin 8 cos 8' cos 2 a' 
= K cosD sin 8* cos (od + -4) — K sin jD cos 8' cos 2 a' 

ier 

sin 8' cos D cos («' + -^) — cos 8' sin 8 cos 2 a' 

sin 8' cos 8 cos («' + «) — cos 8' sin 8 cos 2 «' 
id eine analoge Formel für q\ 
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Aus Q und q' berechnet sich dann : 

X:=:RC0Sq>C088-\- Q COS Ü €08 €t z= Bf C08 q>' COS s' 4" p' COS Ö' COSo! 

y = B co8q> sins + g cosö sina =r. Bf cosq)' sinsf + Q* cos Ä' sina' 
jB ^= R sinq) -^ g sind =1? sin tp* + g* sin d'. 

Er bedeute r den Abstand der Sternschnuppe vom £rdcentrum, u 
und d die ans diesem gesehene Rectascension und Declination, d. h. al.su 
Stern zeit und verbesserte Polhöhe des Ortes, für welchen die Stern- 
schnuppe im verbesserten Zenith erschien, so ist bekanntlich 

X = r cosd cosa^ y =^ r cos d sin a, z z= r sin d. 

Der Uebersohnss von r aber den Radiusvector des genannten Ortes 
auf der Erdoberfläche, multiplicirt mit dem Cosinus der Verbesseraog der 
Polhöhe liefert die Höhe der Sternschnuppe über der Erdoberflache, km 
Cosinus darf übrigens ohne Bedenken gleich 1 gesetzt werden, da die 
Verbesserung nur etwa 12' im Maximum beträgt 

Die wegen der unvermeidlichen Beobachtungsfehler immer nur nak, 
nicht in ftusserster Schärfe zu verlangende Uebereinstimmung der Resul- 
tate aus II.)nind III.) liefert sowohl eine Prüfung der Richtigkeit der 
numerischen Rechnung, wie auch einen nachträglichen Beweis, dassaB 
beiden Stationen wirklich ein und derselbe Körper beobachtet worden ist 

Die Formeln der eben vorgetragenen Methode lassen , wie maL 
leicht bemerken wird, zu, die Höhe der Stationen über dem Meere zu 
berücksichtigen, was in einzelnen Fällen erheblich das Resultat verbesseni 
kann. Man braucht zu dem Ende nur die Meereshöhen auf dieselbe 
Einheit, wie R und R! haben, zu reduciren und zu letzteren Grössen zs 
addiren; wenn man es aber noch genauer nehmen will, multiplicirt nai 
zuvor die Höhen mit der Secante dei* PolhöhenVerbesserung. 



Hundertundeinundzwanzigste Vorlesung. 

üeber.den Radiationsponkt und dessen Herleitimg. 

. Die Vorschriften der vorhergehenden Vorlesung auf das Aufleuchte 
und das Erlöschen einer Sternschnuppe angewandt, geben die geoc 
trischen Coordinateu derselben für die den beiden Momenten entspi^ 
chenden Zeiten, also den dazwischen zurückgelegten Weg und endL 
aus der Dauer der Erscheinung die Geschwindigkeit. Ehe wir jedoch ci« 
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Beispiel einer solchen Rechnung gehen , wird es nützlich sein , die Auf- 
merksamkeit noch auf einen anderen wichtigen Punkt zu lenken. 

Es leuchtet ein , dass sowohl die Bewegung der Erde als auch die 
der Sternschnuppe von dem Widerstände, welche letztere in der Erdatmo- 
sphäre findet, hier ahgesehen, sowie von dem gleichfalls hier unwesentlichen 
Umstände, dass die Sternschnuppe in der Regel die Katastrophe des Zu- 
sammentreffens mit der Erde und deren Atmosphäre -nicht üherdauert, für 
die Zeit einiger Stunden als eine gleichmässige und geradlinige betrach- 
tet werden kann. Dass bei solcher Annahme der geocentrische Lauf der 
Sternschnuppe ebenfalls in einen, wenn auch mit ungleicher Geschwindig- 
keit verfolgten grössten Kreis, d. h. scheinbar geradlinig sein wird , wis- 
sen wir aus früheren Betrachtungen. Stellen wir uns aber weiter die 
Frage, welchen geocentrischen Ort die Sternschnuppe in genanntem gröss- 
ten Kreise nach Verlauf einer so langen Zeit einnimmt, als sich im äus- 
sersten Falle mit obiger Voraussetzung vertragen würde, mit anderen 
Worten, die Frage nach dem Endpunkte des geocentrischen Bogens, dem 
die Sternschnuppe sich fortwährend nähert, ohne ihn überschreiten zu 
können. Bezeichnen wir die rechtwinkligen geocentrischen Coordinaten 
für die aufleuchtende Sternschnuppe mit o?, y, £f, die für die gewöhnlich 
nur einige Secunden später erlöschende Sternschnuppe mit x\ y\ ii ^ fer- 
ner mit % die erwähnte Zeit, welche nach dem Erlöschen oder vorher 
yerfliesst, bis die Sternschnuppe den Endpunkt des geradlinigen Theiles 
ihres geocentrischen Laufes erreicht, mit t und i die Zeiten des Auf- 
leuchtens und Erlöschens, mit P und Q beziehungsweise die Reotascen- 
sion und die Declination jenes Endpunktes, endlich mit g die Geschwin- 
digkeit der Sternschnuppe relativ zur Erde oder die Grösse 



so haben wir 



± y{?! — «)» + (y - yy + (/ — eY 
xf + — ^ —^ = 0%^ cosQ cosP 

^ ^ } _^ = g^ stnQ 



oder 



\ + T-E-f- = 9C08Q 8inP 

Klinker fn es, theoretische ABtronomie. * 28 
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Da nan aber ^ sehr gross, gleichsam unendlich gross gewählt 

den soll, so verschwinden auf der einen Seite dieser GleichuDge 

x' y jr' 
Glieder S" » äT » a* ^"*d ™*o ^** 



A) 



^ _ . g cosQ coaP 

^ 3 ^ =9 cosQ 8inP 
7-— j- = 9^n(i. 



Nimmt man hier das Yorseichen von g positiv, so erhält man 
Ort am Himmel, auf welchen der geocentrische Lauf nicht bloss de; 
seinen Sternschnuppe, sondern aller solcher Körper gerichtet, ist, « 
bei dem Durchgange der Erde durch den Meteorstrom sichtbar w( 
Denn dieselben durchlaufen im Räume parallele Gerade mit gemeins 
lieber Geschwindigkeit; es sind daher für alle zu dem Meieorstrom 
hörigen Körper die Verhältnisse 

%/ — y 

-7 oder lang P 

X — X 

und 

s/ — B 

-7 oder %ec Q tafig P 

X — X 
dieselben. Der betreffende Punkt wird, weil die feurigen Linie; 
Stemschnnppenfalls nach ihm convergiren, Radiationspunkt der 
vergenz, der demselben diametral gegenüberliegende, von welcb 
Sternschnuppen eines und desselben Schwarms zu kommen sct 
Radiationspunkt der Divergenz genannt. Für das Noveml 
nomen fällt der letztere Punkt nahe bei y Leonis , weshalb der d^ 
nomen verursachende Strom , dessen knotenförmige Verdichtung i 
meten 1. 1866 bildet, Strom der Leoniden genannt wird. Der dem.| 
phänomen entsprechende, dessen Verdichtung den Kometen III. 1^ 
macht und dessen* Divergenzpunkt in eine Stelle des Perseus | 
Rectascension 44<>, der Declination -|- ^^^ fällt, führt deshalb a 
Namen der Perseiden. 

Zur Bestimmung des Divergenzpunktes bedarf ea nach deni 
gehenden nicht der correspondirenden Beobachtungen, sondern' 
Eintragens der in einer Nacht bemerkten Stemschnuppenbahneii 
Sternkarten und der Construction des allen wenigstens nahezu 
samen Durchschnittspunktea. (Man muss hier berücksichtigen J 
Sternschnuppe sich in einem widerstehenden Mittel bewegt, d« 
mender Einfluss ja durch das Glühen der Sternschnuppe am ] 
zeugt wird, ferner, dass das Auge des Beobachters an der Dri 
Erde theilnimmt, und dass noch andere stöi'ende Einflüsse das 
kommen eines strengen Radiationspunktes verhindern.) 
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I Ehe wir, wie in der zweitnächsten Vorlesung geschehen soll, zeigen, 
dass aus der Lage des Divergenzpunktes und der Geschwindigkeit alle 
Elemente der Bahn des Stemschnuppenringes abgeleitet werden können, 
mag an einem Beispiel die Anwendung der oben gegebenen .Formeln für 
correspondirende Beobachtungen erläutert werden. 

In Berlin (Beobachtungsstation des Professors A. Erman junior), 
0^44' 19" östlich von Pai-is, 520 20' nördlicher geographischer Breite 
wurde 1836 am 14. November um 13^26',0 mittL Zeit das Aufleuchten 
einer Sternschnuppe unter 

a = 1360, S = + SO 
notirt. Auf der Breslauer Sternwarte, 0^58' 48" östlich von Paris und 
, unter 510 6',9 nördlicher geographischer Breite notirte man um 13^40',0 
i. MittL Zeit ebenfalls das Aufleuchten einer Sternschnuppe unter 

a' = 1-600, *' = + 400. 

^^ Der Zeit nach können erfahr ungsgemäss beide Erscheinungen corre- 
f apondirt haben, da die Notirungen der Zeit nicht sehr scharf sind. Ver- 
^'iuchen wir das geometrische Kriterium, so haben wir fär Berlin folgende 
!)aten : 

Sternzeit = 5^2' 31", Verb. Polhöhe = 52« 8',1, logB = 9,9991, 

. h. 

X = 0,1521, r = 0,5934, Z = 0,7878. 

Für Breslau hat man gleichzeitig 

aetl'jernzeit = 6^ 17' 0", Verb. Polhöhe = 500 55',7, log B' = 9,9991, 

D^Mmnach femer: 

^^^' X' = 0,1173, r = 0,6179, Z' = 0,7749 



^^" A = 144ö5l'.2, D = — 160 51',8, %Jr= 8,6481. 

#'' Die Gontrolegleichung O) streng erfüllt zu sehen, brauchte man bloss 



icm"z= 137^21',2 statt des beobachteten a = 136o zu setzen; wenn man 
per '^r den Fehler auch auf 8, a' und d' vertheilen wollte, bedürfte es noch 
teB^lt geringerer Aenderungen, und es ist daher an der Gorrespondenz der 
1 Pei^den Oerter nicht wohl zu zweifeln. 
^fi¥- Die Rechnung nach Formel II.) und III.) ergiebt nun weiter 

log Q = 8,4375, logo' = 8,3227. 

^ i^timmt man die heliocentiischen Coordmaten x, y, z aus p, so findet 

^ a; = 0,1324, y = 0,6124, ß = 0,7892, 



g^, ' dass also die Sternschnuppe im 
' ^ii>5** 11' 12", dessen geocentiisch 



'0\' a = 770 48', d= + 510 33', r = 1,0082, 

,1. ri. 1 • 2enith eines Ortes war, dessen Stern- 

.y ^ ** *- , ^w geocentiische Breite -j- 510 33' betrug, d. h. im 

"^^erl'th eines Ortes, der 8' 41" in Zeit östlich und 35' südlich von Berlin 
^eg^ die Höhe betrug 0,0102 des Aequatorhalbmessers oder 8,8 geogr. 

\ ' ' . 28* 
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Meilen. Sehr sicher aeigt sich freilich aus Gründen, die wir in der fol- 
genden Vorlesung besser kennen lernen werden, diese Bestimmung nicht, 
wie wir gleich ersehen, wenn wir die Coordinaten aus q\ statt aus Q be- 
rechnen; denn wir finden dann 

X = 0,1022, y = 0,6234, £ = 0,7884. 

a = 800 41', d= + 51017', r = 1,0105, 

und die Höhe der Sternschnuppe an diesem Punkte ihrer Bahn gleich 
10,8 Meilen. 



Hunde rtundzweiundzwanzigste Vorlesung. 

ünabhängigmaolieii der Bestimmung von der Forderung 
der Gleiclizeitigkeit. Vereinfachende geometrisclie Be- 
trachtungen und Oonstruction. Angabe der bleibenden 

Unsicherheit. 

Das Beispiel, das wir ehen durchgerechnet hahen, ist vollständig 
geeignet, zu zeigen, wie misslich es zuweilen um die Anforderung der 
Gleichzeitigkeit der Beobachtung des Aufleuchtens und Yerschwindens 
aussieht. Derselbe Umstand tritt nun aber in noch viel entscheidende- 
rer Weise hervor, wo wirklich schai'fe Bestimmungen der Zeit vorliegen; 
man macht da die Erfahrung, dass das Aufleuchten an der einen Station 
häufig erheblich später bemerkt wird als an der anderen, ja häufig sogar 
erst dann, nachdem für die eine Station schon das Erlöschen eingetreten 
ist. Vorwiegende Ursache dieser Erscheinung scheint nicht die Verschie- 
denheit in der Entfernung von beiden Stationen zu sein, sondern viel- 
mehr die Phasenverschiedenheit der Brennflächen; denn e& hat sich ge- 
zeigt, dass in der Mehrzahl der Fälle gerade die nähere Station später 
beobachtet. 

Bei so bewandtenr Umständen ist es doppelt wünschenswerth, der 
Gleichzeitigkeit der Beobachtungsmomente ganz entbehren zu können. 
Durch die folgenden Betrachtungen erlangen uHr aber noch mehr als 
dies; wir werden in den Stand gesetzt, anzugeben, in welchem Grade die 
unvermeidlichen Beobachtungsfehler auf die Sicherheit des Resultates ein- 
wirken. Ohne dass ein solches Urtheil ermöglicht wird, haben die Recb- 
nungsresultate nur geringen Werth und können, wenn man allzu ver- 
trauensvoll Folgerungen aus ihnen zieht, zu falschen Ansichten (wie z. B, 
über die Höhe der Atmosphäre) Veranlassung geben und statt zu einem 
Förderungsmittel der Erkenntniss ein Hemmniss derselben werd^. 
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Der in der Vorlesung 121 definirte Radiationspunkt der Divergenz, 
auch Badiationspunkt schlechthin genannt, hat offenhar nicht hloss locale 
Bedeutung, der Art, dass mit einem anderen Beobachtungsorte auch ein 
anderer Badiationspunkt einträte, vielmehr müssen eben die scheinbaren 
Bahnen der verschiedensten Stationen diesen Punkt der Sphäre mit ein- 
ander gemein haben, vorausgesetzt, dass die Beobachtungen nicht durch 
ein grösseres Zeitintervall von einander getrennt sind. Die Bahn an der 
Station I. schneidet sich also mit der an der Station II, beobachteten im 
Radiationspunkte. Ferner: der Zielpunkt der Sehne zwischen beiden 
Stationen, dessen Bectascension und Declination wir oben mit A und D 
beziehungsweise bezeichneten, beschreibt während der Dauer des Meteors 
am Himmel den Bogen eines Parallelkreises. Wegen der immer sehr 
kurzen Dauer der Erscheinung der Sternschnuppe kann aber dieser Bo- 
gen vernachlässigt werden, also Ä sowohl wie 2) während jener Dauer 
als constant behandelt werden. Wir wissen nun aber, dass* der grösste 
Kreis, welcher einen Ort der Bahn aus Station I. mit dem entsprechenden 
der Bahn auf Station IL, wie er hier bei strenger Gleichzeitigkeit hätte 
beobachtet werden 'müssen, verbindet, ebenfalls dui'ch den Zielpunkt der 
Sehne geht. Von den sechs Oertem auf der Sphäre: die Zenithe beider 
Stationen, zwei correspondirende Oerter am Anfange der scheinbaren 
Bahn und zwei am Ende derselben, lässt sich demnach Folgendes be- 
haupten : 

Verbindet man die Zenithe beider Stationen durch einen gröss- 
ten Kreis und ebenso die correspondirenden Oerter paarweise durch 
grösste Kreise, so gehen diese drei grössten Kreise durch den Ort, 
dessen Bectascension mit Ä, dessen Declination mit D bezeichnet wird. 

. Desgleichen,, gehen drei grösste Kreise durch den Radiations- 
punkt der Divergenz^der der Convergenz, nämlich die scheinbare, 
an beiden Stationen beobachtete, durch Anfangspunkt undEndpifnkt 
gegebene Bahn und die daraus herzuleitende, wie sie aus dem Erd- 
mittelpunkte gesehen worden wäre. 

Nach dem eben Gesagten ist es nun offenbar für den Zweck der Be- 
rechnung einesf correspondirenden Sternschnuppenfalls nicht mehr erfor- 
derlich, dass das Aufleuchten oder Erlöschen ein an beiden Stationen 
gleichzeitig wahrzunehmendes Moment sei. Denn man kann immer zu 
einem beliebigen Orte der scheinbaren Bahn in Station I. den entspre- 
chenden Ort für Station II. dadurch finden, dass man durch den Zielpunkt 
der Sehne^und jenen Ort ein en| grössten Kreis legt; der Durchschnitts- 
punkt desselben mit der scheinbaren Bahn der Station IL ist der gesuchte 
correspondirende Ort. 

Eines angenäherten Vermerks der Zeit einer beobachteten Stern- 
schnuppe bedarf es übrigens stets, um über die Correspondenz zu ent- 
scheiden, einmal schon deshalb, weil es ja durchaus nicht unmöglich ist, 
dass zwei verschiedene Körper zu- zwei verschiedenen Zeiten in einer und 
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derselben Bahn oder vielleicht doch wenigstens in einer and derselben 
Ebene laufen; dann aber auch, weil der Zielpunkt der Sehne, d. h. die 
Rectascension Ä und die Dedination D seines Ortes sonst nicht bestimmt 
werden können. Beiläufig sei noch einmal darauf aufmerksam gemacht^ 
dass man diese beiden Grössen, so lange die beiden Stationen dieselben 
bleiben, nur einmal Mr irgend eine Zeit, z. B. für die Sternzeit 0^ der 
Station I. nach trigonometrischen Formeln su berechnen braucht. BenD, 
da die Sehne zwischen beiden Stationen eine Eegelfläche beschreibt, der 
am Himmel ein Parallelkreis entspricht, so ist D constant und A wächst 
wie die Stemzeit. 

Wir können nun das Wesentlichste der ganzen Rechnung in einige 
wenige leicht zu behaltende Formeln zusammendrängen , wenn wir uns 
die EinfGlhrung von ein paar Symbolen gestatten. So bezeichnen wir 
mit (aÄ) den durch die Gleichung 

C08(ccÄ) = sind , sin D + cosS cosD cos{a — Ä) 

zu bestimmenden Bogen, eines grössten Kreises, welcher zwischen dem 
Zielpunkte der Sehne K und dem Orte von der Rectascension cc und der 
Dedination S liegt, an welchem die Sternschnuppe auf Station !• gesehen 
wurde. Die Rectascension und die Declination des correspondirenden 
Ortes auf Station II. seien beziehungsweise «i und ^i, so stellt nach obi- 
ger Bezeichnung, und wenn man noch bestimmt, dass die Bogen unter 
180^ bleiben sollen, {fx,A) den inneren Winkel des ebenen Dreiecks Sta- 
tion I. — Station IL — Sternschnuppe vor, an dem Punkte Station I. 
gelegen; {(x! A) — («-4) ist offenbar der Winkel an der Sternschnuppe, 
und wir haben daher sehr einfach: 

sin{a* A) 

^ ~ 8in[{ci!A) — {aA)]S 
„ _ $m(aÄ) 

Beträgt der Beobachtungsfehler, welchen man bei dem einzelnen 
Orte zu befürchten hat, s Grade, so kann der daraus für (ccA) und für 
(a' A) entspringende Fehler gleichfalls bis zu e Graden steigen, jedocli 
nur in dem allerungünstigsten Falle, dass der Beobachtungpfehler gerade 
in der Richtung des grössten Kreises begangen worden ist, in welchen 
jene Bogen fallen. 

Der im natürlichen Logarithmus von q schlimmsten Falls zu be- 
fürchtende Fehler, entsprechend der Annahme, dass die Fehler der beiden 
Bogen (ccÄ) und (od A), im entgegengesetzten Sinne begangen, sich ver- 
stärken, wird gleich 

+ -^ [cotg{(t^'A) - (aA)} ^ cotg(aA)l 

folglich der Fehler des Werthes von Q selbst gefunden aus der Gleichung 
57,3 . ^Q = ±2if8 [cotg{(u'A) — (aA)} — catg(aAy]. 
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Durch dieselheu Betrachtungen findet man für /i q\ d. h. den Fehler 
von q' 

57,3^^' = ±2q's [cotg{(a' — Ä) — (aÄ)] — cotg(a'A)l 

Ist nun , wie früher angegeben , die geocentrische Rectascension a, 
die zugehörige Declination d der Sternschnuppe und ihr Abstand vom 
Erdcentrum r berechnet, so wird, wie .leicht einzusehen, der zu befürch- 
tende Fehler in r oder in der Höhe der Sternschnuppe aus der Gleichung 

z/r = cos(ttä) ^Q =. cos{a* a) d q! 

zu bestimmen sein. ' Die Längeneinheit ist der Aequatorialhalbmesser 
der Erde. 

a' und 8' sind Rectascension und Declination des Durchschnitts- 
punktes zweier grössten Kreise. Wie die Coordinaten eines solchen be- 
stimmt werden, haben wir bei einer früheren Gelegenheit gesehen. 



Hundertunddreiundzwanzigste Vorlesung. 

Bestimmung des von dem Meteor oder Meteorstrom um 
die Sonne beschriebenen Kegelschnitts. 

Es liegt uns jetzt ob, das zweite Hauptproblem der Sternschnuppen« 

theörie zu behandeln, die Bestimmung der Bahn, welche dieselben um 

die Sonne beschreiben. Dazu bieten sich nun leicht die folgenden Ge- 

dx dy dz . 
ßichtspunkte. Sind -rr- , -^ , -rr die drei Componenten der Geschwin- 

at at at 

digkeit relativ zur Erde, mit welcher sich die Sternpunliite in der Rich- 
tung nach dem Radiationspunkte der Convergenz zu bewegen scheint, 

—TT 1 "TTt "TT die Componenten der Geschwindigkeit des Erdcentrums, 
dt at at 

80 werden die Componenten der Geschwindigkeit des Meteors, relativ zur 

Sonne, ausgedrückt durch 



dx dX 


dy dY 


dz dZ 


dt ^ dt ' 


dt ^ dt' 


dt "^ dt 



Geometrisch wird also die totale Geschwindigkeit der Sternschnuppe 
in ihrer Bahn vorgestellt durch die Diagonale eines ParallelogrammSt 
welches die relative Geschwindigkeit zur Erde und die Geschwindigkeit 
der letzteren selbst zu Seiten hat. 

Da nun das Parallelogramm eine ebene Figur ist, so folgt, dass der- 
jenige Punkt des Himmels, auf welchen die Tangente an die Stern- 
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tchnappenbahn nelt, in einen gröeaten Kreis fiUt, welcher den Zielpunkt 
der Tangente der Erdbahn mit dem Convergensponkt des Meteorstroms 
verbindet. 

Kennt man von den genannten Stücken ausser dem Radiationspnnkt 
entweder die beiden Seiten oder eine Seite und die Diagonale, so kann 
man offenbar sAmmtliche Winkel des Parallelogramms, also auch den 
Zielpunkt der Diagonale oder Tangente auf dem Bogen jenes grössten 
Kreises vollkommen bestimmen. Wir werden gleich und noch besser 
weiter unten die Fruchtbarkeit dieser Betrachtung kennen lernen. 

Nach dem eben Gesagten sind uns, wenn die Geschwindigkeit irgend 
woher bekannt ist, sogleich auch awei Richtungen bekannt, welche in die 
Bahnebene der Sternschnuppe fallen müssen; die eine ist die Richtung 
der Tangente an die Bahn, die andere die Richtung nach der Sonne, weil 
für die Beobachtung die Radien vectoren der Erde und der Sternschnuppe 
als zusammenfallend betrachtet werden dürfen. Die Länge der Erde zur 
Zeit der Beobachtung ist also Si oder ^ der Stem8chni:qppenbahn , je 
nachdem der Zielpunkt der Diagonale des Parallelogramms eine nördliche 
oder eine südliche Breite hat. Der durch letateren Ort und die Sonne 
gelegte grösste Kreis repräsentirt die Bahnebene. 

Hiernach ergeben sich nun ohne Mühe die folgenden Formeln, in 
denen Längen und Breiten zu Grunde gelegt sind, da diese Coordinaien 
hier wirkliche Vorzüge vor den Rectascensionen und Declinationen 
besitzen. 

Es seien X und ß beziehungsweise die Länge und die Breite des 
Convergenzpunktes , L die Länge ded Zielpunktes der Tangente an die 
Erdbahn, V die Geschwindigkeit des Meteors in seiner Bahn um die 
Sonne, O die Länge der Sonne, d der Bogen des grösst^i Ej*ei8es, welcher 
den Gonvergenzpunkt mit dem Zielpunkte der Erdbewegung verbindet, 
y die Neigung dieses grössten Kreises gegen die Ekliptik, dann wird 
nach bekannten ^ormeln^für sphärische Dreiecke: 

'^ ^"^y = m(A-.L) . 

2) sm = ■ . - • . 

smy 

Zur Prüfung kann die Relation 

3) €08 = cos ß cos (k — L) 

dienen. 

Bezeichnen wir noch mit w den Winkel, welchen die Richtung der 
Tangente der Meteorbahn mit der Tangente an die Erdbahn einschÜesst, 
sowie mit T die Geschwindigkeit der Erde, so liefern die Eigenschaften 
des oben genannten Parallelogramms die Relation 

T 
4) sin (ä — w) = ■— sin d. 
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Femer wird der Winkel, welchen die Tangente der Meteorbahn mit 
dem Radiusvector, also mit der Richtung nach der Sonne macht, welchen 
Winkel wir mit d bezeichnen wollen, durch die Gleichung 

C08 = co8tv cos (L T- O) — sinto sin (L — O) cos y 

gefunden. 

Zur Berechnung. der Neigung i hätte man dann die Proportion 

sin i : sin y = sin w : sin 6. 

Es lassen sich aber diese beiden letzteren Formeln nur zur nume- 
rischen Prüfung, nicht aber zur vollständigen Berechnung verwenden, da 
nach ihnen unbestimmt bleiben würde, ob die Bewegung direct oder 
retrograd und ob 

ß = oder = ISO» + O. - 

Wenn man diese Entscheidungen haben will, die bei Sternßchnuppen- 
bahnen ganz ebenso nothwendig sind als bei den Bahnen von Kometen, 
BD kann man sich nicht davon dispensiren, die Länge l und die Breite b 
des Zielpunktes der Tangente an die Sternschnuppen (wie sich hier von 
selbst verstehen dürfte, in der Richtung der Bewegung genommen) zu 
berechnen. Glücklicherweise ist das sehr einfach , denn die Formeln für 
rechtwinklige Dreiecke, dieselben, welche wir oben angewendet haben, 
ergeben die Relationen: 

5) sinb = siny sinw 

6) StnU — 2y) = -; 

Auch ist offenbar: x 

8) cos6 z=i cosh cos(Q — 0- 

Es ist Si == 180® + O, wenn h positiv, ß = ©, wenn b negativ; 
die Bewegung ist direct, wenn sin(ö — 7) positiv, retrograd, wenn diese 
Grösse negativ wird. 

Bezeichnen wir den gemeinschaftlichen Radiusvector von Erde und 
Meteor durch r, so stellt die Grösse 

Vr sinö 

die doppelte Flächengeschwindigkeit der Meteorbahn vor, also den 
Werth von 

9) hVp'. 

Die Einheit der Zeit wird hier statt der Secunde der Sonnentag, die 
Einheit des Raumes die halbe grosse Axe der* Erdbahn. Bekannt ist uns 
biemach auch die Formel: 
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10) 



fr a 



wo a die halbe grosse Axe der Meteorbahn vorstellt. 

Man hätte somit, wenn F, unserer Voraussetzung gemäss, als be- 
kannt angesehen werden dürfte, nach 9) den Werth des halben Para- 
meters der Bahn, nach 10) die halbe grosse Axe, folglich auch die Ex- 
centricität e, endlich auch nach der bekannten Formel 

. « 

11) e cosv = - — 1 

r 

die wahre Anomalie v. Letztere föllt in den dritten oder vierten Qua- 
dranten, wenn r abnimmt, d. h. cos 6 oder cosQ — O) positiv ist, in die 
beiden ersten Quadranten, wenn r wächst, d. h. cos Q — O) negativ wird 
Endlich ist 

f « — ß = + V, wenn h nördlich, 

l« — ^ = 4:1; + 180®, „ l südlich. 

Das obere Zeichen gilt bei directer , das untere bei retrograder Be- 
wegung. Aus V ist daiin schliesslich noch die Perihelzeit des Meteors 
auf bekannte Weise zu berechnen. 

Die Länge L des Richtungspunktes der Erdbewegung pflegt in den 
Ephemeriden nicht angegeben zu werden, ebenso wenig die Geschwindig- 
keit Tder Erde. Die Gleichung 10), auf die Erdbewegung angewandt, 
giebt 

r = Äy|-- 1*), 

wonach dann weiter die doppelte Flächengesch windigkeit der Erde 



Tr sin(L — O) = Är|/- — 1 sin(0 — 



L) 



= äVi — (0,01678)3 = 0,9998 k. 

(Die Grösse 0,9998 stellt den Semiparameter der Erdbahn vor.) Daher 
haben wir für L die Formel 

.^ V 0,9998 

13) sm(0 — X) = 7^=^=— • 

Zur Erkennung des Quadranten von O — L dient die Bemerkung, 
dass der erste Quadrant zu wählen, wenn r abnimmt, der zweite, wenn 
r. im fWachsen begriffen ist. 



*) Mit Vernachlässigung der Krdmaäße. 
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Hundertundvierundzwanzigste Vorlesung. 

Fortsetzung der Untersuclmiigen aus Vorlesung Hundert- 
unddreiundzwanzig. Reohnungsbeispiel. 

Die YorauBsetzang, die wir vorläufig gemacht, dass V aus den Stern- 
schnappenbeobachtangen , d. h. aus einer directen Bestimmung der Ge- 
schwindigkeit mittelst Yergleichung des zurückgelegten Weges und der 
Dauer der Sichtbarkeit bekannt sei, trifft nur äusserst selten zu, ja wohl 
niemals ausser jenen Gelegenheiten,' wo der Nachweis zu liefern ist, dass 



v>,yi 



und somit die Bahn des Meteors eine Hyperbel gewesen sein müsse. 

Wo es aber nicht bloss darauf ankommt, zu erkennen, dass die ge* 
nannte Grenze überschritten sei, sucht man die Umlaufszeit aus den Jah- 
ren besonderer Häufigkeit der Sternschnuppen des bestimmten Radia- 
tionspuuktes zu ermitteln. So hat z. B. der amerikanische Astronom 
Newton festgestellt, dass das Novemberphänomen nach 33 bis 34 Jahren 
einen besonderen Glanz entfaltet, dass also die Umlaufszeit der dichteren 
Stelle des Meteprringes zwischen 33 und 34 Jahren, genauer noch, dass 
sie 33,25 Jahre betrage. Dieser entspricht der Werth der halben gros- 
sen Axe 

a = (33,25)% = 10,340, 

2 1 

und der Werth von F, da nämlich r = 0,98894, = 1,9257, 

T CL 

7 = 0,02387. 

Was ein anderes Beispiel, den Augustfall, betrifiFt, so Ist derselbe 
nach den Zusammenstellungen von Ed. Biet und Quetelet besonders 
stark in folgenden Jahren bemerkt worden: 830, 833, 835^, 841, 925, 
926, 933, 1029, 1263,' 1451, 1779, 1784, 1789. Sucht man diese Zahlen 
unter die Form 

zu bringen, wobei n die Anzahl der vom Anfange der Reihe an vollende- 
ten' Umläufe, ti die Dauer eines solchen, | die Anfangsepoche darstellt, 
so findet man | = 827,6, iy = 105,7. Verstärkte Augustfälle würden 
hiernach um folgende Jahre herum gewesen sein: 828, 933, 1039, 1145, 
1250, 1356, 1462, 1567, 1673, 1779; das nächst bevorstehende Maximum 
würde gegen das Jahr 1885 fallen. 

Hiemach würde sich a für den Augustschwarm gleich 22,355, die 
Geschwindigkeit Fin demselben zu 0,02389 ergeben. 
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Unter der VorauBsetzuog, das» der StenuchnuppenBehwarm eine sehr 
gestreckte Bahn durchläuft, wird, wenn man auf die eben angegebene 
Art keine Annäherung von a erhalten kann, auch die Annahme 

einen für die Rechnung brauchbaren Werth von F liefern. Man ist also 
immer im Stande, aus' dem Radiationspunkte die Grösse 8 — tc, welche 
man ganz passend die Aberration des Radiationspunktes nennen könnte, 
da sie durch die Erdbewegung veranlasst wird, mittelst' der Formel 4) 
voriger Vorlesung : 

T 

sin {d — w) = sin Ä — = 

zu berechnen; wir haben gesehen, dass sich daraus dann alle Elemente 
der Meteoritenbahn vollständig bestimmen. Man begreift also leicht die 
Wichtigkeit und das Interesse des Constatirens der vielen Radiations- 
punkte, welche aufmerksame Beobachter, wie Heis, Jul. Schmidt and 
Andere, am Himmel bemerkt. 

Rechnungsbeispiel. Ein Maximum des Novemberphänomens fiel 
auf 1866, November, 13,59 Mittl. Berliner Zeit. Die Länge nnd die 
Breite des Convergenzpunktes waren beziehungsweise: 

A= 3230 12' 
/3 = — 100 16' 
Ausserdem ergiebt das Jahrbuch: 

= 231*28' 
r = 0,9889, 
folglich nach Formel 13), da r abnimmt, 

O — 2y= 89^8' 
L = 1420 20'. 
Da A — Z. = 1800 52', erhält man nach 1) und 2): 

y = 8ö0 12',9| 
d = 1900 18',2. 

Die Formel 3) zeigt, dass Ö im diitten Quadranten liegt, da sowohl 
sin 8 als cos^ negativ ausÜAllen. 

Gleichung 4) oder ihre oben angef&hrte Transformation ergiebt: 

* — «; = — 7029',3 

w = 1970 47',5, 
sodann erhält man nach 5) und 6) 

5 = — 170 43',6 
l'-L= 181032',0. 
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In diesem Quadranten, nicht im vierten, mufis l — L gewählt wer- 
den, damit nicht tangi nach 7) unzulässigerweiBe negativen Werth an- 
nimmt. Es wird danach: 

l = 3210 38' 
O — 2 = 269» 50' 
i= 17044'. 

Da hier sin (O — l) negativ wird, ist die Bewegung retrograde. 
Da h negativ, so ist 

ß = = 2310 28'. 

Die Formel 8) ergiht 

Ö = 900 9'^6, 

wonach dann weiter nach Relation 9) : 

hvp= Vr sin 6, 
weil r nach 10) = 0,02387, 

logp = 0,27488, 
und da hekanntlich p = a cos (p\ 

(p = 640 44'^3 
e =z sinq) = 0,9044. 

Formel 11) liefert den Werth der wahren Anomalie v mit Rücksicht 
darauf, dass <5 ein stumpfer Winkel, 

V = 80 37'; 
nach 12) wird 

;r — ^ = t; = 1880 37', 

also die Länge des Perihels = 6O0 5'. 

Die Periheldistanz q oder die Grösse a (1 — e) findet man 

q = 0,9885. 

Aus obiger wahrer Anomalie von 80 37' folgt noch, dass der Durch- 
gang durch das Perihel auf 

1866 Nov. 7,27 Mittl. Berl. Zt. 
fiel. 
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Handertundfü nfundzwanzigste Vorlesung. 

Vergleiohung der duroh Bereohntmg des Radiationspunk- 
tes geftuidenen Bahn mit EoxnetenbalmeiL 

Vergleichen wir die aus dem Gonyergenspunkte des Novemberphä- 
nomens eben abgeleitete Bahn mit bekannten Kometenbahnen, so finden 
wir, daas die Elemente des Kometen I. 1866 damit die auffallendste 
Uebereinstimmung zeigen, das Element der Epoche des Perihels, welches 
hier, wie wir leicht erkennen werden, keine bedeutende RoUe spielt, 
allein ausgenommen. Zur besseren Uebersieht setzen wir die beiden Ele- 
mentensysteme neben einander. 



Novemberphänomen 


Komet L 1866 


(Perihel-Zeit) . . Nov. 7,27 


1866 Januar 11,197 


« -. ß . . . . 188^37' 


189» l',9 


ß .... 231 28 


231 26,1 


f . , . . 17 44 


17 18,1 


g . . . . 0,9885 


0,9766 


ß . . . . 0,9044 


0,9056 


a . . . . 10,340 


10,324 


Retrograd 


Retrograd. 



Bei Vergleichungen dieser Art, zu denen die nicht geringe Zahl von 
Meteorströmen jetzt häufiger Gelegenheit bietet, darf man Übrigens nicbt 
vergessen, dass die in demselben sich bewegenden Körper in einem Ringe 
einander folgen, und dass auch der dichtere Theil dieses Ringes sich über 
einen beträchtlichen Bogen erstreckt. Selbst bei dem Novemberfalle, 
bei welchem der Umstand der Verdichtung des Ringes in einem kleinen 
Theile desselben am deutlichsten hervortritt, hat man dennoch eine be- 
sonders glänzende Erscheinung in zwei bis drei auf einander folgenden 
Jahi*en, woraus zu schliessen, dass der Bogen besonderer Yerdichtang 
etwa in zwei Jahren durchlaufen wird. Hieraus ist dann ohne Weiteres 
klar, dass auf die Uebereinstimmung der Perihelzeiten der Meteore und eines 
damit in Beziehung zu setzenden Kometen Nichts ankommt* Aber aucb 
d^ Querschnitt des Stromes an der Stelle, wo ihn die Erde passirt, ist 
viel zu bedeutend, als dass man annehmen dürfte, die Erde treffe bei 
ihrem Durchgange die dichteste Stelle, mit anderen Worten, es lasse sicli 
die Voraussetzung der Gleichheit der Radienvector^n von Erde und Me- 
teorring an dieser Stelle für die ganze Breite des Stroms verantworten. 
Der Meteor8tr<»n des Augustüalles z. B. hat nach Erman's Schätzung 
einen Querdurchmesser von über 800 000 geographischen Meilen. Man 
darf daher nicht nur nicht erwarten, dass dieser Meteorstrom in seinen) 
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Schnitte mit der Erdbahn auch für seine dichteste Stelle, welche nach 
Schiaparelli's Theorie den Kometen III. 1862 ausmacht, in Strenge 
den Radiusvector der Erde habe, wie es die vorhergehenden Rechnungen 
voraussetzen müssen, sondern kann im Voraus des Gegentheils gewiss 
sein. Denn ein centraler Durchgang der Erde durch den Strom oder gar 
durch den Kometen selbst hat in hohem Grade die Wahrscheinlichkeit 
gegen sich. Nach dem Gesagten hat es denn auch nichts Auffallendes, 
wenn die Periode des verstärkten Falles, bei dem Augustfalle eine Pe- 
riode von 105,7 Jahren beispielsweise, nicht inner)ialb der nach den 
Beobachtungsfehlern zu setzenden Grenzen mit dar UmliEiufszeit des Ko- 
meten 'übereinstimmt. Der genannte, dem Augustsch warme entsprechende 
Komet hat nach Oppolzer's sorgfältiger Rechnung eine Umlaufszeit von 
121,002 Jahren. Der Unterschied der beiden, Perioden lässt sich, wie 
bemerkt, nicht aus Fehlern der Beobachtung, sehr gut aber aus der 
Breite des Stroms, nach welcher die bekannte Voraussetzung über r für 
den Kometen selbst schon merklich unrichtig wird, erklären. Am meisten 
wird durch solchen Umstand ausser der Perihelzeit der numerische Werth 
des Unterschiedes beider Umlaufszeiten beeinflusst. 

~ Es erscheint übrigens nicht angebracht, so lange man nicht weiss, 
ob eine identische Kometenbahn -aufzufinden, die Berechnung der Meteo- 
ritenbahn in der obigen Art anzulegen, vielmehr scheint eine Recognosci- 
rungsmethode mit abkürzenden starken Näherungen ganz am Platze. 
Solche wollen wir daher noch ableiten, um so mehr, als sich hier noch 
Gelegenheit zu wichtigen Bemerkungen bietet. 

In der Regel wird man die Geschwindigkeit der Sternschnuppe der 

V2" 
— annehmen. Ausser- 
dem erlauben wir uns, bei der bekanntlich sehr geringen Excentricität 
der Erdbahn r = 1 und L =r Q — 90^ zu setzen. Hiernach kann 
man den Recognoscirungsformeln eine äusserst einfache Gestalt geben. 
Unsere dahin führenden Betrachtungen illustriren wir durch Fig. 31. 

Fig. 31. 

0<mvergenz- 
punkt. 

Zielpunkt der Meteorbewe- 
gung. 




Sonne. Ekliptik. Zielpunkt der Erdbewegung. 



Wir behandeln nun nicht, wie oben, die ans KräfteparaUelogramm 
abzuleitenden Formeln rein analytisch, sondern berücksichtigen die geo- 
metrischen Eigenschaften des Parallelogramms, dass keiner der Winkel 
desselben zwei Rechte übersteigen darf, und ferner die Lage der Diago- 
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nale. Es soll hieraach d, d. h. der Winkel Ewischen dem Zielpunkte der 
Erdbewegong und dem Gonvergenspankte, 180<^ nicht äberscbreiten m 
der Zielpunkt der Meteorbewegung soll in diesen Bogen hineinfalleD. 
Ee folgt dann sogleich für { die Lftnge des Zielpunktee der Meteorbewe 
gung, dass 

l ^ ^ wenn A — L < ISO« 

l ^ i wenn A — L > 180« 

Dieses festgesetst, wird auch der Winkel d nach der Formel: 

eosd = cosß co8{l — L) 

= cosß cosß — O + 90«) 
= — cosß sinß — O) 
vollkommen bestimmt. Femer hat man immer sehr angenähert: 

• ^nö = Vi' Uenauer=Vl-.i,r) 

und dann weiter: 

tangw cotg Q — Q) 

lang S cotg (A — O) 

sinto sinh 

sind sinß 

tang h sinjl — L) cos {l — 0) 

tangß sinß — L) cos(i — O) 

4- *^^r.i ^^^^ — igßcotgjl — Q) 

=t ^^'^^^ - stn(0 ^ - cosß - 0) 

tang w tang ß 

tang Ö sm (O — A) 

Setzen wir hier für sin (0 — A) seinen Werth ans der Gleichung 
cos Ä = cos ß sin{Q — A) ein, so erhalten wir 

, . . sinß . 
+ tang t = . Z, • tang w. 
"~ smo 

Das doppelte Vorzeichen kommt wegen der Unterscheidung, (^ 
ß = oder ob = 180® + 0, und ist 6o zu wählen, dass tangi pos^ 
tiv wird. 

Da nach den obigen Betrachtungen sin S sowohl wie sin w stets f 

sin "b 
sitiv sind, so ist auch -: — j positiv, d. h. es sind stets h und ß entwe^^ 

sin p 

beide nördlich oder beide südlich. Dieser Umstand überhebt uns d^ 

Mühe, h selbst zu berechnen, und es ist einfach 

^ ^ wenn ß positiv, 

ß' „ ß negativ. 
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Die Identität der Meteorbahn mit einer Kometenbahn muss für sehr 
wahrscheinlich, beinahe für gewiss gelten , wenn nicht bloss Si und i 
einer Kometenbahn mit den entsprechenden Werthen der Meteorbahn 
übereinstimmen, sondern auch ausserdem der Radiusyector für den beob- 
achteten Durchgang durch den Knoten nahe gleich r oder gleich der 
Einheit wird. Die entsprechende Bedingungsgleichung lautet: 



1 =r = 



cos V2 v2 



5, wenn j3 positiv. 



cos V2 (« — ü) 
und = rr-? rv^f wenn ß negativ. 

Man kann schliesslich auch noch den Sinn der Bewegung, ob direct, 
ob retrograd, ermitteln, ohne l berechnen zu müssen. Es ist aus den 
obigen Betrachtungen leicht zu erkennen, dass die Bewegung direct ist, 
wenn w <i 90^, retrograd, wenn w > 90^. 



Hundertundsechsundzwanzigste Vorlesung. 

Zusammenstelluiig von Formeln für die Recognosoirung 
von Identitäten zwischen Meteorströmen und Kometen- 

balinen. Reohnungsbeispiel. 

Es seien 

\ dil bSS ) *** ConvergÄDzpuBktes. 

die Länge 1 - o 

j T> j • X i der Sonne, 

r der Radiusyector 1 

so berechne man 

cosS = cosß stn(0 — A), wobei d < 180» 

sinjd^w) ^ yj-ITT^ (oder auch = VV2), wobei «; < i , 

es wird dann sein: 

O = ^ (bei positivem ß) 

O r=: fö (bei negativem ß) 

-+- tangi = . ^ . iangw {tangi immer positiv). 
— stnO 

Bewegung direct, wenn w ein spitzer Winkel, retrograd, wenn w stumpf. 

Klinker fa es, theoretische Astronomie. 29 
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Eine Kometenbabn, die nahesu ebenfidls diese Werthe yon Si und 
f hat , bei gleichem Sinne der Bewegung , ist mit höchster Wshrschem- 
lichkeit mit der dea Meteorstroma fiEkr identisch zu halten, wenn nahe 

Beispiel. Der gut constatirte Stemschnuppenfall des 20. April hat 
nach Alexander Herschel seinen Divergenapunkt in 281^6 der Länge 
und -|- 57^0 der Breite. Man wünscht zu wissen, ob derselbe auf die 
Bahn eines bekannten Kometen führt. Es wird in diesem Falle 

X = 1010 36', /J = — 57» 0', O = 30« 0', r = 1,0054, 

« r^ 121 7, « — IT = 37 8', iO = 83 59, 

hiernach dann also: 

ß = 300 0' 

i = 83 52 
Direot. 

Sehen wir ein Kometenverzeichniss durch, so finden wir bei dem 
Kometen I. 1861 berechnet: 

ß = 29« 46' 
f = 79 46 

Direct 
und da bei diesem Kometen 

stnVi{(^- ß) + (ß -0)p ^ ^'^^^^' 
so ist die Wahrscheinlichkeit der Beziehung zwischen dem SterDScliDup- 
penfall des 20. April und dem ersten Kometen von 1866 sehr grosso 

Anderes Beispiel. Nach Heis tritt beinahe gleichzeitig mit 
dem bekannten Radiationspunkte der Leoniden unter anderen auch dei 
folgende zu spielen an, dessen Länge zu 56^2' und dessen Breite za 
-)- 24<^36' nach Heis'scher Bestimmung sein würde. Führt derselbe 
auf eine Kometenbahn ? 

Wir haben, wenn wir den 12. November hier als Zeit des Maximum^ 
annehmen : 

l = 2360 2', /J = — 240 36', O = 2300 0', r = 0,989:^. 

d = 94 29, iv— 50 26, ß = 230 0, t = 26« 51' 

also für diese Meteore: 

Q> = 2300 0' 

i = 26 51 

Direct. 



*) Noch grösser, als nach Professor Dr. Galle' s Rechnung in Nr. 1635 
., Astronom. Nachrichten", wo für die Meteore • = 890 gefunden wird. 



V 
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Bei dem Kometen des Jahres 1695 ist, auf das Aequinoctium von 
1860 reducirt, 

Q> = 2180 24' 

i = 220 0'. 
Die Bewegung ist ehenfalls direct und 

q 

siny^ {{Tt — Si) + (ß - ©)} "^ ^'^^^^' , 

Die Elemente des Kometen 1695 sind nicht sehr sicher bekannt, 
lassen sich aber nicht mit denen des Meteorstroms in befriedigende 
Uebereinstimmung bringen, wie eine genauere Untersuchung zeigt. Von 
denen des Kometen I. 1866, welcher, wie wir wissen, dem November- 
strom der Leo^iiden entspricht, unterscheiden sich die obigen Elemente 
des Novemberstroms aus dem Perseus ganz und gar dadurch, dass bei 
letzterem die Bewegung direct ist. 



Am Schlüsse dieses Abschnittes über Sternschnuppen mögen noch 
einige Notizen, die Literatur des Gegenstandes betreffend, Platz finden. 
Die Besser sehe Methode zur Berechnung correspondirender Stern- 
schnuppen, aus der wir in den Vorlesungen über diesen Gegenstand Vie- 
les entlehnt haben, findet man in Nro. 380 und 381 der „Astronom. 
N^achrichten". Eine Lösung des, anderen Problems, der Berechnung der 
Bahn des Meteorstroms aus dem Radiationspunkte, hat A. Erman in 
^ro. 385 der „Astronom. Nachrichten" gegeben. Einen vollständigeren 
Nachweis über diese Literatur giebt die auch in anderer Hinsicht sehr 
rerdieustliche Inaugural-Dissertation : „Beobachtungen über die Stern- 
cbnuppen, angestellt auf den Sternwarten zu Göttingen und Münster, 
lebst daraus abgeleiteten Resultaten", von Carl Qehrmann. Göttingen 
866. 



29* 



Tafel 



der 



Gauss'schen Constanten 



für die 



nicht identischen Eometenbahnen. 



Erklärung der Tafel. 

Diese Tafel, nach Anweisung des Verfassers von den Herren Well- 
lann und Niedermüller, Studirenden der Mathematik, berechnet, 
athält für jede der verschiedenen Eometenbahnen in zwei Zeilen die 
rrößsen -4, JB, C, a, 5, c aus Vorlesung Drei, in der oberen Zeile für die 
Ipoche 1750,0, in der unteren für 1850,0, ausserdem noch 7t — ß für 
Bide Epochen, mit Rücksicht auf die Schlussbemerkung genannter Vor- 
sung. Zweck der Tafel ist, die Ermittelung einer etwaigen Identität 
sich einer auf den Aequator bezogenen Rechnung zu erleichtern. 
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Tafel der Gauss'schen Constanten 
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Berichtigung. 



Seite 428 , Zeile 1 v. oben lies : „Achte Abtheilung*' statt „Neunte Ab- 
theilung''. 






I If H A L T. 



Erste Abtheilung. 

Seite 

Berechnung der Oerter der Himmelskörper aus üiren Bahnele- 
menten 1 

Einleitende Bemerkungen •. . . — 

Erklärung der Bahnelemente 5 

Formeln für die Berechnung der Coordinaten 6 

Gleichungen, welche für die drei Kegelschnitte gemeinsam gelten . 10 

Die Ellipse 12 

Die Parabel 14 

Die Hyperbel 16 

Hülfsmittel zur Auflösung der Keppl er' sehen Gleichung 17 

Auflösung der transcendenten Gleichung E) der ?. Vorlesung (S. 16) 23 

Formeln für elliptische Kometenbahnen 24 

Lambert's Theorem über die heliocentrische Bewegung in Kegel- 
schnitten 28 

Anwendungen des allgemeinen Lambert' sehen Satzes über die Be- 
wegung in Kegelschnitten und Specialisirung für die Parabel . 29 

Die Rechnung für bewegliche Aequinoctien 31 

Rechnungsbeispiel an dem Planeten Flora 33 

Berechnung der Parallaxe 37 

Zweite Abtheilung. 

Die Berechnung von Bahnen aus gegebenen Beobachtungen . . 43 

Berechnung einer Kreisbahn — 

Formeln zu der Berechnung einer Kreisbahn 46 

Modiflcation der Formeln der letzten Vorlesung (S. 46) 50 

Directe Berechnung der Gauss'schen Constanten aus den heliocentri- 

schen Coordinaten für den Aequator 56 

Rechnungsbeispiel für Harmonia 58 

Die Gauss'sche Methode zur Berechnung einer Kreisbahn .... 63 
Rechnungsbeispiel für die Gauss'sche Methode zur Bestimmung 

einer Kreisbahn 67 



VIII Inhalt. 



Dritte Abtheilung. 

Seit« 

Die Bestünmung der parabolischen Bahnen von Kometen .... 72 

Einleiteude Bemerkungen über die Kometenbahnen. Wiedererken- 
nen früher erschienener Kometen — 

Kriterium aus einer vollständigen Beobachtung eines neu erschie- 
nenen Kometen, ob derselbe mit einem erwarteten identisch 
sein kann 74 

Vorbereitende Bemerkungen zu der Methode von Olbers 79 

Ableitung des Olbers'schen Ausdruckes für das Verhältniss von 

Kwei Distanzen von der Erde q und q" 81 

Die OlbersUche Methode zur Berechnung einer Kometenbahn, in 
' verschiedenen Formen 87 

Die Gauss' sehe Umformung der Olbers' sehen Methode 89 

Rechnungsbeispial für die Gauss'sche Modification der Olbers'- 
schen Methode 95 

Verschiedene Arten, die erste Hypothese für q oder bei derOlbers'- 
schen Methode zu bilden 99 

Vorbereitende Betrachtungen für den Lambert'schen Satz über 

die Krümmung des geocentrischen Laufes 101 

Der Lambert' sehe Satz von der geocentrischen Krümmung . . . . lOi 

Anwendung des Lambert'schen Kriteriums über die Entfernung 
eines Gestirns von der Sonne 106 

Bestimmung der Entfernung des Himmelskörpers von der Sonne . 109 

Umformung der Lambert'schen Gleichung; Ausdruck für das Ver- 
hältniss des Sectors zum Dreieck bei der Parabel 114 

Systematische Verbesserung der Hypothesen in den Versuchen zur 

Olbers'schen Methode, durch ein R^chnungsbeispiel erläutert 116 

Verbesserung des nach dem Olbers'schen Princip gefundenen 

p" 
Werthes von ^« Kunstgriff von Carlini 120 

Die Berücksichtigung der Aberration , der Parallaxe und der Be- 
wegung der Aequinoctien bei Bahnbestimmungen 124 

Die Olbers' sehe Methode für den Aequator als Fundamentalebene 

umgeformt n 127 

Zusammenstellung der Formeln für eine auf den Aequator zu be- 
• ziehende Kometenbahnberechnung 135 

Rechnungsbeispiel zu Vorlesung Vierzig 139 

Die Gauss'Eche Form der Olbers'schen Methode, auf den Aequa- 
tor übertragen 146 

Zusammenstellung der Formeln für die unmittelbar auf den Aequa- 
tor bezogene, strenge Form der Olbers'schen Methode. Rech- 
nungsbeispiel 149 

Der sogenannte Ausnahmefall der Olbers'schen Methode. 'Berech- 
nung der Bahn eines Kometen aus drei Beobachtungen, von 
denen nur zwei vollständig sind ... 151 

Eine andere Umformung der Gleichung IV. in Vorlesung Vierzig 

(S. 135). B es sei's Beitrag zur Kometentheorie 160 



Inhalt. IX 

Seite 
lieber Construction einer Tafel zum schnellen Erkennen der Identi- 
tät von Kometen 165 

Vierte Abtheilung. 

Die Bestimmung elliptischer Bahnen » 167 

Einleitende Bemerkungen — 

Entwiokelung der Fundamentalgleichungen für die Bestimmung der 
Entfernung eines Himmelskörpers aus drei vollständigen Beob- 
achtungen jund Auflösung derselben für den Aequator, Erste 

Näherung 169 

Verbesserungsverfahren für eine aus den Fundamentalgleichungen 

der achtundvierzigsten Vorlesung (S. 169) hergeleitete Näherung 174 
Rechnungsbeispiel zu den Formeln der 49. Vorlesung (S. 174) . . . 177 
Einige Umformungen der Formeln der 49. Vorlesung (S. 174) . . . 181 

Fortsetzung der vorhergehenden Entwickelungen 186 

Folgerungen für den zu erreichenden Grad 'von Genauigkeit einer 

Bahnbestimmung 189 

Einfachere Herleitung der Hauptgleichung für die Bestimmung der 

Entfernung der Himmelskörper 192 

Weitere Ausführung der Gleichungen A) und C) in der 54. Vor- 
lesung (S. 192) 195 

Rechnungsbeispiel für die Formeln der 55. Vorlesung (S. 195) . . . 198 
Vereinfachungen und Abkürzungen für die Methode der Vorlesun- 
gen 54, 55 und 56 (S. 192, 195, 198) 200 

Rechnungsbeispiel für die Bestimmung von J^ J* und J" nach den 

Formeln der vorigen Vorlesung (S. 200) 208 

Transformation des L am b er tischen Satzes über die Krümmung des 

geocentrischen Laufes 211 

Einige Bemerkungen über den Fall der Sohleifenbildung im geocen- 
trischen Laufe eines Himmelskörpers 214 

Encke's Form der Fundamentalgleichungen 218 

Fortsetzung der Entwicklung zur Encke' sehen Methode 221 

Fortsetzung der Formeln der Encke* sehen Methode 223 

Zusammenstellung der Formeln der Encke' sehen Methode für die 

Bestimmung der Entfernungen, sammt Rechnungsbeispiel . . . 225 
Hansen' 8 Form der Bestimmung der Distanz eines Himmelskörpers 

aus drei Beobachtungen *. 229 

Fortsetzung der Entwicklung für die Formeln der Hansen'schen 

Methode 233 

Einige weitere Vereinfachungen der Hansen'schen Formeln . . . 237 
Zusammenstellung der Formeln der Hansen'schen Methode zur Be- 
stimmung der drei Entfernungen, nebst Rechnungsbeispiel . . . 240 
Die Verbesserung der Hypothesen für die Dreiecksflächen 244 

Berücksichtigung von -^ in der Finalgleichung für z* 249 

Fortsetzung der Entwickelungen zur Verbesserung der Hypothesen . 254 
Die zur Be^^^chreibung eines Kegelschnittbogens gebrauchte Zeit, aus- 
gedrückt durch ein bestimmtes Integral 257 



Sdte 

ISer*r'.i-i.'^:.? irr tl-enr-i^ ^. t. f -i.i ä*T siittkrcB .Anofmalie der 

sr*^iiL.-':!L E_;»..Ar 262 

f>> O *•-*♦'*. Lr i^f c ♦ Er ?k*^'*'.rrn Formeln für die Verbesse- 

f-r? -rr L>r-:*-.fc*ri'L*^ik 265 

?V'rt*-^*z-:-? 'i'-r El.: "wi-k-l ..1.^:^2 t.-:: Eürke zur Bps timm img- der 

l>T*:.^:EyTLL.\^n ... 269 

H4i.»*rL** F'-n!i*""ii z'iT VrTt.feif-eraiiir ...-.----..- ... 273 
ForT**tz'ii.5r '!*rr HaEffrii"«»/ü*'n Enimk-kelnngen fnr die Terbesse- 

r*>iü2 d^r H}yAt±fi^4:n 276 

4P ^^^^ SAH 4P 

AiiweD-T-Lif «It Ke:Leiieiitwicke!sj:een fnr — : — = =- für EDipsen 

und Hyp^r>/*riii. deren Exctutricität nabe gleich der Euiheit 

wirl ' 279 

Anw^-rj'Hng der all gern einen Lambert' sehen Gleichung fnr die 

Vf-T^»e*%'rrung der H>'potLe<eii 284 

ße<:hn:rij?<l^i spiele für die Verbesserung der Hjrpothesen bei einer 

eii^.tirchen Bahn 287 



Fünfte Abtheilang. 

Bereehnnug einer elliptiBchen Bahn ans Tier Beobachton^en, 

Ton denen nnr zwei vollständig sind 290 

EiijU;itende Bemerkungen — 

Grund formein für die Bestimmung der Distanzen aus vier Beobach- 
tungen, von denen nur die äusseren vollständig sind 291 

Andere Art der Entwickejjing der Grundformeln 295 

Orundformeln für die Berechnung der Distanzen aus vier Beobach- 

tungen, deren äussere unvollständig sind 298 

Weitere Vereinfachung der Bedingungsgleichungen für g' und ^" . 300 

FortHotzung der Entwickelungen der 85. Vorlesung (S. 300) .... 302 
Modification in der Bildung der ersten Hypothese zur Erzielung 

einer grösseren Genauigkeit bei derselben 305 

Di^ Gauss 'sehe Form der Berechnung der Bahn aus vier Beobach- 
tungen 307 

Fortsetzung der Entwickelungen der vorhergehenden Vorlesung (S. 307) 312 

Zusammenstellung der Formeln und Rechnungsbeispiel 314 

Fortsetzung des Kechnungsbeispiels. Zweite Hypothese 320 

Ilypothesenbildung c) und d) 323 

Sechste Abtheilung. 

Die Berechnung einer Bahn aus einer grösseren Zahl von Beob- 

aolxtungen naoh der Methode der kleinsten Quadrate . . . 32S 

Einleitende Bemerkungen. Bildung von Normalörtern — 

Differentialformeln für die directe Verbesserung der Elemente ... 337 
Einige Modificationen der vorhergehenden Formeln, für sehr excen- 

trische Bahnen bestimmt 343 

Eiitwickolung der Grundvoraussetzungen für die Methode der klein- 

Hten Quadrate • 347 



Inhalt. XI 

Seite 

Einfachste Folgerung aus dem Grundsatze der Methode der kleinsten 

Quadrate. Gesetz der Beobachtungsfehler 348 

Begriff und Ableitung des mittleren Fehlers. Relation zwischen dem 

wahrscheinlichen und dem mittleren Fehler 353 

Mittlerer zu befürchtender Fehler. Beispiel 357 

Die Bestimmung der wahrscheinlichsten Werthe aus einem System 

linearer Gleichungen. Aufstellung der Normalgleichungen .' . 360 

Fortsetzung der Eutwickelung der Vorlesung Hundert zur Ermitte- 
lung der wahrscheinlichen Fehler eines Systems von Grössen . 363 

Jacobi's Auflösung eines Systems von Normalgleichungen mit drei 

Unbekannten ' ' . 367 

Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate auf die Bestimmung 

einer Bahn aus einer Reihe von Normalörtem 369 

Durchrechnung der Hypothesen nach einer für die drei Kegel- 
schnitte gemeinschaftlichen Form 371 

Herleitung des wahrscheinlichsten Elementensystems aus der für 

drei Hypothesen ausgeführten Vergleichung 374 



Siebente Abtheilung. 

I>ie Berechnung von Doppelstembahnen 380 

Einleitende Bemerkungen — 

Fortsetzung der einleitenden Bemerkungen 382 

Leichte Herleitung verschiedener Elemente der wahren Bahn aus 

der Projectionsellipse oder Theilen derselben 387 

Anwendung des graphischen Verfahrens auf die Bahn von (o Leonis 391 
Methode zur Bestimmung einer Doppelsternbahn aus sechs Positions- 
winkeln . 396 

Grundformeln für Berechnung einer Doppelsternbahn, wenn ausser 
vier Positionswinkeln noch wenigstens drei Distanzen gegeben 

sind. . , 400 

Rechnungsbeispiel für die Methode der Vorlesung 110 (S. 396) . . . 402 
Einige Anwendungen der Doppelsternbahnmethoden auf andere 
Theile der Fixstemastronomie. Berechnung der hypothetischen 

Parallaxe. Massenbestimmungen . . 408 

Ueber die Berechnung einer Doppel stembahn , wenn die eine Com- 

ponente unsichtbar ist 411 

Anhang zu der Berechnung der Doppelsterne. Grundzüge der Theorie 

des Satumringes 414 

Kriterium für die Sichtbarkeit des Saturnringes 418 

Berechnung der Satellitenbahnen durch Zurückführung auf die Be- 
rechnung einer Doppelstembahn 420 

Fortsetzung der Untersuchungen zur Berechnung einer Satelliten- 
bahn 424 



XII Inhalt. 

Achte Abtheilung. 

Seite 

lieber die Bahnbestiminung der Meteorei Meteoriten und Stem- 

■ohnuppen 428 

Einleitende Bemerkungen — 

Bestimmung der Höhen und Geschwindigkeiten aus correspondtren- 

den Stemschnuppenbeobacbtungen 429 

Ueber den Radiationspunkt und dessen Herleitung. Rechnungsbeispiel 432 

Unabhängigmachen der Bestimmung von der Forderung der Gleich- 
zeitigkeit. Vereinfachende geometrische Betrachtungen und 
Construction. Angabe der bleibenden Unsicherheit 436 

Bestimmung des von dem Meteor oder Meteorstrom um die Sonne 

beschriebenen Kegelschnitts 439 

Fortsetzung der Untersuchungen aus Vorlesung Hundertunddreiund- 

zwanzig (S. 439). Rechnungsbeispiel 443 

Vergleichung der durch Berechnung des Radiationspunktes gefun- 
denen Bahn mit Kometenbahnen 446 

Zusammenstellung von Formeln für die Recognoscirung von Identi- 
täten zwischen Meteorströmen und Kometenbahnen. Rech- 
nungsbeispiel 449 

Tafel der Gauss'schen Constauten für die nicht identischen Kome- 
tenbahnen 453 



% ^^ 



m.,0^ 



/H 



